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Abstract

The paper presents the assessment of the correctness of the stiffness matrix for non-standard finite elements, which are
membrane elements with additional, rotational degrees of freedom at a node. When applied to modelling, they make it
possible to connect sub-areas with different degrees of freedom. Formulas for a mean value of elastic strain energy of the
elements were derived, the values were compared with the density of elastic strain energy in a classical membrane state.
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Streszczenie

W prezentowanej pracy przeprowadzono oceng poprawnoSci macierzy sztywnosci niestandardowych elementow
skonczonych. Niestandardowe elementy skonczone to elementy tarczowe z dodatkowymi rotacyjnymi stopniami swobody
wwezle. Zastosowane w modelowaniu umozliwiajq polgczenie podobszarow o roznych stopniach swobody. Wyprowadzone
zostaly wyrazenia na sredniq wartoS¢ energii sprezystej ww. elementow, ktore porownano z gestosciq energii sprezystej

wystepujqcej w klasycznym stanie tarczowym.

Stowa kluczowe: energia sprezysta, element tarczowy, macierz sztywnosci, rotacyjny stopien swobody

1. Introduction

In all analyses of structures, especially in those
conducted using computer techniques, a fundamental
issue, decisive for the quality of the results obtained,
is to adopt an appropriate set of procedures, i.e.
generally speaking, a computational model. In finite
element modelling, all basic quantities, such as
geometry, support, load and physical properties, which
characterise the structural item being considered are
modelled. Modelling the first, the second and, partly,
the third quantity strictly depends on the type of
elements used, which refers to the element shape and
assumed degrees of freedom. When considerations
are restricted to the displacement FEM representation,
degrees of freedom are reduced to two types of
nodal displacements: translational and rotational
ones. From such a standpoint, modelled structural
systems, and more generally modelled areas, can be
divided into two classes. The first class comprises
those areas, in which elements with only translational
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1. Wprowadzenie

We wszystkich analizach konstrukcji, a szczeg6lnie
w przeprowadzanych przy uzyciu technik kompute-
rowych, podstawowym zagadnieniem decydujacym
o jakosci otrzymywanych wynikéw jest przyjecie
wiasciwego schematu albo méwigc ogdlnie — modelu
obliczeniowego. W modelowaniu skonczenie elemen-
towym, procesowi temu podlegaja wszystkie podsta-
wowe wielkosci charakteryzujace analizowany obiekt
konstrukcyjny, do ktoérych naleza: geometria, pod-
parcie, obcigzenie, cechy fizyczne. Zamodelowanie
pierwszej, drugiej, czeSciowo trzeciej wielkosci uza-
leznione jest $cisle od rodzaju zastosowanych elemen-
tow. Chodzi przy tym o ich ksztalt i przyjete stopnie
swobody. Ograniczajac rozwazania do przemieszcze-
niowej reprezentacji MES, sprowadzamy stopnie swo-
body do dwoch rodzajow przemieszczen weztowych:
translacyjnych i rotacyjnych. Z tego punktu widzenia
modelowane uktady konstrukcyjne albo og6lniej — mo-
delowane obszary, mozemy podzieli¢ na dwie klasy.
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degrees of freedom occur (2D or 3D areas). The
second class includes areas, in which sub-areas with
translational degrees of freedom and sub-areas with
both translational and rotational degrees of freedom,
occurring jointly, are found. In order to make it
possible to connect those two sub-areas, it is necessary
to distinguish a transition zone and to model that zone
with the so-called transition elements, which will
have nodes with translational, and also translational
and rotational degrees of freedom occurring jointly
(Figure 1).

In the present study, such transition elements will
be treated as non-standard elements.

a)

A Elements

Do pierwszej zaliczamy te obszary, w ktorych wyste-
puja elementy majace tylko translacyjne stopnie swo-
body (obszary 2D lub 3D), do drugiej takie, w ktérych
wystepuja podobszary z elementami o translacyjnych
stopniach swobody i podobszary ze stopniami zarowno
translacyjnymi, jak i rotacyjnymi wystepujacymi tacz-
nie. By mozliwe bylo potaczenie tych dwoch podob-
szarow, konieczne jest wyodrebnienie strefy przejscio-
wej 1 zamodelowanie jej tzw. elementami przejsciowy-
mi, ktore beda miaty zarowno wezty tylko z translacyj-
nymi, jak i translacyjnymi oraz rotacyjnymi stopniami
wystepujacymi tacznie (rys. 1). Takie elementy beda
W naszym rozumieniu elementami niestandardowymi.

Fig. 1. Modelling the transition between sub-areas with degrees of freedom of different type
Rys. 1. Zamodelowanie polgczenia (przejscia) miedzy podobszarami o réznych rodzajach stopni swobody

The issues concerning transition elements have
not been thoroughly investigated yet. The number
of publications on the subject is limited, in the world
they include several, in Poland just a few, titles.

Transition elements have been a focus of increased
interest in recent years. The elements that allow
transition between areas with grids of different
density, thus with different degrees of freedom
were described, among others, by: Gupta [1], who
proposed a rectangular, eight-node element with
four transition nodes located at the mid-length of the
sides. Jeyachandrabose and Kirkhope [2] presented
a family of triangular elements with transition nodes
inside the element and along its edge.

First works on membrane elements with rotational
degrees of freedom included those by Allman
[3], Bergan, Fellipe [4] and Cook [5]. All those
researchers dealt with a triangular element with
nine degrees of freedom. Square polynomials
were used to describe the displacement area,
rotation and moment quantities were substituted
with translational quantities and forces, which was

Zagadnienie elementdw przejsciowych nie zostalo jak
dotad dostatecznie opracowane. Liczba publikacji na ten
temat jest bardzo ograniczona, w literaturze $wiatowej
nie przekracza kilkunastu, a w krajowe;j kilku pozycji.

W ostatnich latach wzrosto zainteresowanie tema-
tyka dotyczaca elementow przejsciowych.

Elementy umozliwiajace przechodzenie mig¢dzy
obszarami z siatkami podzialu o roznej gestosci
1 tymi samymi stopniami swobody zostaly opisane
m.in. przez Gupta [1], ktory zaproponowat prosto-
katny o$miowegzlowy element z czterema weztami
przejsciowymi lezacymi w potowie dtugosci bokow.
Jeyachandrabose i Kirkhope [2] przedstawili rodzing
elementow trojkatnych z weztami przejsciowymi we-
wnatrz elementu i wzdhuz jego krawedzi.

Jedne z pierwszych prac poswigconych elementom
tarczowym z rotacyjnymi stopniami swobody naleza do
Allmana [3], Bergana, Fellipe [4] i Cooka [5]. Wszyscy
oni zajmowali si¢ elementem trojkatnym z dziewigcio-
ma stopniami swobody. Do opisu pola przemieszczen
przyjmowali wielomiany kwadratowe, a wielkosci ro-
tacyjne i momentowe zastepowali translacyjnymi i si-
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followed by boundary transition. For the elements
obtained, it was necessary to adopt additional
parameters, selected numerically, to optimise the
solutions to individual problems. Hughes and Brezzi
[6] proposed an element, which in addition to an
area of translational displacements, contained an
independent area with rotational displacements. The
solution was obtained using variational approach
appropriate for mixed displacement problems. At
the end of the 20" cent, a study by Chinosi, Comodi
and Sacchi [7] was published, which presented a
new element with rotational degrees of freedom.

In Polish literature on the subject, rotational degrees
of freedom in membranes were first referred to in the
work by Rakowski [8] and in [9].

The way of constructing non-standard finite
elements analysed in the present work, that is plane
transition elements, termed 1R3H, 2R2H, 4R, their
stiffness matrix, together with their explicit forms
were presented in the works of Rakowski [10] and of
the author [11, 12].

a)

Frame 1D
Membrane 2D

Rigid nodal point

Fig. 2. 2D and 1D areas connection
Rys. 2. Polgczenie obszarow 2D i 1D

The assumption on a rigid nodal point (Fig. 2)
accounts for an additional accuracy disturbance
when compared with standard 2D elements, which
entails local zeroing of shape strains. It is therefore
necessary to assess the degree of difference in results,
caused by the “parasite” factors mentioned above. It
is done by comparing the density of the “exact” elastic
strain energy with the corresponding quantity found
in membrane elements with additional, rotational
degrees of freedom.

The present paper makes an assessment of the
correctness of stiffness matrixes of non-standard
finite elements using the energy criterion put forward
by Gilewski [13, 14].

44

fami dokonujac nastepnie przejscia granicznego. Uzy-
skane elementy wymagaty przyjmowania dodatkowych
parametréw dobieranych numerycznie w celu optyma-
lizowania wynikow rozwigzan poszczeg6lnych pro-
blemow. Hughes i Brezzi [6] zaproponowali element,
w ktorym wystepuje, poza polem przemieszczen trans-
lacyjnych, niezalezne pole przemieszczen rotacyjnych.
Rozwigzanie uzyskali, stosujac podejscie wariacyjne
wlasciwe do mieszanych uje¢ przemieszczeniowych.
W ostatnich latach XX wieku ukazala si¢ praca Chi-
nosi, Comodi oraz Sacchi [7], prezentujgca nowy ele-
ment z rotacyjnymi stopniami swobody.

W literaturze polskiej jedng z pierwszych informacji
o rotacyjnych stopniach swobody w tarczach mozna
znalez¢ w pracy Rakowskiego [8] oraz w ksiazce [9].

Sposob budowy niestandardowych elementéw skon-
czonych, analizowanych w niniejszej pracy, tj. pla-
skich elementow przejsciowych o nazwach: 1R3H,
2R2H, 4R, ich macierzy sztywno$ci wraz z jawnymi
postaciami, przedstawiono w pracach Rakowskiego
[10] 1 autorki [11, 12] .

b)

Frame 1D

Membrane 2D

Zatozenie punktowej sztywnej inkluzji (rys. 2) jest
dodatkowym ,,zaburzeniem” doktadnosci w stosunku
do standardowych elementow 2D, co pociaga za soba
lokalne zerowanie si¢ odksztatcen postaciowych. Na-
lezy wiec oceni¢ stopien odmiennosci wynikow spo-
wodowanych przez wymienione czynniki ,,pasozyt-
nicze” przez porownanie gestosci energii sprezystej
»doktadnej” z analogiczng wielko$cia wystepujaca
w elementach tarczowych z dodatkowymi rotacyjnymi
stopniami swobody.

Dlatego tez w niniejszej pracy przeprowadzono
ocen¢ poprawno$ci macierzy sztywnosci niestan-
dardowych elementow skonczonych, stosujac za-
proponowane przez Gilewskiego [13, 14] kryterium
energetyczne.
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2. Energy criterion - mathematical formulation
of the problem

Energy criterion involves making the following
assumptions:
- elastic strain energy stored in the element is
expressed by the dependence:

U= [Ugdv )
14

where U, is energy density determined exactly in
the problem under consideration;

- in FEM representation, elastic strain energy in an
element can be expressed as

U=U=2q"kq @

Components determining energy in dependence (2)
have the form

4k, 4, ®

thus, they contain elements of the stiffness matrix and

nodal displacements;

- displacements ¢, g, are treated as function values
due to expanding them into Taylor series at the
element centre of gravity,

- in the expansions obtained, boundary transitions
are made, due to the dimensions of the elements we
receive

AU = )
b—0

— received (70, stating the approximate density of
energy, is compared with the “exact” density U,
which makes it possible to assess the correctness of
the element stiffness matrix.

A different approach to validate the correctness
of non-standard stiffness matrixes was adopted by
Rakowski in [15] and [16]. As the procedure is not
followed in the present study, only a very general
description of it is given:

— equilibrium conditions on element boundaries,
defined by relations typical of FEM, are transformed
into appropriate difference equations,

- boundary transitions are made in difference
equations, as a result equilibrium differential
equations are obtained,

- obtained differential equations are compared with
equilibrium differential equations derived from
general principles of elasticity theory, which makes
it possible to validate the correctness of stiffness
matrixes under consideration.

2. Kryterium energetyczne - matematyczne sformutowanie
problemu

Kryterium energetyczne polega na nastgpujacych
zatozeniach:
- energia sprezysta nagromadzona w elemencie wy-
raza si¢ zaleznoscia:

U:jUOdV )
V

gdzie U, to gestos¢ energii okreSlona dokfadnie
Ww rozpatrywanym problemie;

- w sformutowaniu MES energi¢ sprezysta w ele-
mencie mozna wyrazi¢ jako

U=U-= %qu q (2)
Sktadniki okreslajace energie¢ w zaleznos$ci (2) maja
postac

4k 4, ®

zawieraja wigc elementy macierzy sztywnosci oraz

przemieszczenia weztowe;

- przemieszczenia g, q; traktujemy jako wielkosci
funkcyjne dokonujac ich rozwinigcia w szereg Tay-
lora wzgledem $rodka cigzko$ci w elemencie,

- w otrzymanych rozwini¢ciach dokonujemy przej-
$cia granicznego, ze wzgledu na wymiary elemen-
tow otrzymujac

iy = (4)
b—0

- otrzymane 170 okreslajace przyblizong gestos$¢ ener-
gii porownujemy do gestosci ,,dokladnej” U, co
pozwala na dokonanie oceny poprawnosci macie-
rzy sztywnosci elementu.

Inne podejscie do oceny poprawnosci niestandardo-
wych macierzy sztywno$ci zaproponowal Rakowski
[15] 1 [16]. Poniewaz nie bedziemy wykorzystywali
tego sposobu, przytoczymy tylko ogolny jego opis:

- warunki rownowagi na granicach elementow, okre-
$lone zwigzkami typowymi dla MES, przeksztatca
si¢ w odpowiednie rownania réznicowe,

- w rownaniach roznicowych dokonuje si¢ przejsc
granicznych otrzymujac w rezultacie rozniczkowe
réwnania rOwnowagi,

- otrzymane rownania rézniczkowe poroéwnuje si¢
z rozniczkowymi rOwnaniami rownowagi otrzyma-
nymi na og6lnych zasadach teorii sprezystosci, co
pozwala oceni¢ poprawnosci rozpatrywanych ma-
cierzy sztywnosci.
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3. Assessment of the Correctness of Non-Standard
Finite Element Stiffness Matrixes

While developing stiffness matrixes of non-standard
finite elements, all requirements concerning FEM
procedures for displacement representation were
satisfied. The obtained stiffness matrixes are symmetric,
and forces represented by individual columns fulfil the
equilibrium conditions for an arbitrary two-dimensional
system. Of all investigated elements, only 4R is an
adjusted one. Variation of displacements along the sides
is described by third-degree polynomials and the number
of nodal parameters related to those displacements equals
four, namely two function values and two derivative
values. That makes the description unambiguous, thus
accounting for continuous description of displacements
along the side. For remaining elements, this condition
is not satisfied, except for the side with two rigid nodes
in 2R2H element. All elements, however, can be used
in calculations. It happens so because they satisfy two
conditions necessary to produce convergent results,
namely the condition of rigid motion and the condition
of constant strain. The conditions are guaranteed because
the description of the displacement field components
involves only the first power of constants and variables.
At the same time, all elements yield approximate
results, as generally FEM elements do. Shape functions,
except for 1D bar, are an approximate description
of the displacement field. In the case analysed here,
additional accuracy “disturbance”, when compared with
standard 2D elements, results from the assumption on
rigid nodal point, which leads to local zeroing of shape
deformations. Therefore, it is necessary to evaluate to
what extent the results are affected by the “parasite”
factors mentioned above.

Checking the correctness of the stiffness matrix for
1R3H element Fig. 3 an energy criterion is employed.
The mathematical sense of the criterion comes down
to examining the following dependence:

lim 2——=1(0,0) 5)
where 4 is the element area, in that case 4 = 4a2.
From dependence (5), it follows that FEM solution
is correct provided that the mean value of the elastic
strain energy stored at the element tends to the value
of the density the elastic strain energy at the centre
of the element while the element dimension tends
to zero. An additional assumption is made that it is
square element with 2a side.
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3. Ocena poprawnos$ci macierzy sztywnosci
niestandardowych elementéw skoiiczonych

Macierze sztywnosci zbudowane zostaty z zachowa-
niem wszystkich wymogoéw koniecznych w realizacji
odpowiednich procedur MES w reprezentacji prze-
mieszczeniowej. Otrzymane macierze sztywnosci sa
symetryczne, a sily reprezentowane przez poszczegdlne
kolumny spetniaja warunki rownowagi dowolnego ukta-
du ptaskiego. Sposrod badanych elementow, tylko 4R
jest elementem dostosowanym. Zmienno$¢ przemiesz-
czen wzdtuz bokoéw opisana jest wielomianami trzecie-
go stopnia a liczba parametrow weztowych zwigzanych
z tymi przemieszczeniami jest rowna cztery po dwie war-
tosci funkcji 1 pochodnych. To przesadza o jednoznacz-
nosci tego opisu a tym samym o ciaglosci opisu prze-
mieszczen wzdtuz boku. W pozostalych elementach ten
warunek nie jest speiony, za wyjatkiem boku z dwoma
weztami sztywnymi w elemencie 2R2H. Wszystkie na-
tomiast elementy mogg by¢ stosowane w obliczeniach.
Spehiaja bowiem dwa warunki konieczne do uzyskiwa-
nia zbieznosci wynikoéw, a mianowicie: warunek ruchu
sztywnego 1 warunek statych odksztalcen. Gwarantem
tych warunkow jest wystepowanie w opisie sktadowych
pola przemieszczen statych i zmiennych w pierwszej
potedze. Jednoczesnie wszystkie elementy, jak zresz-
ta w ogodle elementy w MES dajg wyniki przyblizone.
Funkcje ksztattu, za wyjatkiem preta 1D, sg przyblizo-
nym opisem pola przemieszczen. W naszym przypadku
dodatkowym ,,zaburzeniem” doktadnosci w stosunku do
standardowych elementéw 2D jest zalozenie punktowej
sztywnej inkluzji, co pociagga za sobg lokalne zerowanie
sie odksztalcen postaciowych. Nalezy, wigc oceni¢ sto-
pien odmiennosci wynikow spowodowanych przez wy-
mienione czynniki ,,pasozytnicze”.

Przystepujemy do sprawdzenia poprawno$ci ma-
cierzy sztywnosci elementu 1R3H (rys. 3) na pod-
stawie kryterium energetycznego, ktoérego sens ma-
tematyczny sprowadza si¢ do zbadania nastepujacej
zaleznosci:

lim £—— =0, (0,0) 5)
gdzie A to pole powierzchni elementu, w naszym
przypadku 4 = 4a2.

Z zaleznosci (5) wynika, ze rozwigzanie MES jest po-
prawne o ile Srednia warto$¢ energii sprezystej zgroma-
dzonej w elemencie, zdaza do wartosci gestosci energii
sprezystej w srodku elementu przy wymiarze elementu
zmierzajagcym do zera. Poczynili§my dodatkowe zato-
zenie, ze jest to element kwadratowy o boku 2a.
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V2 V3
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(x-a,y+a) ] b (x+a, y+a)
A a I a ‘V

A d

The density of the elastic strain energy in 2D problem
presented in the paper, in the classical membrane
state in two-dimensional stress system expressed in
strains has the following form

Fig. 3. Square 1R3H element with 2a side
Rys. 3. Kwadratowy element IR3H o boku 2a

Ggesto$¢ energii sprezystej w wystepujacym u nas pro-
blemie 2D w klasycznym stanie tarczowym, w pla-
skim stanie napre¢zenia wyrazona w odksztatceniach
ma postac

. 1 E 2 2 2 1-v 2
O_EI—VZ Ey T4V &y 8y+8y +—2 7xy (6)
or taking into account Cauchy relations albo przy uwzglednieniu zwiazkéw Cauchy’ego
_ 8u8v()21_v()2 8u8v(ﬂ

Uo— {( )2+2V8X8y =G/ 2y & (7)
Table 1. Falk's scheme u,
Tabela 1. Schemat Falka v
1
?
u2
q= V2
u3
v3
u,
v,
ku k12 k14 le km k17 k18 k19 °
kZ 1 kZ 2 k24 k2 5 k26 kZ 7 kZ 8 kZ 9 °
k3 1 k32 k34 k3 5 k36 k3 7 k3 8 k3 9 °

Etab k41 k42 k44 k45 k46 k47 k48 k49 ° Etab
k 1 VZ kSl k52 k54 k55 k56 k57 k58 k59 ° l_vz kq
km kez k64 k65 kee k67 kas k69 °
k71 k72 k74 k75 k7() k77 k78 k76 °
kxl ksz k84 kss kss kx7 kss kxe °
k9 1 k‘)2 k94 k‘JS k% k97 k98 k99 °
. Tk 1 Etab 2 2 L
ar=|u, |V, |u, |V, |uy Vg |u, v, |U 2q q_21_V2i:1/ i K 4
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In accordance with formula (2), the energy in the
element obtained with Falk’s scheme is stated as
(Table 1).

The elements of k[j matrix are given in the works
[10] and [11, 12], whereas g, g, are corresponding
nodal displacements stated in matrixes g, q'.

Inaccordance with Table 1, the energy of the element
comprises 45 different components, which are the
products of k[j elements and nodal displacements.

u?, v —i=1,2,3,4,

1 1
uyv; —i,j=L123,4 ((#)), wp

Nodal displacements are treated as function
guantities, which will be expanded into Taylor series
in accordance with the formula:

A

uluj _l,j:1525374 (lij)’
-i1=1,2,3,4,

Energia w elemencie wedlug wzoru (2) uzyskana
przy wykorzystaniu schematu Falka okreslona jest
jako (tabela 1).

Elementy macierzy k[j podane sg w pracach [10]
i[11, 12], natomiast g, q,53 odpowiednimi przemiesz-
czeniami weztowymi okreslonymi w macierzach g, q'.

Zgodnie z tabelg 1 energia elementu sktada si¢ z 45
ro6znych sktadnikéw bedacych iloczynami elementow
kij oraz przemieszczen weztowych

ViV -i,j=12.3,4 (i#)),

| , ®)
viop—i=12,3,4, ¢
Przemieszczenia weztowe traktujemy jako wielkosSci
funkcyjne, ktore beda podlegaty rozwinigciu w sze-
reg Taylora wedtug wzoru:

Af A f

1 2
x+Ax,y+Ay)= f(x,y)+—(x, ) Ax+—(x, V) Ay + ——(x, ) Ax* +
S y+A4Ay) = f(x,y) Ax( ») Ay( y)Ay 2AX2( »)

1A2f
T2 Ay

The types of functions expanded at the centre of the
coordinate system (point (0,0)) have the form:
ﬁ :f(x_aay_a)a
fa=f(x+a,y+a),

Expansions involved 45 functions and were quite
time-consuming. A few exemplary characteristic
expansions are given below:

a2 ©)

1
(x, MAXAY + ——(x, »)AY?
2 Ay

Typy funkcji rozwijanych wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych (pkt (0,0)) majg postac:

f2 :f(x—an/"‘a)a
Ja=f(x+a,y—a)

(10)

Rozwiniecia dotyczyty 45 funkcji i byly dos¢ praco-
chlonne. Podajemy dla przyktadu kilka charaktery-
stycznych rozwinie¢:

u1<x—a,y—a)-ul(x—a,y—a)=u2(x,y)—2a-M-u(x,w—za-@-u(x,yn
ox y
2
ERILCSI NN {au(x y)j p2a? DY)
Ox X
L2 oY) du(xy) 2 ou’ (x, y) u(x.y)+ a | ou(x,y) y)
Ox oy o’ oy
ou(x, ov(x,
0 (x-ay=a) v (- ay=a) =u(n ) v -a- D ) —a P ) 4
614 X ov(x, ou’® X, ou(x, ov(x,
ou(x,y) V(x.y)—a- ov(x,y) u(x.y) ++a? (Zy) V) +d (r,y) ov(x,y)
oy Oy OX ox Ox
2 2
Lo (x,y)_u(x’y)wz,@v (x,y)_u(x’y) L2 o (x,y).v(x,y)Jraz.6’u(>c,y)_GV(x,y)+
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2 2
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GIESI

M(x=a,y=a)uy(x+a,y+a)=v(x,y) ulx,y)-a-— x,y)+a-wwx,y)+
X X
2
_a.GV(x,y)_u(x,y)w‘@u(x,y),v(x,y) L Il (J;,y).u(x,y)_az.6u(x,y).5V(x,y)+
0y oy 2 ox ox ox
2 2 2
L2 0wy e R Aty | uy) W)
ox® ox - Oy Ox - Oy ox oy
2 2
_az .au(xay).av(xay)_az .6“(xay).a"(xa)’)+l.a2 .Gv (xay).u(x’y)_i_ l.az al/l (xay).v(x’y)
oy ox oy Oy 2 2 ayz

The rotation was made dependent on the displacement
in accordance with the formula:

2

Obro6t uzalezniono od przemieszczenia, zgodnie ze
wzorem:

oy Ox
2
A=y —a) vyt a,y—a) = I 3y DD iy g FECOD)
oy Ox Ox - Oy
2 2 2
. Oulxy) ov(xy) v (x,y).v(x’y)Jra'(avgc,y)j Lo (xz’y)-v(x,y)+
X

Oy Oox ox

2
. 0ux,y) ov(x,y) . V(%)

Oy
ov(x,y) ov(x,y)

TS oy ooy VT oy
2 2
¢’1(x—a,y—a)'¢1(x—a,y—a)Z(—au(x’y)J _2_6u(x,y)_6v(x,y)+(8v(x,y))
oy Oy Ox ox

Using formula from Table 1 and then formula (5),
the expression for the mean value of the elastic strain
energy is finally derived. It takes on the following form:

~ 1 Et 2 2 1-v
U,=— eS+2ve g, +e +H — |y
o 2 1_V2|: X X y y 2 Xy
(x-a,y-a) (xta, y- a)
| Vi Vi |\(P4
u; [ uy T
a
E=a
a
Uy § ) U3
V, V3
I n= Y I
(x- a, y+a) b (x+a, y+a)
a a

ja 2 I
A 7 d

Checking the correctness with the use of energy
criterion is performed on 1R3H element with a rigid
nodal point at the fourth node (Fig. 4). The final
form of the mean value of the elastic strain energy
(13) is obtained following the same assumptions as

Postepujac zgodnie z tabelg 1, a nast¢pnie z formu-
I3 (5) wyrazenie na $rednig warto$¢ energii sprezystej
przybiera postac:

2+(0.03-0.0125v) 7,2 + [”ij(e +é,) ny} (12)

Fig. 4. Square 1R3H element with a rigid nodal point
at node 4

Rys. 4. Kwadratowy element IR3H ze sztywnq inkluzjg
w wezle 4

Sprawdzeniu poprawnosci na podstawie kryterium
energetycznego poddajemy element 1R3H ze sztyw-
ng inkluzja w wezle 4 (rys. 4). Ostateczng postac
$redniej wartosci energii sprezystej (13) otrzymuje-
my na podstawie tych samych zatozen jak dla po-
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for the element that has been investigated previously,
with the only difference being a rotational degree of
freedom, this time located at the fourth node.

- 1 Et 1-v

2 2 2
U, _El—vz |:8x +2ve e, +e, +(TJ7/W

Following the algorithm above, the expressions for
the mean value of the elastic strain energy of 2R2H
element (Fig. 5) (14) and 4R element (Fig. 6) (15) are
determined.

przednio badanego elementu, jedyng réznic¢ stanowi
rotacyjny stopien swobody, tym razem usytuowany
w wezle czwartym.

+(0.03-0.0125v)7,,% —(HTVJ(EX ‘e, yxy} (13)

Postepujac wedtug powyzszego algorytmu, wyzna-
czone zostaly wyrazenia na $rednig warto$¢ energii
sprezystej elementu 2R2H (rys. 5) (14) oraz elementu
4R (rys. 6) (15).

Fig. 5. 2R2H element
Rys. 5. Element 2R2H

2 2 —v 2 2
{gx +2ve, £, +E, +(—j Yy +(0.035-0.033v)y,, } (14)
Fig. 6. 4R element
Rys. 6. Element 4R
~ 1 Et 2 2 [1-v 2 2
U, =212 [gx +2ve 6, te, (T) Ve +(0.05-0.05v)7,, (15)

4. Discussion

All the expressions obtained above do not give,
in the boundary transition, the exact density of the
elastic strain energy of the membrane state because
they contain additional terms that result from
assuming rotational degrees of freedom. Thus, 1R3H,
2R2H and 4R elements are not, as could be expected,
correct with respect to energy when compared with
4H elements.
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4. Rezultaty badan, dyskusja

Wszystkie otrzymane powyzej wyrazenia nie
daja w przejsciu granicznym $cistej gestosci ener-
gii sprezystej stanu tarczowego, zawierajag bowiem
dodatkowe cztony wynikajace z zatozenia obro-
towych stopni swobody. Zatem elementy: 1R3H,
2R2H, 4R nie s3, czego nalezalo oczekiwac ele-
mentami poprawnymi, w sensie energetycznym
z elementami 4H.
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1+v

The analysis of the term ( 8 )(ngrgy)y"y in
expressions (12) and (13) for 1R3H element seems
interesting. The terms have opposite signs, which can
be attributed to the opposite signs of linear strains,
at the assumption on unit rotations at rigid nodes

(Fig. 7).

N

2

a L

pox |
A A

Fig. 7. Linear strains in 1R3H element

1+v

Analiza cztonu ( 8 j(gx T Ey ) Yo w wyrazeniach
(12) i (13) w elemencie 1R3H wydaje si¢ by¢ inte-
resujaca. Czlony te maja przeciwne znaki, co moze-
my wytlumaczy¢ przeciwnymi zwrotami odksztatcen
liniowych, zaktadajac jednostkowe obroty w sztyw-
nych weztach (rys. 7).

f ¢,~1

7

20

L

A

Rys. 7. Odksztalcenia liniowe w elemencie 1R3H

On the basis of Figure 7, it can be stated that imposing
unit rotation on the first node results in the elongation of
fibres along the x axis, and at the same time shortening of
the fibres along the y axis. When, however, unit rotation
is imposed on the fourth node, the fibres along the
X axis are shortened, whereas those along the y axis
are elongated. If elongation is marked with a plus sign
(+) and shortening is marked with a minus sign (-),
unit rotations produce opposite signs of linear strains,
which entirely explains difference in signs for the term

[ 8 j(g" +€y)7,(y in the expressions describing the
mean value of the elastic strain of 1R3H element. It
should also be noted that the term mentioned above
is not found in expressions (14), (15), which results
from a symmetric number of the nodes of the same
type in 2R2H and 4R elements.

1+v

1

¢,=1 9,=1
J 1
N N
1 V| u
N 1
?, 05=1

Na podstawie rysunku 7 mozemy stwierdzi¢, ze na-
dajac jednostkowy obrot weztowi pierwszemu naste-
puje wydhizenie wiokien wzdhuz osi X 1 jednoczesnie
skrocenie widkien wzdtuz osi y. Natomiast w przypad-
ku, kiedy nadamy jednostkowy obrot weztowi czwar-
temu wiokna wzdtuz osi X ulegajg skroceniu a wtokna
wzdhuz osi y wydtuzeniu. Jezeli oznaczymy znakiem
plus (+) wydtuzenie a znakiem minus (-) skrocenie,
to jednostkowe obroty wywoluja przeciwne znaki
odksztatcen liniowych, co w zupelnosci tlumaczy

(e +s,)r
réznice znakow przy czionie 8 ooy
w wyrazeniach na $rednig warto$¢ energii sprezystej
elementu 1R3H. Nalezy rowniez zwroci¢ uwagg, ze
ww. czfon nie wystepuje w wyrazeniach (14), (15),
wynika to z symetrycznej liczby tego samego rodzaju
wezldw w elemencie 2R2H oraz 4R.

Fig. 8. Linear strains in 4R element
Rys. 8. Odksztalcenia liniowe w elemencie 4R
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For two or four rigid nodes in an element, linear
strains resulting from unit rotations reduce each other,
(e.g., cf. Figure 8).

In order to assess the mean numerical value of
the elastic strain energy of the transition elements
examined in the study in comparison with the density
of the elastic strain energy in the membrane state, the
experimental data from Kapkowski and Stupnicki’s
work [17] is used. The authors employed the active
covering method to determine the boundaries of
plastic areas for elements with a hole, subjected
to tension. Specimens made of PA-7 alloys were
initially deformed to obtain elastic-plastic material
characteristics with a slight enhancement. The
specimen cross-section was weakened with a square
hole. The strain distribution was determined by
assuming isochromating images to be the output data.
As strains in the investigated material were the same
as in the plastic bonded to it:

\m &= mf

&, — &

(16)

where: ¢, &, — major strains, m — order of the
isochrome, /- value of the isochrome.

It was assumed from the experiment: m = 5.63,
f=1.1-10%

The strain distribution ¢,, £, & was determined in the
zone adjacent to the axis of the least section from
equation (16) of the expressions below and:

VE E

)(81+€2)+m81 (17)

2T v o) (1-2

where: o, = 0.30, = 101.8 MPa, g, = 339.32 MPa —
yield point, £ = 70.61 GPa, v = 0.3.

NCLL)) (18)
2
1
Ey =e+5mf0032(p (19)
S 2 20
g, —e—szcos 10 (20)
Yy =—mf sin2¢ 20

where: ¢ = 22.5° — the angle of the main directions
of the strain state.

In view of the above, strains take on the following
values:

&, =0.0017, &, =-0.0027, y,, =-0.0044
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W przypadku dwoch lub czterech sztywnych we-
ztéw w elemencie, odksztatcenia linowe, wynikajace
z jednostkowych obrotéw, wzajemnie si¢ redukuja,
(np. por. rys. 8).

By oceni¢ warto$¢ liczbowa $redniej wartosci ener-
gii sprezystej zaproponowanych elementow przej-
sciowych w stosunku do gestosci energii sprezyste;
stanu tarczowego, postuzymy si¢ danymi do$wiad-
czalnymi z pracy Kapkowskiego i Stupnickiego [17].
Autorzy zastosowali metode pokry¢ czynnych do wy-
znaczenia granicy obszaréw plastycznych dla rozcia-
ganych elementow z otworem. Probki wykonane ze
stopow PA-7 byty wstepnie odksztatcane dla uzyska-
nia charakterystyki materiatu sprezysto-plastycznego
z niewielkim wzmocnieniem, ich przekrdj ostabiony
zostat otworem kwadratowym. Rozktad odksztatcen
Wyznaczono poprzez przyjecie obrazu izochrom jako
danych wyjsciowych. Poniewaz odksztalcenia w ba-
danym materiale byly takie same jak w przyklejonym
don plastyku, to:

e —&,=mf (16)

gdzie: ¢, ¢, — glowne odksztalcenia, m — rzad
izochromy, f— warto$¢ izochromy.

Z doswiadczen przyjeto: m = 5,63, f= 1,1 - 103,
Rozklad odksztalcen ¢,,¢, & wyznaczono w obszarze
przylegtym do osi najmniejszego przekroju z rbwnan:
(16) ponizszych wyrazen oraz:

LE E
(1+u)(1—2u)(81 +€2)+mgl

where: o, = 0,30pl =101,8 MPa, o, = 339,32 MPa —
yield point, £ = 70,61 GPa, v = 0,3.

(17)

O-lz

NCLL)) (18)
2
1
Ey =e+5mf0032(0 (19)
ce—d 2 20
&y —e—EmeOS @ (20)
Yy =—mf sin2¢p 21

gdzie: ¢ = 22,5° — kat kierunkow gtownych stanu
odksztatcenia.

Wobec powyzszego odksztalcenia przyjmuja naste-
pujace wartosci:

&, =0.0017, &, =-0.0027, y,, =-0.0044
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Having considered the strain values above,
numerical values of the elastic strain energy density
are estimated:

— classical membrane element — U, =0.557 MPa,
— 1R3H transition element — U = 0.605 MPa,

— 2R2H transition element — U =0.576 MPa,

— 4R transition element— U 0.583 MPa.

When nodal geometric parameters are given unit
values, the values of the elastic strain energy density
should follow the following pattern: the least energy
is stored in 4H element. Subsequently, the values of
the energy density should increase with the number
of rotational degrees of freedom applied, i.e., the
stiffer the element is, the more energy it stores. Such a
regularity can be observed in 2R2H and 4R elements.
1R3H element, however, does not show that pattern,
because the energy density expression contains the

+(1+—Vj(8 +& )7/

term "~ 8 Y7o which depending on
the rigid nodal point location, either increases or
decreases this value. A similar behaviour is observed,
when the expression is derived for the mean elastic
strain energy in an element which has three rigid and
one hinge nodes (3R1H), (cf. Fig. 9). The expression
takes on the form:

~ 1 Et
U,=-—"
21-v

If the hinge node is located at node 1 or 3, and if the
hinge node is located at node 2 or 4:

- 1 Et

2 2 (1=v) 2
UO—EI_VZ{ax +t2ve €, +¢, +(Tj7xy

3R1H element (Fig. 9) is not applied to structure
modelling. The stiffness matrix for the element was
built only in order to check the expression for the
mean elastic strain energy in comparison with 1R3H
element, due to asymmetric number of nodes of the
same type and the effect of the number of rotational
degrees of freedom on this expression.

Percentages of numerical values of the elastic strain
energy density in the transition elements discussed
above, in comparison with the classical membrane
element are as follows:

- 1R3H transition element ( rigid nodal point at the

first node ) — 8.62%,

Biorac pod uwage powyzsze wartosci odksztatcen,
oszacowane zostaty wartosci liczbowe gestosci ener-

gii sprezystej:

— klasyczny element tarczowy — U, , =0,557MPa,
— przejéciowy element 1R3H — U = 0,605 MPa,

— przejéciowy element 2R2H — U = 0,576 MPa,

— przejéciowy element 4R — U = 0,583 MPa .

Gdy geometrycznym parametrom we¢zlowym na-
dajemy wartosci jednostkowe, to warto$ci gestosci
energii sprezystej powinny uktada¢ sie¢ w sposob
nastgpujacy: otdz najmniejszg energi¢ gromadzi ele-
ment 4H, nastepnie wartosci gegstosci energii powin-
ny wzrasta¢ wraz z liczba przytozonych obrotowych
stopni swobody, czyli im bardziej ,,sztywny” element
tym wigcej energii gromadzi. Jednak w przebada-
nych elementach tak si¢ nie dzieje, poniewaz wyraze-
nie na gestos¢ energii elementu 1R3H zawiera czton

+(1+—Vj(g +¢& )7/

L8 roY)ew ktory w zaleznosci od umiej-
scowienia sztywnej inkluzji zwigksza lub zmniejsza
te wartos¢. Podobnie rzecz si¢ ma, jesli wyznaczy-
my wyrazenie na Srednig warto$¢ energii sprezystej
elementu, w ktorym wystepuja trzy wezty sztywne
i jeden przegubowy (3R1H) (por. rys. 9). Wyrazenie
to przybiera postac:

[gxz NP (1‘7”] 72 +(0.05-0.033v)7,,2 - (HTVJ(‘% +e,) yxy} (22)

Jezeli wezel przegubowy znajduje si¢ w wezle 1 lub 3 oraz
jezeli wezet przegubowy znajduje si¢ w wezle 2 lub 4,
to otrzymujemy:

+(0.05-0.033v) 7,2 +(1+ij(5 +z,) ny} (23)

Element 3R1H (rys. 9) nie ma zastosowania
w modelowaniu konstrukcji. Macierz sztywnosci tego
elementu zostata zbudowana tylko w celu sprawdze-
nia wyrazenia na $rednig warto$¢ energii sprezystej
w stosunku do elementu 1R3H z uwagi na niesyme-
tryczng liczbe weztow tego samego rodzaju i wptyw
liczby rotacyjnych stopni swobody na to wyrazenie.

Jesli chodzi o procentowy udziat wartosci liczbowych
gestosci energii sprezystej ww. elementow przejscio-
wych w stosunku do klasycznego elementu tarczowego,
to przedstawia si¢ on nastgpujaco:

- przejsciowy element 1R3H (sztywna inkluzja

w wezle pierwszym) — 8,62%,

53



structure

ENERGY CRITERION IN ASSESSING THE CORRECTNESS OF THE STIFFNESS MATRIX FOR NON-STANDARD FINITE ELEMENTS

— 2R2H transition element — 3.41%,
— 4R transition element — 4.67%.

[ Too——4to]

Yy,
5. Conclusions

All expressions obtained for the mean value of the
elastic strain energy in non-standard elements do
not give, in boundary transition, the exact density
of the elastic strain energy of the membrane state. It
happens so because they contain additional terms that
result from the assumption on additional degrees of
freedom. Therefore, 1R3H, 2R2H, 4R are not, as one
could expect, correct elements with respect to energy
when compared with 4H elements. The values of the
elastic strain energy density, however, demonstrate
some kind of regularity. 4H element stores the
least energy. Then, the energy density values grow
with the number of rotational degrees of freedom
applied, which means the “stiffer” the element is,
the more energy is stored in it. Such a pattern is
observed in 2R2H and 4R elements. The regularity
does not hold for 1R3H element because of the term

1
+
—E 8 J(gx +€y)7’xy found in the expression for

energy density. Depending on where the rigid nodal
point is located, the term either increases or decreases
the energy value. Non-standard finite elements can
be used in calculations because they satisfy two
conditions necessary to produce convergent results,
namely the condition of rigid motion and the condition
of constant strain. Additionally, the continuity of
displacements along the boundary is maintained in
4R, i.e. it is an adjusted element.
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- przejsciowy element 2R2H — 3,41%,
- przejsciowy element 4R — 4,67%.

Fig. 9. 3R1H element with rotational degrees
of freedom at the first, second and fourth nodes

Rys. 9. Element 3R1H z rotacyjnymi stopniami swobody
wwezlach 1, 2i 4

5. Podsumowanie
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rotowych stopni swobody, czyli im bardziej ,,sztyw-
ny” element, tym wigcej energii gromadzi. Jednak
w przebadanych elementach tak si¢ nie dzieje, ponie-
waz wyrazenie na gesto$¢ energii elementu 1R3H za-

+(1+—VJ( &, t¢ ) V4

wiera czton ~ | § roYIew ktory w zalezno-
$ci od umiejscowienia sztywnej inkluzji zwigksza lub
zmniegjsza t¢ warto$¢. Jednak moga by¢ stosowane
w obliczeniach, poniewaz spetniajg dwa warunki ko-
nieczne do uzyskiwania zbiezno$ci wynikow, a mia-
nowicie: warunek ruchu sztywnego i warunek statych
odksztatcen. Ponadto w elemencie 4R zachowana jest
cigglos$¢ przemieszczen wzdhuz brzegu, tzn. Ze jest on
elementem dostosowanym.
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