Aleksander SZWED

TRAJEKTORIE KRYTYCZNEGO NAPREZENIA SCINANIA
WEDLUG HIPOTEZY WYTEZENIA COULOMBA-MOHRA

Streszczenie

W artykule przedstawiono sformutowanie zagadnienia wyznaczenia trajektorii krytycznego naprezenia scinania
zgodnego z klasyczng hipotezg Coulomba-Mohra (CM) w odniesieniu do zagadnien plaskich. W zaleznosci od war-
tosci kqta tarcia wewnetrznego otrzymano sformutowanie dla granicznych przypadkow hipotezy Treski oraz Gali-
leusza-Rankine’a. Zagadnienie wyznaczania trajektorii sprowadza sie do catkowania rownan rozniczkowych zwy-
czajnych definiujqcych rodziny trajektorii. Badane kierunki krytycznego scinania zgodne z zastgpczym naprezeniem
Scinania wedtug hipotezy CM sq obrocone wzgledem kierunkow naprezen gtownych jak rowniez kierunkow mak-
symalnego Scinania. Uzyskane trajektorie przydatne sq w jakosciowym oszacowaniu kierunkoéw poczgtkowego sci-

nana albo pekania w materiatach i w projektowaniu elementow konstrukcyji.

WSTEP

W wielu materiatach stosowanych w budownictwie takich jak:
metale, betony, grunty, skaty do szacowania wytezenia moze by¢
stosowana klasyczna hipoteza Coulomba-Mohra (CM). Definicja tej
hipotezy wytrzymato$ciowe] zawiera dwa parametry materiatowe,
przy czym najczesciej stosowanymi sg kohezja i kat tarcia we-
wnetrznego [2]. Pozwala ona na do$¢ szeroki zakres stosowalnosci,
za$ w przepadkach granicznych kata tarcia wewnetrznego hipoteza
CM redukuje sie do kryteriéw Treski (T) albo Galileusza-Rankine'a
(GR), czyli odpowiednio maksymalnego $cinania albo maksymalne-
go naprezenia gtéwnego. Warunek wytezenia moze by¢ traktowany
jako koAcowy stan sprezysty, po przekroczeniu ktoérego nastepuje
uplastycznienie materiatu. Plastyczne ptyniecie (réwniez pekanie)
oparte na stowarzyszonym prawie plyniecia w poczatkowej fazie
uplastycznienia jest w duzej mierze zgodne z trajektoriami charakte-
rystycznych naprezen wg wymienionych hipotez [1, 2, 3].

W pracy rozpatrujemy liniowo sprezyste zagadnienia ptaskie z
materiatdw izotropowych w celu wyznaczenia trajektorii charaktery-
stycznych naprezen zwigzanych z koricowym stanem sprezystym
albo wytezeniem zgodnie z hipotezg CM, T lub GR. W tym celu
formutujemy zagadnienie na kierunki krytycznego naprezenia Scina-
nia dla warunku CM i wyprowadzamy réwnania rézniczkowe na
poszukiwane trajektorie. Dalej rozpatrujemy jednorodne tarcze (w
szczegolnosci belki) w celu ilustracji zagadnienia wyznaczania
trajektorii naprezenia krytycznego wg zatozonych hipotez. Znalezie-
nie charakterystycznych naprezen jest zadaniem algebraicznym,
natomiast znalezienie kierunkdw w obszarze zadania sprowadza si¢
w wigkszosci przypadkéw do numerycznego catkowania nielinio-
wych réwnan rozniczkowych z zadanymi warunkami poczatkowymi.
Nalezy podkresli¢, ze zagadnienie jest dos¢ ztozone ze wzgledu na
réznego rodzaju osobliwosci i trudno go zalgorytmizowaé [4]. Z
reguly programy numeryczne bazujgce na metodzie elementow
skonczonych zawierajg tylko mozliwo$é znajdowania wartosci wia-
snych stanu naprezenia, za$ kierunki wlasne sg znajdowane alge-
braicznie tylko w punktach catkowania. Nie otrzymuje sie wobec
tego trajektorii naprezen charakterystycznych. Stosujac program
Mathematica [5] do obliczen symbolicznych i numerycznych wyzna-
czamy trajektorie pél naprezenia krytycznego $cinania w wybranych
przyktadach belek i tarcz w ptaskim stanie naprezenia badz od-
ksztatcenia.

1.  ROWNANIA ROZNICZKOWE TRAJEKTORII

1.1.  Kryterium wytezenia w zagadnieniach ptaskich

Hipoteze CM modelujacg stan graniczny w o$rodkach sypkich
kalibruje sie dwoma parametrami materiatowymi [2]. W tym celu
przeprowadza sie dwa eksperymenty przy réznych stanach napre-
Zenia, a nastepnie dla kazdego nich okresla sie maksymalne napre-
Zenie Scinajace i zwigzane z nim naprezenie normalne wykorzystu-
jac konstrukcje két Mohra, Rys.1. Wykreslajac styczng do uzyska-
nych najwiekszych két Mohra otrzymujemy prostg, ktdra moze by¢
zapisana za pomocg dwéch parametrow ¢ >0 i 0<D <7 /2:

r=Cc-otgd, (1)
gdzie parametr ¢ nazywamy jest kohezjg (spojnoscig), zas @
katem tarcia wewnetrznego.
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Rys. 1. Kryterium Coulomba-Mohra w pfaszczyznie krytycznego
Scinania oraz najwigksze z kot Mohra

Stosujac maksymalne naprezenie Scinajace z,, (promien naj-
wigkszego kota Mohra) i zwigzane z nim naprezenie normalne o,

(rodek kota Mohra) mamy zalezno$ci:
r=7,08®, o=0,+7,SINd, (2)
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za$ hipoteze (1) zapisujemy obecnie nastepujaco:
Ty +o,sind=ccosd. (3)

Wykorzystujac ekstremalne, uporzadkowane naprezenia gtowne
o, 20, 20, ,zaleznos¢ (3) mozemy przedstawi¢ w postaci:

o, —o, +(o, +0,, )sin®=2ccosd . 4)
W przypadku gdy @ =0, z (4) uzyskamy hipoteze Treski (maksy-
malnego $cinania), gdzie c=Kk jest granica plastycznosci przy
czystym $cinaniu. Gdy przyjmiemy ®=7/2, to z (4) otrzymamy
kryterium Galileusza-Rankine’a, czyli maksymalnego naprezenia
gtéwnego.

Gdy rozpatruje sie nieuporzadkowane naprezenia gtéwne
(o0,,0,,0;), o kryterium CM sktada si¢ z szesciu rownan definiu-
jacych platy ptaszczyzn sktadajgcych sie na te powierzchnie pla-
stycznoSci w przestrzeni naprezen gtownych [2]. W przypadku
redukcji (4) do ptaskiego stanu naprezenia (przyjmujac np.
o, =0), uzyskujemy zaleznosci:

f =0, (1+sin®)-2ccos®=0 da o, >0,,

f, =0,—0,+(0,+0,)sin®—-2ccos®=0,0, >0,
fy =—0,(1-sin®)-2ccos®=0, o, >0,
fy =—o,(1-sin®)-2ccos®=0, o,>0,,

f, =0,—-0,+(0,+0,)sin®—-2ccos®=0,0, 20y,

f, =0, (1+sin®)-2ccos®=0, o,20;.
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Rys. 2. Hipoteza Coulomba-Mohra dla: a) pfaskiego stanu napreze-
nia (PSN), b) pfaskiego stanu odksztatcenia (PSO).

Stosujac uporzadkowane naprezenia gtowne wystarczy rozpatrywac
trzy pierwsze réwnania z (5). Zauwazmy, ze z réwnan ptatow f, ,
f, i f,, f, wynikajg odpowiednio wzory na wytrzymatoSci lub
granice plastycznosci w testach jednoosiowego rozciagania i $ci-
skania, tj.

_ 2ccos®

o _2ccosd
T l+sind’

S 1-sin®

(6)
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gdzie kat « spetnia ograniczenie 0<a <z /4, por. Rys.2a. Dla
a =0 uzyskujemy kryterium GR, natomiast dla «=7z/4 otrzy-
mujemy warunek T.
W przypadku redukcji (4) do ptaskiego stanu odksztatcenia
(plastycznego ptyniecia), uzyskujemy dwie istotnie rézne zalezno$ci:
fy =0,—0,+(0,+0,)sin®—-2ccos®=0,0, >0,,

7
f, =0,—0,+(0,+0,)sin®@-2ccos®=0,0, >0, Y

Stosujac uporzadkowane naprezenia gtéwne wystarczy rozpatrywac
pierwsze réwnanie w (7). Zauwazmy, ze punkt przeciecia ptatow
f, i f, okresla polozenie wierzchotka, tj. o, =cctgd oraz
zachodzi zwigzek tgf =sin® , gdzie kat S spetia ograniczenie
0< g <xl4 izachodz rowniez o+ S =714, por. Rys.2b. Dla
B =nl4 uzyskamy kryterium GR, natomiast dla B =0 mamy
warunek T.

1.2. Réwnania rézniczkowe trajektorii krytycznego $cinania
W punkcie stycznosci kota Mohra i prostej warunku CM (Rys.1)
0 wspdtrzednych (a;r), stan naprezenia wyrazony jest reprezen-

tacja:
o T | Owm Ow 8
r o-20,5N0| |0, o, | ®)

Reprezentacja (8) ma zastosowanie do dowolnego ptata (5) i (7) z
odpowiednig interpretacjq dwdch naprezen gtéwnych. Korzystajac z
(1) i (2) oraz na podstawie reprezentacji (8) stanu naprezenia przy
eliminacji ¢ i o, uzyskamy zwigzek:

Om —Ow = 2Unttgq) ) (9)
ktory zachodzi przy spetnieniu warunku wytezenia CM dla dowolnej
wartosci kohezji. Réwnanie (9) zastosujemy do wyznaczenia réw-
nania trajektorii krytycznego naprezenia Scinania 7 okre$lonego
warunkiem (1). W tym celu podstawiamy do (9) wzory transforma-
cyjne o postaci:

O, = COS°y oy, +2C0sy siny o, +sin‘y o,
o, =(cos’y —sin’y ) o, —cosysiny (o, -0, ), (10)
o, =sin*y o, —2cosy siny o, +Cos’y o,

a po przeksztatceniach otrzymujemy nastepujgce réwnanie na
charakterystyczne kierunki $cinania:

(1— tgzl//)<0'XX -0, - 20thgCD)

-1-2[(0)(X —ny)thD-i-ZO'Xy]tgl// =0.

Do badania przypadkéw szczegdinych wygodnie jest rozpatry-
wac (11) w innej postaci:

(1—tgzt//)[(0'XX - GW)COSCD —20,,sin CD]
+ 2[(0-xx ~0,,)sin®+20, coscb]tgl// =0.
W przypadku gdy @ =0, z (12) uzyskamy réwnanie:
(1—tgzl//)(0'xx—0'yy)+4axytg(//:0 (13)

odpowiednie dla hipotezy Treski. Natomiast gdy ®=7/2, to z
(12) otrzymamy réwnanie:

(0 -0y, )tay —(1-tg’w)o,, =0 (14)

dla kryterium maksymalnego naprezenia gtéwnego GR.
Definiujac szukang funkcje trajektorii w postaci (Rys.3):

(11)

(12)



d
y(x), mamy tgy :d—y

X Ll
czyli otrzymujemy réwnanie rézniczkowe krytycznego Scinania dla
warunku CM (11):

2
(0'Xx -0y = 20'“9@){[%) —l:l
d
— 2[(0')0( -0, )thD +20,, J(d—i) =0.
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Rys. 3. Trajektorie i zaleznosci rézniczkowe we wspdfrzednych
kartezjaniskich i biegunowych

W przypadkach szczegdlnych (13) i (14) uzyskujemy odpo-
wiednio réwnania rozniczkowe:

dy Y dy)_
(O'XX -0, )H&J —1}—40‘Xy (&j =0 (17)

dla kryterium Treski oraz:

(0 —aw)(%)+aw {[%}2 —1} =0 (18)

dla warunku GR. Réwnanie rozniczkowe (18) odpowiada réwnaniu
trajektorii naprezen gtéwnych [4].

Postepujac analogiczne réwnanie na trajektorie (11) mozna
takze sformutowaé we wspdtrzednych biegunowych:

(1— tgzl//)(O'" —0y— 20'r¢tgd))

+2[(O‘rr —O'W)tgq)+20'r¢thu/ =0.

Stosujac wspdtrzedne biegunowe (r,¢) poszukujemy trajektorii w
postaci funkcji (Rys.3),

dr dr

r(g), to ctgy=—=——-

(¢) 9 ds rd¢

skad otrzymujemy réwnanie rézniczkowe do wyznaczania trajektorii
naprezen krytycznego $cinania:

Oy~ 20',”9@){[%} —1]

+ 2|:(0'rr - O'M)tgd) + 20}&(:1—;] =0.

W przypadkach szczegoinych analogicznych do (17) i (18) uzysku-
jemy réwnanie rézniczkowe trajektorii maksymalnego $cinania:

dr Y’ d
(o -%)Héj —1} +40,, [@j =0 (22)

dla kryterium T oraz réwnanie rézniczkowe trajektorii maksymaine-
go naprezenia gtéwnego:

dr Y d
o H@j —1}(@, _%)[F;j -0, (23)

tj. dla warunku GR.

(19)

, (20)

(O-rr -

(21)

Rozwiazujgc wyprowadzone réwnania kwadratowe (16)-(18)
lub (21)-(23) wzgledem pochodnych otrzymujemy odpowiednie
formy réwnan do catkowania numerycznego. Poszukiwanie trajekto-
rii sprowadza sie wiec do rozwigzywania nieliniowych réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych z warunkami poczatkowymi dla kazdej
krzywej z rodziny. Stosujac program Mathematica wykonano obli-
czenia oraz wyniki przedstawiono graficznie. Zauwazmy, ze np. dla
przypadku réwnania (16) mamy linie lub punkty osobliwo$ci zwigza-
ne z zerowaniem sie wspdtczynnika stojacego przy kwadracie po-
chodnej, . o, —o, —20, tgd . Przy ustaleniu warunkow po-

czatkowych pomocne jest znalezienie wykresu takich linii. Nalezy
zaznaczyc¢, ze ze wzgledu na osobliwosci wystepujace w réwnaniu
(16) poszukiwano takze rozwigzarn rdwnania analogicznego do (16)

na funkcje o postaci x(y).

2. PRZYKLADY WYZNACZANIA TRAJEKTORII

W punkcie tym podamy kilka prostych przyktadéw wyznaczenia
trajektorii krytycznego $cinania w izotropowych belkach w ptaskim
stanie naprezenia oraz tarczy ptaskim stanie odksztatcenia. Roz-
wigzania zadan w naprezeniach sg uzyskane w Kkartezjanskim
uktadzie wspdtrzednych i nastepnie znajduje si¢ trajektorie.

1T A
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Rys. 4. Trajektorie w belce swobodnie podpartej na koricach i ob-
cigzonej rownomiernie, kolejno dla @ =0°; 30°; 60°; 90°

Jako pierwszg rozpatrzono jednorodng belke swobodnie pod-
partg na koncach i obcigzong réwnomiernie na catej dlugosci. Na
Rys.4 przedstawiono trajektorie krytycznego $cinania (dla potowy
belki) zgodnie z przewidywaniem kryterium CM dla czterech warto-

Sci kata tarcia wewnetrznego 0°;30°;60°;90°. Analogiczne
wyniki pokazano réwniez dla belki obustronnie utwierdzonej i obcia-
zonej réwnomiernie na catej dtugosci, Rys.5. W przypadku @ = 0°
trajektorie krytycznego $cinania pokrywajq sie z trajektoriami mak-
symalnego $cinania, natomiast dla @ =90° trajektorie krytycznego

4

120016 Y4 253



$cinania pokrywajq sie z trajektoriami naprezen gtéwnych. Ponadto
pokazano wyniki dla dwéch przypadkéw posrednich w celu zaob-
serwowania modyfikacji w uktadzie trajektorii. W belkach betono-
wych lub stabo zbrojonych w strefach z dominujacym rozciagganiem
rozwoj spekania nasladuje przebieg trajektorii naprezenia gtéwnego,
natomiast gdy dominuje stan Sciskania kierunek pekania zbliza sie
do trajektorii krytycznego $cinania [1, 3].

:

1
Rys. 5. Trajektorie w belce utwierdzonej obustronnie i obcigZzonej
réwnomiernie, kolejno dla @ =0°; 30°; 60°; 90°

Rys. 6. Trajektorie w péfplaszczyz’nie obcigzonej réwnomiernie i
prostopadle na cze$ci brzegu, kolejno dla @ =0°; 30°; 60°; 90°
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Uogodlnione zadanie Flamanta jest kolejnym przyktadem, ktory
dotyczy zadania ptaskiego stanu odksztatcenia. Na Rys.6 pokazano
wykresy krytycznego Scinania wg hipotezy CM, przy czym na nie-
ktérych rysunkach zamieszczono wykresy linii osobliwosci. Zadanie
to ma duze znaczenie w mechanice gruntdw do modelowania od-
dziatywania budowli na podtoze gruntowe. W przypadku dtugich
fundament6w rozwigzanie w postaci trajektorii krytycznego $cinania
jest pomocne w przewidywaniu schematéw zniszczenia i w efekcie
przewidywania nosnosci granicznej podtoza [2, 3].

PODSUMOWANIE

W pracy podano trajektorie dla prostych przyktadéw izotropo-
wych belek i tarczy, ktore jedynie ilustrujg omawiane zagadnienie
znalezienia trajektorii krytycznych naprezen $cinania wedtug hipote-
zy CM. Zwrocmy szczegolng uwage na jakoSciowe rdznice w
otrzymanych rozwigzaniach w funkcji kata tarcia wewnetrznego
materiatu. W ogdlnosci zagadnienie jest znaczne bardziej ztozone,
gdyz w praktyce inzynierskiej stosuje sie belki i tarcze niejednorod-
ne i ortotropowe, np. zelbetowe [1, 3]. Znalezienie trajektorii napre-
zen gtownych, naprezen maksymalnego $cinania lub krytycznego
$cinania w plaskich zadaniach jest pomocne do prawidiowego
wymiarowania zbrojenia [1, 3]. Na przyktad wprowadzenie zbrojenia
w tarczach modyfikuje rozktady naprezen oraz ich trajektorie [4].
Nalezy podkresli¢, ze obecnie zagadnienie to nie jest ujete w pro-
gramach metody elementéw skoriczonych, ktére problem powyzszy
kompleksowo rozwigzujg. Jezeli znane jest rozwigzanie analityczne
zadania to droga postepowania przy wyznaczaniu trajektorii jest
tatwiejsza, ale ze wzgledu na osobliwosci rozwigzan i nieliniowo$¢
zagadnienia kazde zadanie nalezy bada¢ indywidualnie.
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