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WP YW K TA PRZESUNI CIA FAZOWEGO ORAZ 
STOSUNKU AMPLITUD SK ADOWYCH OBCI ENIA 

ZM CZENIOWEGO NA CECHY CIE EK OBCI ENIA 
W PRZESTRZENI DEWIATOROWEJ 

Streszczenie: Przy formu owaniu modeli s u cych do szacowania trwa o ci 

zm czeniowej lub granicy zm czenia dla materia ów poddanych obci eniom 

wieloosiowym bardzo istotne jest wyznaczanie zakresów, amplitud, warto ci 

rednich itp. wielko ci fizycznych zwi zanych z obci eniem. Jedn  z tych wiel-

ko ci jest drugi niezmiennik dewiatora stanu napr enia. Praca dotyczy analizy 

wp ywu k ta przesuni cia fazowego oraz stosunku amplitud okresowo zmiennych 

sk adowych z o onego obci enia zm czeniowego na cechy cie ek obci enia  

w przestrzeni dewiatorowej, na podstawie których wyznacza si  zakres zmienno-

ci drugiego niezmiennika dewiatora. 

S owa kluczowe: zm czenie wieloosiowe, trwa o  zm czeniowa, obci enia  

nieproporcjonalne  

1. WST P 

Powszechnie stosowane modele szacowania trwa o ci wytrzyma o ci zm -

czeniowej oraz granicy zm czenia dla obci e  z o onych oparte s  najcz ciej 

na amplitudach, zakresach lub warto ciach rednich pewnych wielko ci fizycz-

nych zwi zanych ze stanem napr enia [2, 3]. S  to np. napr enie styczne i nor-

malne dzia aj ce na p aszczy nie materia u, niezmienniki stanu napr enia, na-

pr enie hydrostatyczne itp. Ich wyznaczanie polega najcz ciej na analizie ho-

dografów kre lonych przez wektory wyra aj ce te wielko ci w trakcie cyklu ob-

ci enia zm czeniowego.  

Przeanalizowano wp yw k ta przesuni cia fazowego oraz stosunku amplitud 

sk adowych z o onego stanu napr enia, wynikaj cego z rozci gania- ciskania ze 

skr caniem próbek cylindrycznych na cechy cie ek obci enia w przestrzeni 

dewiatorowej. 

2. PRZESTRZE  DEWIATOROWA 

Tensor stanu napr enia: 

 

 (1)
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mo na roz o y  na aksjator: 

 

 (2)

 

odpowiadaj cy za rozci ganie ( ciskanie) rednim napr eniem normalnym 

(napr eniem hydrostatycznym) 0 w ka dym kierunku i dewiator: 

 

 (3)

 

odpowiadaj cy za odkszta cenia postaciowe materia u [1]. 

Wielko ci  szczególnie istotn  ze wzgl du na hipotezy wyt eniowe oraz 

kryteria zm czeniowe jest drugi niezmiennik dewiatora J2. Przyk adowo, napr -

enie ekwiwalentne wed ug powszechnie stosowanej hipotezy Hubera-Misesa- 

-Hencky’ego opisuje wzór: 

 
 (4)

 

Pierwiastek z drugiego niezmiennika dewiatora, , obliczy  mo na na-

st puj co: 

 

 (5) 

gdzie: oznacza iloczyn Frobeniusa: 

 

 (6) 

Dewiator cz sto wygodnie jest analizowa  jako wektor 
D

w w pi ciowy-

miarowej przestrzeni Iljuszyna, w której jego d ugo  odpowiada intensywno ci 

tensora  [5]: 

 

 (7)

 

Stosuj c transformacj  zaproponowan  przez Papadopoulosa [4], dewiator 

mo na przedstawi  w przestrzeni Iljuszyna jako wektor s, którego sk adowe 

wyznacza si  ze wzorów. 

  (8) 
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Po transformacji zapisa  mo na: 

  (9) 

Dzi ki temu, warto   zinterpretowa  mo na jako modu  wektora s 

w pi ciowymiarowej przestrzeni euklidesowej. 

3. CIE KI OBCI ENIA 

W przypadku, gdy stan napr enia ma dwie sk adowe (np. rozci ganie- 

- ciskanie ze skr caniem) sk adowe s2, s4 i s5 przyjmuj  warto  równ  zeru  

i wektor s ma dwie niezerowe wspó rz dne. Przyjmuj  one nast puj ce warto ci: 

 

 (10) 

Wektor s ma dwie wspó rz dne, dlatego zmiany jego modu u i po o enia 

w czasie cyklu obci enia zm czeniowego przedstawi  mo na graficznie na 

p aszczy nie jako tzw. cie k  obci enia. Na rysunku 1 przedstawiono przy-

k adow  cie k  obci enia w uk adzie osi s1 i s3 dla z o onego, synchroniczne-

go obci enia zm czeniowego o przebiegu sinusoidalnym z przesuni ciem fa-

zowym sk adowych. 

 

Rys. 1. Przyk adowa cie ka obci enia dla z o onego, synchronicznego obci enia 

zm czeniowego o przebiegu sinusoidalnym z przesuni ciem fazowym sk adowych 

Fig. 1. Sample load path for complex sine out-of-phase fatigue load 

W przypadku rozci ga- ciskania ze skr caniem o wahad owym przebiegu 

sinusoidalnym próbek cylindrycznych, sk adowe s1 i s3 wyra one mog  zosta  

w nast puj cy sposób: 

 

 (11) 

gdzie: 

 a – amplituda rozci gania- ciskania, 

 a – amplituda skr cania, 

  – k t przesuni cia fazowego. 
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4. CIE KI OBCI ENIA W PRZESTRZENI DEWIATOROWEJ 
W PRZYPADKU ROZCI GANIA- CISKANIA ZE SKR CANIEM 

Na rysunku 2 przedstawiono cie ki obci enia w przestrzeni dewiatoro-

wej dla rozci gania- ciskania ze skr caniem o przebiegach sinusoidalnych dla 

ró nych warto ci k ta przesuni cia fazowego . Amplitudy si y osiowej a  

i momentu skr caj cego a zosta y tak dobrane, aby uzyska  dla ka dej cie ki 

t  sam  warto  amplitudy pierwiastka kwadratowego z drugiego niezmiennika 

dewiatora  (czyli tak e sta  warto  napr enia ekwiwalentnego wg hipote-

zy Hubera-Misesa-Hencky’ego). 

 

Rys. 2. cie ki obci enia dla rozci gania- ciskania ze skr caniem o przebiegach sinusoidalnych 

dla ró nych warto ci k ta przesuni cia fazowego   

i sta ej amplitudy drugiego niezmiennika dewiatora 

Fig. 2. Load paths for sine tension-compression with torsion for various values of phase shift 

angle  and constant amplitude of second stress invariant 

Podobnie wykre lono cie ki obci enia dla sta ej warto ci k ta przesu-

ni cia fazowego  i ró nych warto ci stosunku amplitud si y osiowej oraz mo-

mentu skr caj cego , przy zachowaniu sta ej warto ci amplitudy  (rys. 3). 

Na rysunku 4 przedstawiono cie ki dla obci e  daj cych t  sam  war-

to  amplitudy  dla dwóch ró nych kombinacji stosunku amplitud sk ado-

wych  i k tów przesuni cia fazowego , na tle cie ki kre lonej dla obci enia 

o warto ci  =   i  = 90°, czyli najbardziej nieproporcjonalnej wg hipote-

zy Hubera-Misesa-Hencky’ego. 
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Rys. 3. cie ki obci enia dla sta ej warto ci k ta przesuni cia fazowego  i ró nych warto ci  

Fig. 3. Load paths for constatnt value of phase shif angle  and various values of  

 

Rys. 4. cie ki obci enia dla dwóch ró nych kombinacji stosunku amplitud sk adowych   

i k tów przesuni cia fazowego ,  

na tle cie ki kre lonej dla obci enia o warto ci  =   i  = 90° 

Fig. 4. Load paths for two different combinations of components amplitudes ratio ratio   

and phase shift angles , against the path for load with  =   i  = 90° 

5. ANALIZA WYNIKÓW I WNIOSKI 

W przypadku rozci gania- ciskania ze skr caniem, o sinusoidalnych prze-

biegach sk adowych przesuni tych w fazie, cie ka obci enia w przestrzeni 

dewiatorowej jest zawsze elips . Zmiana k ta przesuni cia fazowego  wp ywa 

na obrót pó osi elipsy wzgl dem uk adu wspó rz dnych oraz na wielko  pola 

powierzchni (d ugo  pó osi) przez ni  zakre lonego. 

Zmiana warto ci stosunku amplitud sk adowych obci enia  w przedziale 

od 0 do  powoduje wzrost d ugo ci pó osi elipsy w kierunku osi s3, przez co 

zwi ksza si  równie  jej pole powierzchni. Powy ej warto ci  = obni a 
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si  d ugo  pó osi w kierunku osi s1, co powoduje, e maleje pole powierzchni 

elipsy. 

cie ka obci enia o najwi kszym polu powierzchni oraz stosunku d ugo-

ci pó osi wynosz cym 1 wyst puje dla przypadku obci enia o stosunku am-

plitud  =  i k cie przesuni cia fazowego  = 90° i jest okr giem. Wszyst-

kie cie ki powsta e dla dowolnej kombinacji  i , daj cej t  sam  warto  am-

plitudy drugiego niezmiennika dewiatora  s  wpisane w ten okr g i maj  

mniejsze od niego pola powierzchni. 
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INFLUENCE OF PHASE SHIFT ANGLE AND STRESS 
COMPONENTS RATIO OF COMPLEX FATIGUE LOAD ON 
LOAD PATHS FEATURES IN DEVIATORIC STRESS SPACE 

Summary: During the formulation of models for estimation fatigue life, strength 

and limit of materials subjected to multiaxial loads, determination of ranges, am-

plitudes, mean values etc. of quantities related to load is of very high importance. 

One of these quantities is second invariant of deviatoric stress. Hereby work con-

cerns analysis of influence of phase shift angle and periodic components of fatigue 

load ratio on features of load paths in deviatoric stress space, on basis of which, 

range of second invariant of deviatoric stress is being determined. 
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