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Aproksymacja funkcji cigglych wielomianami absorbowala najwybitniej-
szych matematykéw przelomu XIX i XX wieku. Poczatek historii tej dyscy-
pliny kojarzony jest z dzielem Pafnutija Lwowicza Czebyszewa (1821-1894),
ktéry juz w roku 1853 udowodnit

TWIERDZENIE 1. Niech T, (z) = cosnarccosz dla z € [—1,1]. Wtedy dla
wszystkich wielomiandow postaci

*) p(z) =z"+an 12" 1+ ...+ ao
mamy gar | Talli-1,1) < Ipll-1,0)-

Funkcja =1 T () jest wielomianem postaci (*), wigc Twierdzenie 1 roz-
wigzuje problem aproksymacji jednostajnej funkeji f(z) = =™ wielomianami
stopnia n — 1. Wielomiany T, (z) = cosnarccos £ nosza dzisiaj nazwe wie-
lomiandw Czebyszewa, a norme ||h||q,5 = max{|h(z)| : = € [a,b]} nazywa
si¢ normg Czebyszewa.

Mozliwo$é aproksymacji jednostajnej dowolnej funkcji cigglej wielomia-
nami wykazal w 1885 roku Karl Weierstrass (1815-1897). Jego klasyczny
wynik glosi, ze

TWIERDZENIE 2. Kazdg funkcje ciggle f na przedziale [a,b] C R mozna
jednostajnie aproksymowaé na [a,b] wielomianami algebraicznymi, co ozna-
cza, ze do kazdej funkcji f i do kazdej liczby € > 0 mozna dobraé wielomian
p(z) = apz™ + ... + a1x + ag taki, Ze

If ~ Pllja,p) <€

Twierdzenie Weierstrassa peini wazna role w matematyce. Nic tez dziw-
nego, ze jego kolejnych dowodéw dostarczyly takie znamienitosci, jak Pi-
card (1891), Volterra (1897) Lerch (1903), Runge (1885a, 1885b), Lebesgue
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(1898), Mittag-Leffler (1900). Dosé¢ zaskakujacy dowdd twierdzenia Weier-
strassa, bo wykorzystujacy nieréwno$é Bienaymé-Czebyszewa z teorii praw-
dopodobienstwa:

var (w(z))

Prob (Juw(z) — z| 2 4) < 2

n
gdzie w(z) = % > vi, a v; sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, ktére przyj-
i=
muja warto$¢ 1 z prawdopodobienstwem z i warto§¢ 0 z prawdopodobien-
stwem 1 — z, pochodzi od Bernsteina (1912). Jego metoda pozwolila do-
datkowo wskazaé wielomiany aproksymujace zadang funkcje f i oszacowad
szybkos¢ aproksymacji:

TWIERDZENIE 3. Jesli f jest funkcjg cigglq na przedziale [0,1], to

i n k k n—k 3 1
— — — < — —),
LORDY (3) st =241 < Gusl )
gdzie wg(8) jest modulem cigglosci funkcji f.

Podobny rezultat mozna uzyskaé stosujac twierdzenie Korowkina (1959),
wedlug ktérego ciag operatoréw L, liniowych, ciagglych i dodatnich w prze-
strzeni Banacha Cg([a, b]) jest zbiezny do identycznosci wtedy (i tylko wte-
dy), gdy jest zbiezny do identycznosci na trzech funkcjach: f(z) =1, f(z) =
zi f(z) = 2.

Twierdzenie 2 mozna, tez sformulowad tak: skoriczone kombinacje liniowe
funkcji z ciggu {1,z,22,...} sq geste w przestrzeni Banacha C([a, b)) funkcji
cigglych na przedziale [a,b] z normg Czebyszewa. Jednym z piekniejszych
uogdlnien tego twierdzenia jest rezultat Miintza z 1914 roku:

TWIERDZENIE 4. Jesli 0 < A} < Ay < ... jest rosngcym do nieskon-
czonodci ciggiem liczb rzeczywistych dodatnich, to skoriczone kombinacje li-
niowe funkcji z ciggu {1,2*1,2*2,...} sq geste w Cr([0,1]) wtedy i tylko

oC

wtedy, gdy 21 /\-11: = 00.
n—

Jest jasne, ze twierdzenie Weierstrassa jest szczegélnym przypadkiem
twierdzenia Miintza (z wykladnikami A\, = n dla n = 1,2...). Tak wiec
twierdzenie Miintza kojarzy dwa na pozér odlegle od siebie fakty: zagwa-
rantowang przez twierdzenie Weierstrassa jednostajng aproksymacje wielo-

oQ
mianami funkcji ciggtych i rozbieznoéé szeregu harmonicznego ). %
n=1

Twierdzenie Weierstrassa ma tez sw6j odpowiednik wielowymiarowy.
Jest nim nastepujace twierdzenie, wynikajace z twierdzenia Stone’a (1948):

TWIERDZENIE 5 (Stone’a-Weierstrassa). Kazdg funkcje ciggle na pod-
zbiorze zwartym K przestrzeni R* mozZna aproksymowaé jednostajnie na
K wielomianami (algebraicznymi).
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Podobny do rozwiazanego przez twierdzenie Weierstrassa problem apro-
ksymacji wielomianowej funkeji ciaglych w dziedzinie zespolonej jest znacz-
nie trudniejszy. Wynika to z pewnej ,sztywnosci” funkeji analitycznych:

1° jesli funkcja f jest granica jednostajnie zbieznego ciaggu wielomianéw
na zbiorze zwartym K C C, to f musi by¢ analityczna we wnetrzu zbioru
K;

2° jedli nawet zbiér zwarty K C C ma puste wnetrze, ale zbiér C \ K
nie jest spdjny, to nie kazda funkcje ciggla na K da si¢ na tym zbiorze
jednostajnie aproksymowaé wielomianami (przyklad: K = {z € C: |z| =1}
i £(2) = 1).

Trudny problem aproksymacji w dziedzinie zespolonej rozwiazal osta-
tecznie w roku 1951 Mergelian:

TWIERDZENIE 6. Niech K bedzie podzbiorem zwartym plaszczyzny C.
Kazdg funkcje cigglq na K, analityczng we wnetrzu zbioru K, mozna przy-
blizaé jednostajnie na K wielomianami wtedy i tylko wtedy, gdy C\ K jest
zbiorem spéjnym (moéwimy wtedy, ze zbidor K ,,nie rozcina” plaszczyzny C).

Powr6émy do aproksymacji wielomianowej na przedziale [a, b] C R. Niech
dalej P, oznacza przestrzen wielomianéw algebraicznych stopnia < n. Dla
f € C([a, b]), niech

En(f) = dist (f7 Pn) = lnf{”f - p”[a,b] - p € Pn}
Mozemy teraz jeszcze inaczej wypowiedzieé twierdzenie Weierstrassa:
Jesli f € C([a,b]), to Jim E.(f)=0.

Stwierdzenie to nie dostarcza jednak zadnej informacji o szybkoéci, z jaka
ciag {dist (f, P,)} zmierza do zera. Okazuje si¢, ze zbieznoé¢ ta jest tym
lepsza, im bardziej regularna jest funkcja f. Wykazal to Dunham Jackson
(1888-1946) w swojej stynnej dysertacji (1911), napisanej w Getyndze pod
kierunkiem Landaua. Warto w tym miejscu dodaé, ze znacznie pézniej, bo
w 1938 roku S.N. Bernstein pokazal, ze kazda szybkos$¢ zbieznosci do zera
slabo malejacego ciagu {E,(f)} jest zrealizowana w klasie funkcji ciggtych
na przedziale [a, b]. Jest to treScig jego znanego twierdzenia ,0 letargu”:

TWIERDZENIE 7. Dla kazdego stabo malejgcego i zbieznego do zera ciggu
{en} liczb nieujemnych istnieje funkcja f € C([a,b]) taka, Ze E (f) = €,
dlan=1,2,....

Wyniki Jacksona daly poczatek dzialowi teorii aproksymacji zwanemu
konstruktywng teorig funkcji. Teorie te tworzylo wielu wybitnych matematy-
kéw. Sposréd najwiekszych nalezy — obok Jacksona — wymienié Bernsteina,
de la Vallée Poussina i Lebesgue’a. Szczegdlne zastugi dla rozwoju konstruk-
tywnej teorii funkcji ma ten pierwszy, Siergiej Natanowicz Bernstein (1880-
1968). Jemu to zawdzieczamy przepiekne charakteryzacje funkeji klasy C*
i funkcji analitycznych przy pomocy aproksymacji wielomianowej. Oto one:
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TWIERDZENIE A Bernsteina (1911). Funkcja f okreslona na przedziale
[a,b] C R jest klasy C*° wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k > 0

lim n*E,(f) =0.
n—oo

TWIERDZENIE B Bernsteina (1911). Funkcja f okreslona nae przedziale
[a,b] jest analityczna (w otoczeniu tego przedziatu) wtedy i tylko wtedy, gdy

limsup V/E,(f) < 1.

n—oo

W dowodach obu powyzszych twierdzen wazng rolg pelnia dwie klasyczne
nieré6wnoéci wielomianowe, ktére majg swoje odrebne historie. W przypadku
Twierdzenia A jest to slynna

NIEROWNOSE MARKOWA (1889). Dla dowolnego n € N i dla dowolnego
wielomianu P € P, mamy

|P'(z)| € n®||Pllj=1,yy dlaz € [-1,1].

Nieréwnodé ta jest optymalna, dla wielomiandw Czebyszewa T,, mamy bo-
wiem |T},(£1)| = n? oraz | T, |l(-1,) = 1.

Dla wielomianéw stopnia drugiego nier6wnos$¢ taka wykazal wczedniej
Dmitrij Iwanowicz Mendelejew (1834-1907), ktéry jej potrzebowat do badan
nad ciezarem wlasciwym roztworu w zaleznosci od stezenia substancji roz-
puszczanej. Mendelejew zainteresowal w roku 1887 swoim oszacowaniem po-
chodnej wielomianu kwadratowego Andrieja Andriejewicza Markowa (1856—
1922), ktéry uznal problem za niezwykle ciekawy i po dwéch latach podat
jego ogdlne rozwigzanie. Pigkno nieréwnosci Markowa lezy w jej zaskakujaco
prostej formie oraz w jej przydatnosci w rozwiazywaniu innych probleméw,
nie tylko czysto matematycznych. Z praktycznych zastosowan tej nieréw-
noéci, oprécz wsporunianych juz do$wiadczen Mendelejewa, warto wymie-
nié nastepujace zagadnienia: minimalizacja czasu odpowiedzi wzmacniacza,
zdolnosé rozdzielcza przyrzqdu optycznego, Srednica plamki Swiatla rozpro-
szonego przyrzgdu optycznego.

Wiecej na ten temat mozna znalezé w monografii Arsaca (1961) i w pracy
Boasa (1969).

Stosujac k-krotnie nieréwnos¢ Markowa latwo dostajemy oszacowanie
dla wyzszych pochodnych wielomianu P € Py:

PO <= 17 o =+ Dl

ktére jednak nie jest optymalne. Dokladne oszacowanie zawdzigczamy bratu
A.A. Markowa, W.A. Markowowi (1892):

PO N1,z S T - 1P,y =
_ = P) (= (k= 1)),
= 1-3---(2k-1) e
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Dowdd tej nieréwnoéci jest jednak znacznie trudniejszy (zob. np. Borwein-
Erdélyi (1995)).

W dowodzie Twierdzenia B wykorzystuje si¢ inna stynna nieréwnosc.
Jest nig

NIEROWNOSG BERNSTEINA (1911). Dla dowolnego wielomianu P € P,
i dla dowolnego R > 1,

|P(2)] < R*||Pll(-1,1 2 € &R,

gdzie Eg jest elipsg o ogniskach w punktach 1 i —1 i o pélosiach %(R - %),
TR+ %)

Zauwazmy, ze kazdy punkt z plaszczyzny C nalezy do pewnej elipsy g,
przy dostatecznie duzym R > 1 (zaleznym od z). Zatem nier6wnos¢ Bernste-
ina szacuje wzrost warto$ci bezwzglednej wielomianu na calej ptaszczyznie
C w zaleznoéci od oszacowania jego wartoéci na przedziale [—1,1].

Oba przytoczone wyzej twierdzenia Bernsteina, jak réwniez nieréwno-
§ci Markowa i Bernsteina, na ktérych dowody tych twierdzen si¢ opieraja,
byly od lat obiektem intensywnych badan i doczekaly sie licznych uogdlnien
idacych w réznych kierunkach, w szczegélnosci na przypadek wielu zmien-
nych. Duzy udzial w rozwoju tej dziedziny badawczej ma szkola krakowska,
ktorej poczatek dat Franciszek Leja (1885-1979). Jego dzielo przyblizy Czy-
telnikowi najlepiej artykul Siciaka (1982). Z wielu osiggnieé¢ Leji wymienmy
tu jedynie sltynny lemat wielomianowy z roku 1933, ktéry dostarcza jedno-
stajnego oszacowania w otoczeniu dostatecznie regularnego zbioru zwartego
K ¢ C dla rodziny wielomianéw u-prawie wszedzie punktowo ograniczonej
na K (przy odpowiedniej mierze p) oraz metod¢ punktéw ekstremalnych
i funkcji ekstremalnej Lk, skojarzonej ze zbiorem zwartym K C C, ktorej
logarytm jest (uogblniong) funkcja Greena G dla skiadowej nieograniczo-
nej zbioru C\ K z (logarytmicznym) biegunem w nieskonczonosci (zob. Leja
(1957)).

Najbardziej znane uogdélnienia Twierdzenia B dla funkcji zmiennej ze-
spolonej pochodza od Gébora Szegd (1895-1985) (1921) i Josepha Leonarda
Walsha (1895-1973) (1926). Najogdlniejsza wersje tego twierdzenia uzyskali
Walsh i Russell (1934). Zgodnie z nig, Twierdzenie B pozostaje prawdziwe,
jesli odcinek [~1,1] zastapimy podzbiorem zwartym K plaszczyzny C, dla
ktérego funkcja Greena G jest ciagla na K (stad w calej plaszczyznie C)
(zob. tez Walsh (1960)). Wielowymiarowy model tej teorii stworzyt Jézef
Siciak. W jezyku swojej funkcji ekstremalnej

B (2) = sup{lp(z)|!/4°67; p jest wielomianem, degp > 1, [Ipllx < 1},
skojarzonej ze zbiorem zwartym K w C", Siciak (1962) sformulowal i udo-
wodnil wersje Twierdzenia B Bernsteina w C*. Dzieki stworzonej pod koniec
lat 70. XX wieku przez Erika Bedforda i B. Allana Taylora teorii pluripoten-
cjalu w C", opartej na zespolonym operatorze Monge’a-Ampére’a, logarytm
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funkeji ekstremalnej Siciaka okazal si¢ wielowymiarowym odpowiednikiem
wspomnianej wyzej funkcji Greena G . Fakt ten lezy u podstaw wielu za-
stosowan funkcji ekstremalnej Siciaka w analizie. Wigcej szczeg6léw na ten
temat mozna znalezé w artykule Plesniaka (2003a). Dodajmy, ze §wietnym
wprowadzeniem w teori¢ pluripotencjatu jest monografia Klimka (1991), jed-
nego z uczniéw Siciaka. Warto tez odnotowad, ze Twierdzenie B (w wielowy-
miarowej wersji Siciaka) ma swdj odpowiednik w przestrzeniach Orlicza dla
par (K, u), dla ktérych zachodzi lemat wielomianowy Leji (Ple$niak 1985).

Naturalna przeszkods w poszukiwaniu dostatecznie ogdlnych, wielowy-
miarowych wersji nieréwno$ci Markowa i Twierdzenia A Bernsteina byly
zbiory o zerowych (zewnetrznych) ostrzach. Zerner (1969) pierwszy zauwa-
zyl, ze gdy zbiér w R? ma zbyt plaskie ostrze (np. ostrze pomiedzy osig
y = 0 i wykresem funkcji y = exp(—1/z), z > 0), to gradienty wielo-
mianéw o normie wspélnie ograniczonej na tym zbiorze nie mozna jed-
nostajnie oszacowa¢ na tym zbiorze przez skoficzong potege stopni wie-
lomianéw. Praca Goetghelucka (1980), dostarczajaca dokladnego oszaco-
wania pochodnych czastkowych wielomianu dwéch zmiennych na zbiorze
K = {(z,y) e R? : 0<y<2P,0< z < 1}, byla punktem wyjécia dla Paw-
tuckiego i Plesniaka (1986) do badan nad wielowymiarowymi wersjami nie-
réwnoSci Markowa i Twierdzenia A Bernsteina na zbiorach zwartych w R™
o ostrzach wielomianowych, w szczegélno$ci na zbiorach subanalitycznych
(w sensie Hironaki-FLojasiewicza). Wykazali oni ponadto (Pawtucki-Ple$niak
(1988), Plesniak (1990)), ze nier6wno$é Markowa pozwala w stosunkowo
prosty sposob skonstruowac liniowy i ciagly operator przediuzajacy dzety
Whitneya funkcji klasy C'* na zbiorze zwartym Markowa K C R" do funk-
cji klasy C* na calej przestrzeni R®. Wzmocnilo to istotnie poprzednie
rezultaty w tym zakresie uzyskane przez kilku znamienitych matematykéw
(Mityagina, Seeleya, Steina, Tidtena i Bierstone’a). Oryginalnoéé podejscia
do tych zagadnien, zaproponowanego przez Pawluckiego i Plesniaka, polega
gléwnie na skojarzeniu metod badawczych dwdch wybitnych krakowskich
szk6l matematycznych: szkoly geometrii subanalitycznej stworzonej przez
Stanistawa Lojasiewicza i szkoly analizy zespolonej Jézefa Siciaka. Wiecej
szczegblow na ten temat znajdzie Czytelnik w przegladowej pracy Ple$niaka
(1998).

Wielowymiarowych przykladéw zbioréw Markowa dostarczaja nie tylko
teoria funkcji ekstremalnej Siciaka i geometria subanalityczna Hironaki-
Lojasiewicza, ale takze inne wazne dzialy wspdlczesnej analizy, np. dyna-
mika zespolona (Kosek (1997), Klimek-Kosek (2003)) i struktury o-mini-
malne, ktére sg daleko idacym uogélnieniem geometrii subanalitycznej (Ple-
$niak (2003b), Pierzchala (2003a, 2003b)). Dodajmy na koniec, ze w ostat-
nich latach burzliwie rozwija si¢ tez teoria nieréwnosci Markowa na (nizej
wymiarowych) zbiorach semi-algebraicznych i krzywych transcendentalnych
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(Bos-Levenberg-Milman-Taylor (1998), Baran-Plesniak (2000a, 2000b), Ko-
sek (2000), Plesniak (2002), Bos-Brudnyi-Levenberg-Totik (2003), Coman-
Poletski (2003)). Wszystko to swiadczy o sile i pieknie klasycznej nieréwnosci
Markowa, ktora z tej racji pozwolitem sobie nazwa¢ w wyktadzie dla uczest-
nikéw Ogolnopolskich Warsztatéw dla Mtodych Matematykéw w Krakowie,
we wrzesniu 2002 roku, Sedziwg Damag o Niestabnagcym Powabie.

A oto alegoria owej Damy wedtug stuchaczy wspomnianego wyktadu,
Joanny Gawryckiej i Anny Ratajczak z Uniwersytetu Mikotaja Kopernika
w Toruniu i Kuby Pochrybniaka z Uniwersytetu Warszawskiego:
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