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Aproksymacja funkcji ciągłych wielomianami absorbowała najwybitniej­
szych matematyków przełomu XIX i XX wieku. Początek historii tej dyscy­
pliny kojarzony jest z dziełem Pafnutija Lwowicza Czebyszewa (1821-1894), 
który już w roku 1853 udowodnił

Twierdzenie 1. NiechTn(x) =  cosnarccosz dlax £ [—1,1]. Wtedy dla 
wszystkich wielomianów postaci

(*) p(x) =  xn +  an_iarn_1 +  . . .  +  a0

mamy ^hr\\Tn\\{_ hl] < |b||[_i,i].
Funkcja Tn(x) jest wielomianem postaci (*), więc Twierdzenie 1 roz­

wiązuje problem aproksymacji jednostajnej funkcji f(x)  =  xn wielomianami 
stopnia n — 1. Wielomiany Tn(x) =  cosn arccosx noszą dzisiaj nazwę wie­
lomianów Czebyszewa, a normę ||h||[ał&] =  max{|/i(a;)| : x £ [a,5]} nazywa 
się normą Czebyszewa.

Możliwość aproksymacji jednostajnej dowolnej funkcji ciągłej wielomia­
nami wykazał w 1885 roku Karl Weierstrass (1815-1897). Jego klasyczny 
wynik głosi, że

Twierdzenie 2. Każdą funkcję ciągłą f  na przedziale [a, i] C l  można 
jednostajnie aproksymowaó na [a, b] wielomianami algebraicznymi, co ozna­
cza, że do każdej funkcji f  i do każdej liczby e >  0 można dobrać wielomian 
p(x) =  anxn +  .. .  +  a\x +  ao taki, że

11/ p|| [a,6] < C-

Twierdzenie Weierstrassa pełni ważną rolę w matematyce. Nic też dziw­
nego, że jego kolejnych dowodów dostarczyły takie znamienitości, jak Pi- 
card (1891), Yolterra (1897) Lerch (1903), Runge (1885a, 1885b), Lebesgue
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(1898), Mittag-Leffler (1900). Dość zaskakujący dowód twierdzenia Weier- 
strassa, bo wykorzystujący nierówność Bienayme-Czebyszewa z teorii praw­
dopodobieństwa:

, /i / n ,  ̂  ̂ var(iu(x))Prób (\w(x) -  x\ > 6) < ------—------,
n

gdzie w(x) =  -  vii a yi są niezależnymi zmiennymi losowymi, które przyj-
i~l

mują wartość 1 z prawdopodobieństwem x i wartość 0 z prawdopodobień­
stwem 1 — x, pochodzi od Bernsteina (1912). Jego metoda pozwoliła do­
datkowo wskazać wielomiany aproksymujące zadaną funkcję /  i oszacować 
szybkość aproksymacji:

Twierdzenie 3. Jeśli f  jest funkcją ciągłą na przedziale [0,1], to

k= 0 v 7 v

gdzie t j e s t  modułem ciągłości funkcji f .
Podobny rezultat można uzyskać stosując twierdzenie Korowkina (1959), 

według którego ciąg operatorów Ln liniowych, ciągłych i dodatnich w prze­
strzeni Banacha C r ([a, b]) jest zbieżny do identyczności wtedy (i tylko wte­
dy), gdy jest zbieżny do identyczności na trzech funkcjach: f(x)  =  1, f (x)  =  
x i f (x)  =  x2.

Twierdzenie 2 można też sformułować tak: skończone kombinacje liniowe 
funkcji z ciągu {1, x, x2, . . . }  są gęste w przestrzeni Banacha C([a, 6]) funkcji 
ciągłych na przedziale [a, b] z normą Czebyszewa. Jednym z piękniejszych 
uogólnień tego twierdzenia jest rezultat Miintza z 1914 roku:

T w i e r d z e n i e  4. Jeśli 0 < X\ < A2 < . . .  jest rosnącym do nieskoń­
czoności ciągiem liczb rzeczywistych dodatnich, to skończone kombinacje li­
niowe funkcji z ciągu { l , x Al,x Az, . . . }  są gęste w Cr ([0, 1]) wtedy i tylko

00
wtedy, gdy £  ^  =  0 0 .

n = 1 ”
Jest jasne, że twierdzenie Weierstrassa jest szczególnym przypadkiem 

twierdzenia Miintza (z wykładnikami An = n dla n =  1,2.. . ) .  Tak więc 
twierdzenie Miintza kojarzy dwa na pozór odległe od siebie fakty: zagwa­
rantowaną przez twierdzenie Weierstrassa jednostajną aproksymację wielo-

00
mianami funkcji ciągłych i rozbieżność szeregu harmonicznego K

n—l
Twierdzenie Weierstrassa ma też swój odpowiednik wielowymiarowy. 

Jest nim następujące twierdzenie, wynikające z twierdzenia Stone’a (1948):
T wierdzenie 5 (Stonesa-Weierstrassa). Każdą funkcję ciągłą na pod­

zbiorze zwartym K  przestrzeni Rn można aproksymować jednostajnie na 
K  wielomianami (algebraicznymi).
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Podobny do rozwiązanego przez twierdzenie Weierstrassa problem apro­
ksymacji wielomianowej funkcji ciągłych w dziedzinie zespolonej jest znacz­
nie trudniejszy. Wynika to z pewnej „sztywności” funkcji analitycznych:

1° jeśli funkcja /  jest granicą jednostajnie zbieżnego ciągu wielomianów 
na zbiorze zwartym K  C C, to /  musi być analityczna we wnętrzu zbioru 
K ;

2° jeśli nawet zbiór zwarty K  C C ma puste wnętrze, ale zbiór C \ K  
nie jest spójny, to nie każdą funkcję ciągłą na K  da się na tym zbiorze 
jednostajnie aproksymować wielomianami (przykład: K  = {z  E C : \z\ =  1}
i / ( * )  =  ;)•

Trudny problem aproksymacji w dziedzinie zespolonej rozwiązał osta­
tecznie w roku 1951 Mergelian:

T w ie r d z e n i e  6. Niech K  będzie podzbiorem zwartym płaszczyzny C. 
Każdą funkcję ciągłą na K , analityczną we wnętrzu zbioru K , można przy­
bliżać jednostajnie na K  wielomianami wtedy i tylko wtedy, gdy C \ K  jest 
zbiorem spójnym (mówimy wtedy, że zbiór K  ,,nie rozcina” płaszczyzny C).

Powróćmy do aproksymacji wielomianowej na przedziale [a, b] C R  Niech 
dalej Vn oznacza przestrzeń wielomianów algebraicznych stopnia < n. Dla 
/  € C([a, &]), niech

En{f) =  d is t ( / ,Pn) := inf{||/ -p||[0>6] : p E Vn}.
Możemy teraz jeszcze inaczej wypowiedzieć twierdzenie Weierstrassa:

Jeśli f  E C([a, &]), to lim En(f) =  0.
n—>oo

Stwierdzenie to nie dostarcza jednak żadnej informacji o szybkości, z jaką 
ciąg {dist ( /, Pn)} zmierza do zera. Okazuje się, że zbieżność ta jest tym 
lepsza, im bardziej regularna jest funkcja / .  Wykazał to Dunham Jackson 
(1888-1946) w swojej słynnej dysertacji (1911), napisanej w Getyndze pod 
kierunkiem Landaua. Warto w tym miejscu dodać, że znacznie później, bo 
w 1938 roku S.N. Bernstein pokazał, że każda szybkość zbieżności do zera 
słabo malejącego ciągu {En(f ) }  jest zrealizowana w klasie funkcji ciągłych 
na przedziale [a, b]. Jest to treścią jego znanego twierdzenia „o letargu” :

T w ie r d z e n i e  7. Dla każdego słabo malejącego i zbieżnego do zera ciągu 
{en} liczb nieujemnych istnieje funkcja f  E C([a, ój) taka, że En(f)  =  en 
dla n =  1,2,. .. .

Wyniki Jacksona dały początek działowi teorii aproksymacji zwanemu 
konstruktywną teorią funkcji. Teorię tę tworzyło wielu wybitnych matematy­
ków. Spośród największych należy -  obok Jacksona -  wymienić Bernsteina, 
de la Vallee Poussina i Lebesgue’a. Szczególne zasługi dla rozwoju konstruk­
tywnej teorii funkcji ma ten pierwszy, Siergiej Natanowicz Bernstein (1880-
1968). Jemu to zawdzięczamy przepiękne charakteryzacje funkcji klasy C°° 
i funkcji analitycznych przy pomocy aproksymacji wielomianowej. Oto one:
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T w i e r d z e n i e  A Bernsteina (1911). Funkcja f  określona na przedziale 
[a ,b] C l  jest klasy C°° wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego k > 0

lim nkEn(f)  — 0.n—*oo

T w i e r d z e n i e  B Bernsteina (1911). Funkcja f  określona na przedziale 
[a, 6] jest analityczna (w otoczeniu tego przedziału) wtedy i tylko wtedy, gdy

limsup t f E j f j  <  1.
n —+oo

W  dowodach obu powyższych twierdzeń ważną rolę pełnią dwie klasyczne 
nierówności wielomianowe, które mają swoje odrębne historie. W przypadku 
Twierdzenia A jest to słynna

NIERÓWNOŚĆ M a r k o w a  (1889). Dla dowolnego n e  N  i dla dowolnego 
wielomianu P  € Vn mamy

|P'(x)| < n2||P||(_ 1,1] dla * €  [-1,1].
Nierówność ta jest optymalna, dla wielomianów Czebyszewa Tn mamy bo­
wiem |T£(±1)| =  n2 oraz ||Tn||[_iti] =  1.

Dla wielomianów stopnia drugiego nierówność taką wykazał wcześniej 
Dmitrij Iwanowicz Mendelejew (1834-1907), który jej potrzebował do badań 
nad ciężarem właściwym roztworu w zależności od stężenia substancji roz­
puszczanej. Mendelejew zainteresował w roku 1887 swoim oszacowaniem po­
chodnej wielomianu kwadratowego Andrieja Andriejewicza Markowa (1856- 
1922), który uznał problem za niezwykle ciekawy i po dwóch latach podał 
jego ogólne rozwiązanie. Piękno nierówności Markowa leży w jej zaskakująco 
prostej formie oraz w jej przydatności w rozwiązywaniu innych problemów, 
nie tylko czysto matematycznych. Z praktycznych zastosowań tej nierów­
ności, oprócz wspomnianych już doświadczeń Mendelejewa, warto wymie­
nić następujące zagadnienia: minimalizacja czasu odpowiedzi wzmacniacza, 
zdolność rozdzielcza przyrządu optycznego, średnim plamki światła rozpro­
szonego przyrządu optycznego.

Więcej na ten temat można znaleźć w monografii Arsaca (1961) i w pracy 
Boasa (1969).

Stosując fc-krotnie nierówność Markowa łatwo dostajemy oszacowanie 
dla wyższych pochodnych wielomianu P £ V n:

||P<fc>||h l,i] < n\n -  l )2 • • • (n -  k +  1)2||P||,-M1,
które jednak nie jest optymalne. Dokładne oszacowanie zawdzięczamy bratu 
A.A. Markowa, W.A. Markowowi (1892):

||P(fc)l l [ - U ] < ^ l ) - M [ - i , H  =
_  n2(n2 -  l 2)(n2 -  22) • • - (n2 -  (fc -  l ) 2) „ „ „

1 . Q . . . (Ob _  -n  I K l I f - l , ! ] -
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Dowód tej nierówności jest jednak znacznie trudniejszy (zob. np. Borwein- 
Erdelyi (1995)).

W dowodzie Twierdzenia B wykorzystuje się inną słynną nierówność. 
Jest nią

N ie r ó w n o ś ć  B e r n s t e in a  (1911). Dla dowolnego wielomianu P e V n 
i dla dowolnego R > 1,

|P(Z)| < i?"||P||[-i,ii * e £r,
gdzie Sr jest elipsą o ogniskach w punktach 1 i — 1 i o pólosiach ^(R — ^ ),
* ( * + * ) •

Zauważmy, że każdy punkt z płaszczyzny C należy do pewnej elipsy Sr, 
przy dostatecznie dużym R > 1 (zależnym od z). Zatem nierówność Bernste­
ina szacuje wzrost wartości bezwzględnej wielomianu na całej płaszczyźnie 
C w zależności od oszacowania jego wartości na przedziale [—1,1].

Oba przytoczone wyżej twierdzenia Bernsteina, jak również nierówno­
ści Markowa i Bernsteina, na których dowody tych twierdzeń się opierają, 
były od lat obiektem intensywnych badań i doczekały się licznych uogólnień 
idących w różnych kierunkach, w szczególności na przypadek wielu zmien­
nych. Duży udział w rozwoju tej dziedziny badawczej ma szkoła krakowska, 
której początek dał Franciszek Leja (1885-1979). Jego dzieło przybliży Czy­
telnikowi najlepiej artykuł Siciaka (1982). Z wielu osiągnięć Leji wymieńmy 
tu jedynie słynny lemat wielomianowy z roku 1933, który dostarcza jedno­
stajnego oszacowania w otoczeniu dostatecznie regularnego zbioru zwartego 
K  C C dla rodziny wielomianów /i-prawie wszędzie punktowo ograniczonej 
na K  (przy odpowiedniej mierze /i) oraz metodę punktów ekstremalnych 
i funkcji ekstremalnej Lr , skojarzonej ze zbiorem zwartym K  C C, której 
logarytm jest (uogólnioną) funkcją Greena Gk  dla składowej nieograniczo­
nej zbioru £\ K  z (logarytmicznym) biegunem w nieskończoności (zob. Leja 
(1.957)).

Najbardziej znane uogólnienia Twierdzenia B dla funkcji zmiennej ze­
spolonej pochodzą od Gabora Szegó (1895-1985) (1921) i Josepha Leonarda 
Walsha (1895-1973) (1926). Najogólniejszą wersję tego twierdzenia uzyskali 
Walsh i Russell (1934). Zgodnie z nią, Twierdzenie B pozostaje prawdziwe, 
jeśli odcinek [—1,1] zastąpimy podzbiorem zwartym K  płaszczyzny C, dla 
którego funkcja Greena G r  jest ciągła na K  (stąd w całej płaszczyźnie C) 
(zob. też Walsh (1960)). Wielowymiarowy model tej teorii stworzył Józef 
Siciak. W języku swojej funkcji ekstremalnej

$ r (z ) =  sup{|p(2:)|1/degp; p jest wielomianem, degp >  1, ||p ||k - <  1}, 
skojarzonej ze zbiorem zwartym K  w C71, Siciak (1962) sformułował i udo­
wodnił wersję Twierdzenia B Bernsteina w C 1. Dzięki stworzonej pod koniec 
lat 70. XX wieku przez Erika Bedforda i B. Allana Taylora teorii pluripoten- 
cjału w C™, opartej na zespolonym operatorze Monge’a-Ampere’a, logarytm
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funkcji ekstremalnej Siciaka okazał się wielowymiarowym odpowiednikiem 
wspomnianej wyżej funkcji Greena Gk • Fakt ten leży u podstaw wielu za­
stosowań funkcji ekstremalnej Siciaka w analizie. Więcej szczegółów na ten 
temat można znaleźć w artykule Pleśniaka (2003a). Dodajmy, że świetnym 
wprowadzeniem w teorię pluripotencjału jest monografia Klimka (1991), jed­
nego z uczniów Siciaka. Warto też odnotować, że Twierdzenie B (w wielowy­
miarowej wersji Siciaka) ma swój odpowiednik w przestrzeniach Orlicza dla 
par (K,/i), dla których zachodzi lemat wielomianowy Leji (Pleśniak 1985).

Naturalną przeszkodą w poszukiwaniu dostatecznie ogólnych, wielowy­
miarowych wersji nierówności Markowa i Twierdzenia A Bernsteina były 
zbiory o zerowych (zewnętrznych) ostrzach. Zerner (1969) pierwszy zauwa­
żył, że gdy zbiór w R2 ma zbyt płaskie ostrze (np. ostrze pomiędzy osią 
y =  0 i wykresem funkcji y =  exp(—l/x ) ,  x > 0), to gradienty wielo­
mianów o normie wspólnie ograniczonej na tym zbiorze nie można jed­
nostajnie oszacować na tym zbiorze przez skończoną potęgę stopni wie­
lomianów. Praca Goetghelucka (1980), dostarczająca dokładnego oszaco­
wania pochodnych cząstkowych wielomianu dwóch zmiennych na zbiorze 
K  =  {(x,y) € R2 : 0 < y < xp, 0 < x < 1}, była punktem wyjścia dla Paw- 
łuckiego i Pleśniaka (1986) do badań nad wielowymiarowymi wersjami nie­
równości Markowa i Twierdzenia A Bernsteina na zbiorach zwartych w Rn 
o ostrzach wielomianowych, w szczególności na zbiorach subanalitycznych 
(w sensie Hironaki-Łojasiewicza). Wykazali oni ponadto (Pawłucki-Pleśniak
(1988), Pleśniak (1990)), że nierówność Markowa pozwala w stosunkowo 
prosty sposób skonstruować liniowy i ciągły operator przedłużający dżety 
Whitneya funkcji klasy C°° na zbiorze zwartym Markowa K  C Rn do funk­
cji klasy C°° na całej przestrzeni Rn. Wzmocniło to istotnie poprzednie 
rezultaty w tym zakresie uzyskane przez kilku znamienitych matematyków 
(Mityagina, Seeleya, Steina, Tidtena i Bierstone’a). Oryginalność podejścia 
do tych zagadnień, zaproponowanego przez Pawłuckiego i Pleśniaka, polega 
głównie na skojarzeniu metod badawczych dwóch wybitnych krakowskich 
szkół matematycznych: szkoły geometrii subanalitycznej stworzonej przez 
Stanisława Łojasiewicza i szkoły analizy zespolonej Józefa Siciaka. Więcej 
szczegółów na ten temat znajdzie Czytelnik w przeglądowej pracy Pleśniaka 
(1998).

Wielowymiarowych przykładów zbiorów Markowa dostarczają nie tylko 
teoria funkcji ekstremalnej Siciaka i geometria subanalityczna Hironaki- 
Łojasiewicza, ale także inne ważne działy współczesnej analizy, np. dyna­
mika zespolona (Kosek (1997), Klimek-Kosek (2003)) i struktury o-mini- 
malne, które są daleko idącym uogólnieniem geometrii subanalitycznej (Ple­
śniak (2003b), Pierzchała (2003a, 2003b)). Dodajmy na koniec, że w ostat­
nich latach burzliwie rozwija się też teoria nierówności Markowa na (niżej 
wymiarowych) zbiorach semi-algebraicznych i krzywych transcendentalnych



Czebyszew, Weierstrass, Jackson, Bernstein i ich kontynuatorzy 103

(Bos-Levenberg-Milman-Taylor (1998), Baran-Pleśniak (2000a, 2000b), Ko­
sek (2000), Pleśniak (2002), Bos-Brudnyi-Levenberg-Totik (2003), Coman- 
Poletski (2003)). Wszystko to świadczy o sile i pięknie klasycznej nierówności 
Markowa, którą z tej racji pozwoliłem sobie nazwać w wykładzie dla uczest­
ników Ogólnopolskich Warsztatów dla Młodych Matematyków w Krakowie, 
we wrześniu 2002 roku, Sędziwą Damą o Niesłabnącym Powabie.

A oto alegoria owej Damy według słuchaczy wspomnianego wykładu, 
Joanny Gawryckiej i Anny Ratajczak z Uniwersytetu Mikołaja Kopernika 
w Toruniu i Kuby Pochrybniaka z Uniwersytetu Warszawskiego:
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