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Kiedy mozna wygrac i jak wtedy graé, zeby wygraé?

Streszczenie. Jednym z gléwnych probleméw w grze kombinatorycznej jest wskazanie gracza,
ktory jest w stanie zapewnié¢ sobie zwyciestwo (tak zwane rozwiazanie gry). Jesli juz to sie uda, to
czasami nadal nie bedziemy w stanie wskaza¢ temu graczowi, jak ma grac, aby wygraé.

W tym artykule czytelnik zapozna sie z najpopularniejszymi matematycznymi narzedziami, sto-
sowanymi przy poszukiwaniu najlepszych strategii w grach kombinatorycznych. Ich opisy beda
uzupelnione o przykltady gier. Beda sie one pojawialy wedlug stopnia trudnosci ich rozwigzania -
od najlatwiejszych do nierozwiazanych po dzien dzisiejszy.

Slowa kluczowe: Kombinatoryczna teoria gier.

1. Wstep

Teoria gier jest dzialem matematyki, opisujacym wszelkie sytuacje konfliktowe i mozliwosci ich roz-
wigzania z korzyscig dla uczestnikéw konfliktow. Wprawdzie z konfliktami mamy do czynienia bardzo
czesto na roznych plaszczyznach, teoria gier jako nauka $cista rozwineta sie dopiero w X X wieku. Ka-
mieniami milowymi byly prace Johna von Neumanna i Oskara Morgensterna ,,Teoria gier i postepowanie
ekonomiczne” [7] oraz Johna Forbesa Nasha ,Ekwilibria w grach n-osobowych” [6]. W obu udowodniono
miedzy innymi istnienie réznych stanéw rownowagi w duzych rodzinach gier.

Warto wiedzie¢, ze pomimo braku Nagrody Nobla w dziedzinie matematyki, to dzieki teorii gier
matematycy nierzadko dostepuja zaszczytu jej zdobycia: w dziedzinie ekonomii. Najstynniejszym z nich
byt John Forbes Nash, znany poza $rodowiskiem matematykow dzieki filmowi biograficznemu "Piekny
umyst". Ostatni matematycy wsréod noblistéw, Paul R. Milgrom i Robert B. Wilson, zdobyli Nagrode
Nobla w 2020 roku za wklad w rozwoj teorii aukeji.

Poza ekonomia, teoria gier znajduje zastosowanie miedzy innymi w naukach spotecznych (analiza
wyboréw konsumentow, glosowania, podzial wygranych dobr), teorii ewolucji czy informatyce. Wreszcie,
teoria gier pozwala nam zrozumieé¢ i nazwaé spotykane na co dzien sytuacje, przeanalizowaé je i wy-
ciagnaé¢ odpowiednie wnioski. Jezeli czytelnik chcialby poszerzy¢ swoja wiedze z podstaw teorii gier, to
odpowiednimi zrodtami beda [8] i [9].

W tym artykule gtéwnym bohaterem bedzie kombinatoryczna teoria gier i zwigzane z nimi dwa pod-
stawowe pytania: czy mozna wygrac niezalezenie od gry przeciwnika i jak gra¢ zeby wygrac? Co ciekawe,

Autor korespondencyjny: P. Stanina (piotr.slanina@polsl.pl).
Data wplyniecia: 29.06.2021.



P. Stanina

pytania te nie sg sobie réwnowazne. Dla wielu gier odpowiedZ na nie bedzie banalna. W przypadku
innych gier, aby opisa¢ optymalne postepowanie graczy, trzeba bedzie uzy¢ bardziej zlozonego aparatu
matematycznego. Sa rowniez gry, w ktorych wskazanie gracza, ktéry moze sobie zapewnié¢ zwyciestwo,
jest stosunkowo latwe ale opis postepowania, prowadzacego gracza do wygranej, moze ciagle przerastac
aktualne mozliwosci matematykow i sprzetu, jakim dysponuja. Zaprezentujemy przyktady gier, odpowia-
dajacych kazdemu z powyzszych przypadkéw oraz najpopularniejsze pojecia i metody, uzywane do ich
analizy.

Warto wiedzie¢, ze niektoére przedstawione w pracy gry sa mocno powiazane z obszernymi dziedzinami
matematyki, jak gra ,oficerowie” z rodziny gier oktalnych czy ,col” z teorig grafow. Udowodnimy tez, ze
w dwuosobowych grach kombinatorycznych ktéry§ z graczy na pewno moze sobie zapewnié¢ zwyciestwo.
Z drugiej strony, w wielu grach, nawet z prostymi zasadami, nadal nie wiadomo ktoéry.

Formalny zapis matematyczny postanowiliSmy ograniczy¢ do minimum, aby artykul moégl by¢ przy-
swajalny dla os6b, ktore nie sg biegle w tej tematyce.

2. Metody poszukiwania rozwigzywan gier kombinatorycznych

2.1. Gry kombinatoryczne

Méwiac ,,gra”, mozemy mieé na mysli rézne czynnosci. Moze to by¢ gra w pitke nozna, szachy, Wiedz-
mina. O grze mozemy nawet mowi¢ w kontekscie psychologii - flirtowanie tez mozna nazwaé gra. Sama
teoria gier jako dzial matematyki wymaga od nas precyzji w definiowaniu poje¢. Przez to niektore z
wymienionych wyzej przyktadéow nie beda grami dla matematyka. Pominiemy jednak formalng definicje
gry - mozna ja znalez¢ np. w [9]. Nadmienimy jedynie, ze w grze musza by¢ gracze, okreslony zbior zasad
gry oraz po zakoriczeniu gry, kazdy z graczy powinien wiedzie¢, czy wygral lub ewentualnie ile zdobedzie
punktow.

Pojecie gry w teorii gier jest bardzo ogolne. W pewnych grach ciezko bedzie moéwié¢ o czyim§ zwy-
ciestwie, jezeli gracze pod koniec gry otrzymaja np. po 2.5, v/6 i 2% punktu. Rowniez kleska jednego z
graczy nie musi by¢ rownowazna ze zwyciestwem przeciwnika. W niektorych grach osiagniecie korzysci
moze by¢ spowodowane nie tylko walka z innymi graczami, ale nawet wspotpraca z nimi. W innych grach,
gracze podczas gry moga nie mie¢ kompletnej informacji o jej przebiegu - w pewnym momencie moga
jednoczes$nie podejmowaé decyzje, nie znajac wyboréw pozostalych graczy.

Unikniemy takich przypadkéw, zawezajac krag interesujacych nas gier do tak zwanych gier kombina-
torycznych:

Definicja 1. Grg kombinatoryczng nazywamy dwuosobowq gre, w ktorej:

e Gracze wykonujg ruchy na przemian.

Na kazdym etapie gry kazdy gracz wie, jokie decyzje wczesniej podjgt jego przeciwnik.

W Zadnym momencie w grze nie dokonuje sie losowania aktualnych opcji, ale gracze je wybierajq.
o Gra musi sie skoniczyé po skoriczonej liczbie ruchdéw.

o Wygrywa gracz, ktory jako ostatni mogt wykonaé zgodny z zasadami ruch. Jego przeciwnik wtedy
przegrywa.
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W grach kombinatorycznych gracz rozpoczynajacy gre bedzie nazywany graczem pierwszym. Kazda
opisana w artykule gra bedzie wlasciwie rodzing gier o wspélnych zasadach postepowania, a rézniacych
sie pomiedzy soba jedynie poczatkowa pozycja.

Suma gier kombinatorycznych I'y i I'y nazywamy gre I'y @ I's, w ktérej gracze na przemian wykonuja
jeden ruch w dowolnej z gier I'; i I's. Gracz, ktéry nie moze wykonaé¢ prawidtowego ruchu w zadnej z
nich, przegrywa.

Strategia nazywa¢ bedziemy pelny opis postepowania gracza w kazdej sytuacji, w jakiej gracz moze
sie znalez¢ w czasie gry.

Strategia zwycieska jest strategia, po zastosowaniu ktorej gracz zawsze odniesie zwyciestwo, bez wzgle-
du na wybory przeciwnika. Jezeli w grze kombinatorycznej udowodniono istnienie strategii zwycieskiej
dla ktoregos z graczy, to taka gre nazywamy rozwigzana.

Poniewaz w grach kombinatorycznych nie ma zdarzeri losowych, to przy wielokrotnym rozgrywaniu
tej samej gry, jezeli zaden z graczy nie zmieni swojej strategii, to gra bedzie przebiega¢ od poczatku az
do konca zawsze w ten sam sposoéb.

Poszukiwania rozwigzania gier kombinatorycznych maja sens dzieki nastepujacemu twierdzeniu:

Twierdzenie 1. W kazdej grze kombinatorycznej istnieje gracz, posiadajgcy strategie zwycieskq.

Dowdd. Uzyjemy indukcji matematycznej wzgledem liczby wszystkich wyboréw, ktére gracze moga do-
kona¢ podczas gry.

Jesli w grze nie ma zadnego wyboru (jest to najprostsza mozliwa gra - zaden z graczy w niej nie
ma okazji o niczym zadecydowac), to gracz drugi ma strategie zwycieska (pierwszy nie moze wykonaé
zadnego ruchu).

Zatozmy, ze dla pewnego n € N, w kazdej grze, w ktorej gracze maja w sumie nie wiecej niz n wyboréw,
istnieje gracz posiadajacy strategie zwycieska. Wtedy w dowolnej grze GG, w ktoérej gracze maja n + 1
wyboréw, gracz pierwszy (rozpoczynajacy) moze trafic w pierwszym ruchu na nastepujace przypadki:

1. Moze dokona¢ wyboru, po ktérym po kazdym wyborze przeciwnika dojdzie do gry, w ktoérej gracz
pierwszy bedzie mie¢ strategie zwycieska. Wtedy w grze G gracz pierwszy tez bedzie mieé strategie
zwycieska.

2. Jedli po kazdym jego wyborze na poczatku gry, gracz drugi bedzie mie¢ strategie zwycieska, to gracz
drugi bedzie mie¢ tez strategie zwycieska w grze G.

Dalej przedstawimy kilka gier, uszeregowanych wedlug poziomu trudnosci rozwigzania.

2.2. Gra rozwigzana
Zaczniemy od przykladu gry, w ktorej strategia zwycieska jest bardzo prosta do opisania.
Gra 1. Nim(n,k); niech n,k € N. Na stosie znajduje sie n zapatek. Dwaj gracze na przemian zabierajg

ze stosu dowolng, niezerowq liczbe zapatek, nie wiekszq niz k. Gracz przegrywa, jezeli bedzie musiat zabraé
ze stosu ostatnig zapalke.
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Pokazemy, ze w grze Nim(n,k) gracz drugi posiada strategie zwycieska wtedy i tylko wtedy, gdy
n=1modk+ 1.

Jesli n = 1 mod k+1, to strategia zwycieska gracza drugiego jest: ,,jesli gracz pierwszy wziat a zapalek,
to gracz drugi bierze k + 1 — a zapalek”.

Po kazdym ruchu pierwszego i drugiego gracza, liczba zapalek na stosie maleje o £ + 1. W konicu,
przed ktéryms ruchem gracza pierwszego zostanie 1 zapatka, wiec gracz pierwszy przegra.

Jesli n # 1 mod k + 1, to gracz pierwszy ma strategie zwycieska: moze zabraé¢ taka liczbe zapalek,
aby pozostala na stosie liczba zapatek przystawata do 1 modulo k£ + 1. Nastepnie gracz pierwszy stosuje
strategie gracza drugiego opisana powyzej.

2.3. Gra wprawdzie rozwigzana ale...bez pomocy komputera nie wygramy

W niektorych popularnych, znanych od wielu lat grach, przez do§¢ dtugi okres czasu nie byto wiadomo,
jakiego wyniku powinni oczekiwaé¢ gracze w przypadku bezbtednej gry kazdego z nich. Jedna z takich
gier bylo gomoku (czasem potocznie nazywana ,kotko i krzyzyk”):

Gra 2. Gomoku; niech n € N. Na kwadratowej planszy o boku diugosci n, dwaj gracze stawiajg na
wolnych polach na przemian koétko i krzyzyk. Gracz, ktory jako pierwszy zajmie swoimi znakami pieé
kolegnych pol w wierszu, kolumnie lub na skos, wygrywa. Jezeli Zzaden tego nie dokona, wtedy gra korczy
sie remisem.

W 1994 roku Allis [1] udowodnil, ze w grze gomoku, w przypadku planszy o boku dlugosci 15 (na takiej
rozgrywane sa zawody, w tym Mistrzostwa Swiata), gracz rozpoczynajacy ma strategie zwycieska. Wynik
Allisa byt zgodny z wcze$niejszymi oczekiwaniami, gdyz weze$niej, nawet w przypadku lepszych amato-
réw, rozpoczynajacy gre prawie zawsze zwyciezal. Po rozwiazaniu gry gomoku, aby nie bylo wiadomo,
ktory z graczy posiada strategie zwyciesky, wprowadzano pewne modyfikacje gry. Zwigzane one byly z
pierwszym lub paroma pierwszymi ruchami i powodowaly albo ograniczenia p6l dostepnych dla rozpoczy-
najacego gracza, albo dodanie dodatkowych wyborow graczowi drugiemu. Obecnie turnieje mistrzowskie
rozgrywa sie wersja gomoku o nazwie Swap?2.

Warcaby, rozgrywane na planszy o boku dlugoéci 8, sa gra rozwigzana numerycznie w 2007 roku
przez zesp6l pod wodza Schaeffera [3] - przy prawidlowej grze obydwu graczy, ich pojedynek zakoriczy sie
remisem. Ten zespo6l utworzy! program grajacy w warcaby, z ktérym nie da sie wygra¢. Natomiast bar-
dziej interesujacy wariant warcabéw, rozgrywanych na planszy o boku dlugosci 10 (zwanych tez polskimi
warcabami), nadal czeka na rozwiazanie.

Zauwazmy, 7e warcaby oraz gomoku nie sa formalnie grami kombinatorycznymi. Réznia sie od nich
jedynie tym, ze istnieje mozliwo$¢ remisowego zakoriczenia partii. W takich grach na pewno zachodzi
jedna z dwéch mozliwodci: albo ktérys z graczy posiada strategie zwycieska, albo obaj gracze posiadaja
strategie zapewniajace im co najmniej remis.

W kombinatorycznej teorii gier funkcjonuja pojecia stabego i mocnego rozwigzania gry. Rozwigzanie
stabe polega na udowodnieniu istnienia optymalnej strategii, jednak nie wskazuje optymalnego sposobu
prowadzenia rozgrywki od dowolnego momentu, jaki moze powsta¢ w grze (czyli na przyktad, jesli obaj
gracze nie wykonywaliby za kazdym razem najlepszych ruchéw). Warcaby na planszy o boku dtugosci 8
posiadaja wlasnie stabe rozwiazanie. Rozwiazanie mocne opisuje optymalne postepowanie w dowolnym
momencie gry. Gra Nim(n,k) posiada mocne rozwiazanie, ktore powyzej przedstawilismy.
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Podsumowujac: istnieja programy komputerowe, dla ktérych gomoku na planszy o boku dlugosci 15
i warcaby na planszy o boku dlugosci 8 nie maja tajemnic. Jednak strategie, ktore stosuja, aby graé
optymalnie, sa na tyle skomplikowane, ze zaden czlowiek nie jest w stanie ich opanowac.

2.4. Gra wprawdzie rozwigzana, ale. .. nie wiadomo, jak w nig wygraé

Gra 3. Hex; niech n € N. Na planszy, o ksztalcie zblizonym do rombu, o boku dtugo$ci n szesciokgtow
(patrz Rysunek 1), dwaj gracze na przemian zajmuje wolne pola Zetonami (pierwszy biatymi, a drugi
czarnymi). Gracz pierwszy wygrywa, jezeli jego zZetony utworzq Sciezke z sgsiadujgcych ze sobq pdl, tgczqceq
lewy dolny bok z prawym gornym bokiem planszy. Gracz drugi wygrywa, jezeli utworzy Sciezke ze swoich
zetonow, tgczgeq prawy dolny bok z lewym gornym bokiem planszy.

Rysunek 1. Plansza gry her dla n = 6 po wygranej gracza drugiego.

Mimo tego, ze istnienie strategii zwycieskiej pierwszego gracza w grze hex z plansza dowolnej wiel-
kos$ci mozna nietrudno wykazaé (co niniejszym uczynimy), do dnia dzisiejszego nie jest znana strategia,
zapewniajaca graczowi pierwszemu zwyciestwo, jesli bok planszy zawiera co najmniej 10 szeSciokatow.

Twierdzenie 2. W grze hex gracz pierwszy posiada strategie zwycieskq.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze w grze her brak rozstrzygniecia jest niemozliwy. Gdyby tak bylo, to
istnialaby $ciezka sasiadujacych ze soba pol, taczaca prawy dolny bok z lewym gérnym, z ktérej zadne z
pol nie byloby zajete przez zeton pierwszego gracza. Wtedy albo wszystkie pola tej §ciezki bytyby zajete
przez zetony drugiego gracza (co oznaczaloby jego zwyciestwo), albo gra jeszcze nie bytaby zakonczona.

Wtasciwg czes¢ dowodu przeprowadzimy nie wprost. Zatézmy, ze gracz drugi ma strategie zwycieska.
Niech gracz pierwszy w pierwszym ruchu postawi swéj zeton na dowolnym polu, a nastepnie niech stosuje
strategie zwycieska gracza drugiego, ktéra poprzez pionowa symetrie planszy jest przystosowana do ta-
czenia bokow lewego dolnego i prawego gornego. Jesli podczas stosowania tej strategii zwycieskiej gracza
drugiego, gracz pierwszy musialby postawi¢ swéj zeton na polu zajetym w pierwszym ruchu, to moze
postawié¢ swéj zeton na dowolnym innym. Taka strategia bylaby zatem zwycieska dla gracza pierwszego,
co jest sprzeczne z zalozeniem o istnieniu strategii zwycieskiej gracza drugiego. ]

Przedstawiony w dowodzie schemat nosi nazwe ,kradziezy strategii”. W podobny sposéb mozna udo-
wodnié¢, ze w grze gomoku gracz pierwszy posiada strategie zapewniajaca mu co najmniej remis (gdyby
gracz drugi mial strategie zwycieska, to gracz pierwszy mogtby mu ja ,ukra$¢”). Udowodnienie, ze gracz
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pierwszy posiada strategie zwycieska dla gry na planszy o boku dlugosci 15, bylo nieporéwnywalnie
trudniejsze (o istnieniu tego rozwiazania byla wzmianka w poprzednim podrozdziale).

Istniejg turnieje w grze hex na planszy o boku dlugoséci 11. Aby nie mie¢ pewnosci co do uprzywile-
jowania gracza pierwszego, wprowadza sie czasem modyfikacje: po pierwszym ruchu gracza pierwszego,
gracz drugi moze albo kontynuowaé gre, albo przeja¢ zeton postawiony przez przeciwnika i jednoczesnie
odda¢ ruch przeciwnikowi. Nie zmienia to faktu, ze i w tak zmodyfikowanej grze, ktory$ z graczy na
pewno posiada strategie zwycieska (co nam moéwi Twierdzenie 1), jednak w chwili obecnej nie wiadomo
ktory.

2.5. Gra rozwigzana, o ile jeden z parametréw jest parzysty. W przeciwnym
przypadku nie wiemy prawie nic

Gra 4. Upakowanie; na prostokgtnej planszy, sktadajgcej sie z kwadratow, dwaj gracze na przemian
ktadq kostki domina, w kazdym ruchu zastaniajgc dwa sqsiednie pola. Gracz, ktory nie moze wykonaé
ruchu, przegrywa.

W grze upakowanie, jezeli liczba kwadratéw tworzacych plansze jest parzysta, to sytuacja jest klarow-
na. Gdy bowiem oba boki zawieraja parzysta liczbe kwadratow, to gracz drugi posiada strategie zwycieska:
na kazdy ruch gracza pierwszego odpowiada ruchem symetrycznym do ostatniego ruchu pierwszego gracza
wzgledem $rodka planszy.

Jezeli boki zawieraja parzysta i nieparzysta liczbe kwadratéw, to gracz pierwszy ma podobng strategie
zwycieska: na poczatku ktadzie domino na samym §rodku planszy, a nastepnie, podobnie jak w przypadku
gry z parzysta liczbg kwadratéw w boku, kopiuje ruchy gracza drugiego symetrycznie wzgledem $rodka
planszy (patrz Rysunek 2).

oo
[\

Rysunek 2. Gra zakoiiczona zwyciestwem gracza pierwszego, stosujacego strategie zwycieska, opisang w pracy.
Gracz pierwszy stawial czarne, a drugi biale domina. Liczby odpowiadaja kolejnosci ruchow.

Dla planszy sktadajacej sie z nieparzystej liczby kwadratéw sytuacja jest nieporéwnywalnie bardziej
skomplikowana: tutaj nawet dla plansz stosunkowo matej wielkosci (nawet dla plansz, ktorych boki skla-
daja sie z kilkunastu kwadratow), gra pozostaje nadal nierozwigzana. Dotychczasowe wyniki nawet nie
pozwalaja wysnué jakichkolwiek hipotez na temat postaci rozwiazania gry upakowanie dla dowolnej plan-
SZy.

Gra 5. Oficerowie; niech n € N. Na stosie znajduje sie n monet. Gracze wykonujg ruchy na przemian.
Dozwolonym ruchem jest zabranie jednej monety z dowolnego stosu i jednoczesne (ale nieobowigzkowe)
podzielenie tego stosu na dwa niepuste stosy. Nie wolno zabieraé ostatniej monety z Zadnego stosu. Gracz,
ktory nie moze wykonaé ruchu, przegrywa.
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W grze oficerowie poziom trudno$ci rozwigzania rowniez zalezy od parzystosci. Dla nieparzystej licz-
by monet gracz pierwszy moze sobie zapewni¢ wygrang niemal identycznie jak w grze upakowanie: na
poczatku zabiera monete i dzieli stos na dwa réwnoliczne, a nastepnie kopiuje ruchy gracza drugiego
(wykonane na jednym z poczatkowych stosow lub pozostalosciach z niego) na pozostatosciach drugiego
stosu.

W przypadku parzystej liczby monet wiadomo tylko, ktéry gracz ma strategie zwycieska dla liczby
monet nie wigkszej niz 14 - 103 [5]. Wynik ten jest rezultatem trwajacej 18 miesiecy pracy programu
komputerowego, bedacego zoptymalizowana wersja jego poprzednikéw.

2.6. Gra rozwigzana tylko dla wybranych przypadkéw

Przechodzimy do gier, o ktorych wiadomo coraz mniej w kwestii ich rozwigzania. Analiza gier, figu-
rujacych w tym podrozdziale, wymaga zapoznania czytelnika z kolejnymi pojeciami, wystepujacymi w
teorii gier kombinatorycznych.

Definicja 2. Gre kombinatoryczng nazywamy bezstronng, jesli w kazdej mozliwej pozycji powstatej w tej
grze, mozliwe ruchy nie zalezqg od numeru gracza. Jezeli tak nie jest, to gre nazywamy stronniczq.

Gra Nim(n,k) jest gra bezstronna, podobnie jak oficerowie czy upakowanie. W takich grach jak hez,
gomoku czy warcaby, gracze postuguja sie wlasnymi symbolami (znakami, pionkami), przez co kontynuacja
gry od dowolnego momentu moze nie$¢ rézne konsekwencje w zaleznosci od tego, ktory gracz bedzie
kontynuowaé gre. Dlatego te gry sa grami stronniczymi.

Niech K C NU{0}. Funkcja mex(K) zwraca najmniejsza nieujemny liczbe catkowita, nienalezaca do
zbioru K. W grze bezstronnej definiujemy funkcje F' (zwana funkcja Sprague-Grundy’ego), przyporzad-
kowujaca kazdej sytuacji w grze nieujemng liczbe naturalng w nastepujacy sposob:

e Jezeli X jest koricem gry, to FI(X) = 0.

e Jezeli X nie jest koricem gry, to F(X) = mex(K), gdzie K jest zbiorem wartosci funkcji F' we
wszystkich sytuacjach, do ktérych mozna doj$¢ w jednym ruchu z sytuacji X.

F(X) nazywamy wartoscig Sprague-Grundy’ego w sytuacji X.

Oznaczmy przez 0(k) sytuacje w grze Nim(n,8), w ktorej na stosie zostalo k zapalek. Pokazemy,
warto$ci Sprague-Grundy’ego F(6(k + 1)) sa rowne reszcie z dzielenia k przez 3.

Z definicji, F(6(1)) = 0 (jedna zapalka na stosie oznacza koniec gry i przegrana gracza pierwsze-
go). Przy dwoch zapatkach, jedynym mozliwym ruchem jest zabranie jednej zapaltki. Stad F(§(2)) =
mez(F(5(1))) = mex(0) = 1. Podobnie, F(§(3)) = mex(F(5(2)), F(6(1))) = mex(1,0) = 2. Zaldzmy,
ze wzoér funkcji F' jest spelniony dla wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 3p, p € N. W sytuacji
4(3p), gracz rozpoczynajacy moze zabraé¢ jedna lub dwie zapalki. Stad F(0(3p)) = mex(F(6(3(p — 1) +
2)),F(0(3(p—1)+1))) = mex(1,0) = 2. Podobnie, F(§(3p+ 1)) = mex(F(5(3p)), F(6(3(p—1)+2))) =
mex(2,1) =0, F(6(3p+ 2)) = mex(F(6(3p + 1)), F(6(3p))) = mex(0,2) = 1.

Twierdzenie 3. (Sprague-Grundy’ego) w grze bezstronnej gracz drugi ma strategie zwycieskq wtedy i
tylko wtedy, gdy wartosé funkcji Sprague-Grundy’ego na poczgtku gry jest réwna 0.

Dowdd. Przez F oznaczmy funkcje Sprague-Grundy’ego. Jezeli w pewnej sytuacji F' # 0, to gracz doko-
nujacy wyboru moze zawsze wybra¢ ruch, po ktérym F' = 0. Jezeli F' = 0, to gracz dokonujacy wyboru
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jest zmuszony wybraé¢ ruch, po ktérym F' # 0. W ten sposoéb gracz, ktory przechodzi przez sytuacje, w
ktorych F' # 0, doprowadza przeciwnika do konicowych punktow, gdzie F' = 0 - czyli do przegranej. [

Gra 6. Oznaczmy przez Nim(n,K) gre, bedacg nastepujgcym uogdlnieniem gry Nim: niech n € N, K C
N. Gra toczy sie wedtug tych samych zasad co Nim(n,k) z tym, ze liczba zapatek, ktdrg mozna zabraé w
kazdym ruchu ze stosu, musi naleze¢ do zbioru K.

Jezeli K jest skoriczonym zbiorem, to rozwiazanie gry Nim(n,K) jest zawsze okresowe, to znaczy:
Ing,r e NVn > ng, F(n)=F(n+r).

Gra Nim(n,K) jest rozwigzana dla stosunkowo niewielu zbioréw K. Jest to gra bezstronna, dzieki czemu
mozna wyznaczaé jej wartoéci Sprague-Grundy’ego.

Dzigki istnieniu rozwigzania okresowego w grze Nim(n,K) przy ustalonym zbiorze skoriczonym K,
samo jej rozwigzanie sprowadza sie do wyznaczenia wartosci ng, r oraz wartosci Sprague-Grundy’ego dla
wszystkich n < ng + 7.

Dla kilku wybranych zbioréw K, Tabela 1 przedstawia wartosci Sprague-Grundy’ego w grze Nim(n,K)
i wyrdzniony okres. Zachecamy czytelnika do wlasnorecznego ich sprawdzenia.

K kolejne wartosci Sprague-Grundy’ego dla n=1,2,3,---
{4,11} 0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,2,1,1,1,0
{4,511} 0,0,0,1,1,1,1,2,0,0,2,3,1,1,3,0

{4,6,11} 0,0,0,1,1,1,1,2,2,0,2,3,3,1,0,2,0,0,1,0,1,1,2,1,0,2,0,2,1,0,1

{4,10,11} [ 0,002,111

{4,9,10,11} | 0,0,0,1,1,1,1,0,2,2,2,1,3,3,0,0,2,4,1,1,0,0,0,2,1,1,1,0,0,2,2,1,1,3,0,0,2,2

{2,3,9,11} | 0,1,1,2,0,0,1,1,2,2,3,3,0,2,1,3,3,0,0,1,1,2,0,3,1,2,2,4,3,3,0,2,1,3,0,0,1,1,2,2,0,3,1,2,2,3,3,0

Tabela 1. Wartosci Sprague-Grundy’ego dla wybranych zbioréow K w grze Nim(n,K). Pogrubione zostaly liczby
z poczatku i konca okresu.

2.7. Gra nierozwiazana, nie liczac skoinczonej liczby przypadkéw

Jezeli mamy do czynienia z gra stronnicza, to wartosci Sprague-Grundy’ego nie da si¢ okreslic. W
kazdej sytuacji, ktéra powstanie w takiej grze, istnienie strategii zwycieskiej nie bedzie bowiem zalezeé¢
tylko od tego, czy na gracza przypada ruch, ale réwniez od tego, ktéry to gracz. W grach stronniczych
graczy bedziemy nazywacé lewym i prawym celem ich rozr6znienia.

Przy rozwigzywaniu gier stronniczych pomocne okazuja sie tak zwane wartosci gry 1 V(I'). Beda to
liczby (i nie tylko), ktoére beda przyporzadkowane kazdej sytuacji I’ w grze (zauwazmy, ze sytuacja w
trakcie gry sama w sobie moze by¢ traktowana jako poczatek pewnej gry) oraz speklmiaja nastepujace
Warunki:

1. Jezeli warto$¢ jest dodatnia, to gracz lewy posiada strategie zwycieska, a jezeli ujemna, to gracz
prawy posiada strategie zwycieska.

W teorii gier warto$é¢ gry najczesciej oznacza tez wyplate gracza pierwszego w dwuosobowej grze o sumie zero w
stanie rownowagi wedtug Nasha. W tym artykule nie bedziemy uzywaé¢ wartosci gry w tym kontekécie, dzieki czemu kolizja
oznaczefi nam nie grozi.
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2. W grze I'y, w ktoérej gracz prawy nie ma mozliwego ruchu, a gracz lewy po jedynym mozliwym
ruchu doprowadza do korica gry, V(I';) = 1.

3. Wartoé¢ gry réwna 0 bedzie przyporzadkowana grze, w ktérej gracz, ktory nie zaczyna, posiada
strategie zwycieska.

4. Dla dowolnych gier I'y, I's, T,

V() =V([y) <= V(I ol)=V(Iyol).

5. Jezeli wartosci V(T'y) 1 V(T'2) sa liczbami rzeczywistymi, to

V(@) =V () + V(D).

Dzieki Warunkowi 4, gry o takich samych wartosciach gry jako skladniki sum gier beda nierozréznialne
pod katem poszukiwania graczy, posiadajacych strategie zwycieskie w sumach gier.

Wyznaczymy warto$é gry I's, w ktérej gracz lewy nie ma mozliwego ruchu, a gracz prawy w jednym
ruchu doprowadza do konca gry. Jezeli gra I'; spelnia Warunek 2, to w grze I'y @ I's kazdy z graczy
moze wykona¢ dokladnie po jednym ruchu. Stad ta gra zakonczy si¢ wygrana gracza drugiego, wiec
V(I ®T2) =01z Warunku 5, V(I';) = V(I & T2) — V(I'1) =-1.

Gra, w ktorej kazdy z rozpoczynajacych graczy ma strategie zwycieska, nie jest korzystniejsza ani dla
lewego, ani dla prawego gracza. Jej warto$¢ nie powinna wiec by¢ ani dodatnia, ani ujemna. Nie moze
tez by¢ réwna 0, bo ta warto$¢ juz zostala zarezerwowana dla gier korzystnych dla gracza nierozpoczyna-
jacego. W ten sposéb okazuje sie, ze zbidr liczb rzeczywistych nie wystarczy nam do okreslania wartosci
gier! W dalszej czedci pracy poznamy wybrane nierzeczywiste wartosci gry.

Przez {a1, a2, |b1,ba, .-} oznaczaé¢ bedziemy wartos¢ gry, w ktorej gracz lewy w pierwszym ruchu
ma do wyboru kontynuacje, bedace grami o wartosciach a1, as, - - -, a gracz prawy odpowiednio by, b, - - .
Przy ustalaniu doktadnej wartosci gry {a1, az, - - |b1, b2, - - - }, mozemy odrzucié¢ kontynuacje zdominowane
przez inne, czyli wartosci a;, dla ktorych istnieja wieksze wartosci a; (korzystniejsze dla gracza lewego) i
wartosci b;, dla ktorych istnieja mniejsze wartosci b;/ (korzystniejsze dla gracza prawego). W ten sposob
np. {—2,1,3]0,1,5} = {3]0}.

Aby zaprezentowaé rézne wartosci gry na przyktadach, poznamy kolejng gre stronnicza:

Gra 7. Dominacja; jest to gra, réznigca sie od gry Upakowanie tym, ze jeden z graczy (tutaj zwany
prawym) moze ktasé domina tylko poziomo, a jego przeciwnik (lewy) tylko pionowo.

Gra dominacja jest przykltadem gry nierozwigzanej nawet dla stosunkowo niewielkiej liczby pol, do-
stepnych na poczatku gry.

Jej rozwiazywanie sprowadza sie gléwnie wyznaczaniu wartosci gry dla réznych uktadéw pél, co uczy-
nimy dla pewnej liczby sytuacji w grze dominacja. Przy okazji zobaczymy, jak zréznicowane moga by¢
wartosci gry.

Dalej ,,gra” bedzie oznaczaé gre dominacja o wybranym ukltadzie dostepnych pél dla obu graczy, a
wygrywa gracz n-ty”’ znaczy¢ bedzie, ze gracz n-ty posiada strategie zwycieska.

e W grach [ oraz (L& B rozpoczynajacy zawsze przegrywa - stad wartosci tych gier sa rowne 0.
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e Zauwazmy, ze w grach (1] oraz [T 1], jegli rozpocznie gracz prawy, to doprowadzi do gry o

wartosci 0. Gracz lewy nie ma w ogéle mozliwosci wykonania zadnego ruchu wiec wartosé gry
mozemy zapisa¢ jako {|0}. Poniewaz wcze$niej ustaliliSmy, ze warto$¢ takiej gry bedzie rowna —1,

wiec —1 := {|0}. Analogicznie, wartosci gier B oraz E sy rowne 1.

Nietrudno zaobserwowac, ze gra [(LT1]® B @ B jest gra, w ktorej wygrywa gracz drugi. Stad jej

warto§¢ wynosi 0. Wtedy z Warunku 5, V(LT ]) = 0—2.- V(L)) = —2. Zauwazmy tez, ze w grze
LI TT1 po ruchu gracza prawego moga powsta¢ gry L 1 1lub [] [ o wartosciach odpowiednio
—11 0. Mozemy wiec tez zapisa¢ {| — 1,0} = —2.

Analogicznie, prostokatne plansze sktadajace sie z jednego wiersza (lub jednej kolumny) zawieraja-
cego 2k lub 2k 4+ 1 kwadratéw odpowiadaja wartosciom gry —k (odpowiednio k).

W grze Eb zawsze zZwycCiezy gracz rozpoczynajacy gre (juz po jego pierwszym ruchu przeciwnik

nie bedzie mogl wykonaé¢ zadnego ruchu). Dlatego mozemy zapisa¢ V ( ) = {0|0} i ta gra bedzie
mie¢ przyporzadkowana nierzeczywista wartosé gry. Oznaczamy ja * = {0/0}. Wartos¢ ,,gwiazdka”
bedzie wieksza od kazdej ujemnej i mniejsza od kazdej dodatniej wartosci gry (ale jednoczesnie
rozna od zeral).

Najpierw zauwazmy, ze w grze @j & 1] wygra gracz prawy, wiec musi mie¢ warto$¢ ujemna.

Wartoéé¢ gry @j wynosi {—1,0]|1} (czyli po uproszczeniu {0|1}), a sama gra jest kolejna gra,
korzystniejsza dla lewego gracza (posiada on zawsze strategie zwycieska). Dlatego jej wartosé {0[1}

musi nalezeé¢ do przedziatu (0,1). Czytelnik moze sprawdzié, ze V( @ @ D:]) = 0. Teraz
z Warunku 5 wynika, ze 1 = {0|1}.

Istnieja gry o wartosciach, bedacych dowolnymi liczbami diadycznymi 2. Przyktadowo

[]
V( L1) = 2. Przez to V( [l@[[”):ioran( H@ED):—%.Mozna

sprawdzié, ze pierwsza z tych gier jest zwycieska dla gracza lewego, a druga dla gracza prawego.

Sposrdd liczb rzeczywistych, tylko liczby diadyczne moga by¢ wartosciami gry.

Juz poznaliSmy jedna nierzeczywista warto$¢ gry: . Dalej poznamy kolejne.

o W grze EB zawsze wygrywa gracz rozpoczynajacy ale wartosé tej gry ({1, —1}) nie moze by¢ rowna

*! Inaczej mielibysmy V' ( & L] ) =V( & L] ) lecz w pierwszej grze wygrywa gracz
pierwszy, a w drugiej prawy. Stad mamy kolejng wartos§¢ gry, rézna od poprzednich. Oznaczamy ja
1]—-1:={1 -1}

2Liczby diadyczne to liczby postaci &2, gdzie p,i € NU {0}

21
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e W analogiczny spos6b mozemy znalezé¢ kolejne, r6zne miedzy soba, nierzeczywiste wartosci gry
a| — b := {a| — b}, gdzie a,b sa nieujemnymi, rzeczywistymi warto$ciami gry. Przyktadowo

V( EEP )=0|—1,aV( [@3 ) = 2| — 2 i nie sa one réwne zadnej z poprzednich wartosci.

o W grze EEEB po jedynym ruchu gracza lewego powstanie gra I I ] o wartosci —1. Jesli rozpocz-

nie gracz prawy, to po jego ruchu moga pojawic¢ sie gry L L] [ ]lub [H Juz wiemy, ze ich wartosci
sa rowne odpowiednio —1, 1, . Stad mozemy jej wartosé zapisac¢ najpierw jako {—1| — 1,1, x}. Po
eliminacji stabszych wyboréw, wartosé jest rowna {—1| — 1} i jest ona rézna od poprzednich war-

tosci gry. Nie jest to miedzy innymi —1 poniewaz w . gracz pierwszy wygrywa, a o

grze (L& wiemy juz, ze ma wartos¢ 0. Wartosé¢ {—1| — 1} jest nazywana ,przesunieciem o 1
na korzy$¢ prawego wartosci x = {0/0}” i oznaczamy ja —1x. Podobnie, ax = {ala}. Wartosci ax
wprawdzie nie sa rzeczywiste, ale jesli a < 0, to uwazamy je za ujemne, a jesli a > 0, to za dodatnie.

W tym momencie przedstawimy inny sposéb uproszczenia niektérych zapiséw wartosci gry, ktérego dowod
znajduje sie w [2].

Twierdzenie 4. (o upraszczaniuv). Niech a,b bedq rzeczywistymi (diadycznymi) wartosciami gry i niech
a < b. Wtedy {a|b}, {ax|b}, {a|bx}, {ax|bx} sq réwne najprostszej liczbie diadycznej z przedziatu (a,b),
gdzie:

— nagprostszq liczbg diadyczng jest 0.

— Niech I, 5 bedq skroconymi utamkami. Wtedy:

— jezelii < j, to % jest prostsza od %;

— jezeli i = j, to prostsza jest liczba blizsza zeru.

W zbiorze liczb diadycznych tylko liczby rézniace sie jedynie znakiem sa nieporéwnywalne pod wzgle-
dem ,prostoty”. Nie przeszkadza nam to jednak w jednoznacznym okreleniu wartosci gry.
%|%}. W przedziale (1%, %), wszystkie liczby diadyczne oprocz
posta¢ %, gdzie i > 2. Stad najprostsza z nich jest 35 i {{5|12} = 3. Inne przyklady:

3

Przyktadowo, uprosémy { 57 maja

25 15, 1

3,7
—2/5} = 1|4} =2 —2=-%x} =1 ——|—-=}= .

Czy poznaliémy juz wszystkie mozliwe wartosci gry? Nie!

e Gra ma warto$¢ {O0|x} 1 jest korzystniejsza dla gracza lewego, ktory wygrywa, bez wzgledu na
to, na kogo przypada ruch. Powinna wiec mie¢ warto$¢ dodatnia. Jednak jej suma z dowolng gra o
wartosci ujemnej daje gre, w ktorej gracz prawy ma strategie zwycieska. Przy naszych zalozeniach
powinna mie¢ wiec warto§¢ dodatnig ale... mniejsza od dowolnej rzeczywistej wartosci dodatniej!
Dlatego wprowadzié¢ trzeba nowy symbol: 1:= {0|x}. Analogicznie, := {x|0}.
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e Mozemy nieco powiekszy¢ warto$¢ 1 i jednocze$nie nadal moze by¢ ona mniejsza od dodatnich liczb
rzeczywistych. Tak bedzie w przypadku sumy n gier o wartodci . Wartosé takiej gry oznaczamy
Tn- Wartosci 1, uznajemy za dodatnie a , |, za ujemne.

Jak widaé, opis wszystkich wartosci gry jest bardziej skomplikowany, niz mogloby to wygladac¢ na pierwszy
rzut oka. Ze wzgledu na rosnacy poziom trudno$ci odnajdywania kolejnych wartosci, tym momencie
pozwolimy sobie zakonczy¢ ich prezentowanie. Zreszta, do dnia dzisiejszego opis wszystkich wartosci gry
nie zostal zakoriczony.

Ksiazka Winning Ways for Your Mathematical Plays [2] jest doskonalym zrodlem wielu nieopisanych
tutaj warto$ci gry. Naleza do nich miedzy innymi {1 | 1}, {0| 1}, {0, %|0, x} i wiele, wiele innych.

Ogolnie, wyznaczanie wartosci gry stronniczej polega najpierw na wyznaczaniu wartosci gry we wszyst-
kich sytuacjach w grze, az do finalnego wyznaczenia wartosci samej gry. Jesli gre mozna przedstawié¢ jako
sume gier, ktérych wartosci gry sa znane, to warto$¢ samej gry jest réwna sumie wartosci gier, wystepuja-
cych w sumie. Dla niezbyt wyszukanych wartosci gier, obliczenia sa proste. Przyktadowo, gra z Rysunku
3 jest suma pieciu gier o wartosdciach: 0, x, —1 i dwukrotnie % Jej wartos$¢ gry wynosi

1 1
V(I‘)—0+*—1+§+5—*.

Oznacza to, ze w tej grze wygrywa gracz pierwszy.

Rysunek 3. Szare pola sa juz zajete.

Rozszerzeniem zbioru liczb rzeczywistych sg liczby nadrzeczywiste (mozna si¢ wiecej dowiedzie¢ na
ich temat z Ksiegi Liczb [4]), do ktorych naleza niektére nieliczbowe wartosci gry (jak 1,, 4n). Z kolei
wartos¢ x nie jest liczba nadrzeczywista. Same liczby nadrzeczywiste sa zbiorem uporzadkowanym liniowo
3. Wartoéci gry jednak nie sa uporzadkowane liniowo: nie da sie poréwnaé 0 i *.

Na koniec poznajmy jeszcze jeden przykltad gry stronniczej, pokrewnej stynnemu problemowi: czy da
sie zawsze pokolorowaé¢ panstwa na dowolnej politycznej mapie, co najwyzej czterema kolorami, w taki
spos6b, aby panstwa pokolorowane tym samym kolorem nie graniczyty ze soba. Komputerowy dowdd
prawdziwosci tego faktu zostal zaakceptowany w 2004 roku ale nadal nie istnieje dowdd bez wspomagania

numerycznego.

Gra 8. Col; dwdch graczy na przemian koloruje jeden obszar (parstwo, wojewddztwo itp.) na danej mapie
politycznej w taki sposdob, aby Zadne pokolorowane w tym samym kolorze obszary nie graniczyly ze sobq.

3Zbiér nazywamy uporzadkowanym liniowo, jesli kazda pare jego elementéw mozna poréwnaé ze soba; to znaczy stwier-
dzi¢, ktory z nich jest wiekszy albo czy sa sobie rowne
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Kazdy z graczy ma do dyspozycji jeden wtasny kolor. Gracz, ktory nie moze pokolorowaé Zadnego obszaru
zgodnie z podanymi zasadami, przegrywa.

W samej definicji celowo unikaliémy jezyka teorii graféw - dziedziny matematyki idealnej do wy-
korzystania w badaniu gry col. Wspomnijmy jedynie, ze kazdej mapie politycznej odpowiada pewien
schematyczny rysunek, tak zwany graf sgsiedztwa: kazdemu panstwu przyporzadkowany jest wierzcho-
tek (oznaczany jako punkt lub okrag), a dwa rozne wierzcholki sa potaczone krawedzig, jezeli panstwa
reprezentowane przez te wierzchotki granicza ze soba.

Gra col jest stronnicza, poniewaz w czasie gry moga pojawic sie obszary, ktére moze pokolorowaé tylko
jeden z graczy (jesli przeciwnik juz pokolorowal ktorys z sasiednich obszaréw). W okregu reprezentujacym
taki obszar bedziemy pisa¢ % (R), jesli nie moze by¢ pokolorowany przez gracza lewego (odpowiednio,
prawego).

Przyjrzyjmy sie warto$ciom gry col dla paru najprostszych ,map”.

Oczywiscie V ( )=V(0) =0, V( ) = *.

W grze zwyciestwo moze sobie zapewni¢ gracz prawy. Zauwazmy, ze
v( T (v v () = 101y = -3 staa
v( )} = (-3 =0

N|—=
N|—=

Twierdzenie 5. W grze col warto$é gry w dowolnej sytuacji nalezy do zbioru S = {a,ax : a € R}.

Dowdd. W grze col wykonanie ruchu powoduje obnizenie szans na wygrana gracza, ktéry wykonat ruch -
liczba dostepnych obszaréw do kolorowania mogta mu ubyé¢. Dlatego dla dowolnej sytuacji F' w grze col,
dowolnej sytuacji powstalej z F' po ruchu gracza lewego (F) czy gracza prawego (Fp), V(FL) < V(F) <
V(Fp).

Niech V(Fr) € SiV(Fp) € S.

Jezeli V(Fp) < V(Fp), to z twierdzenia o upraszczaniu, V(F') € S. W pozostalych przypadkach, dla
dowolnej liczby diadycznej a:

jezeli V(FL) =V (Fp) = a, to V(F) = {ala} = ax € S,

jezeli V(FL) =V (Fp) = a*, to V(F) = {ax|ax} =a € S.

Poniewaz wartosci V (F), V(Fp) sa uporzadkowane, dlatego niemozliwe jest, aby jedna z tych wartosci
byla réwna ax, a druga a, co konczy dowdd. O

Poczatkowe opcje dla kazdego z graczy sa identyczne, wiec z Twierdzenia 5, warto$¢ gry col jest rowna
{—a,a} (a jest dowolna nieujemna wartoscia gry, niekoniecznie rzeczywista), czyli po uproszczeniu, 0 lub
*. Sama gra col jest nierozwigzana nawet dla stosunkowo nieskomplikowanych map.

Na koniec proponujemy czytelnikowi znalezienie partnera do gry col na aktualnej mapie Europy
(Rysunek 4) i... ogranie go. Powodzenial
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Rysunek 4. Graf sasiedztwa Europy. Krawedzie symbolizujace wspolne granice Polski i Litwy z Rosja zostaly
narysowane w taki sposéb, aby nie przecinaly innych krawedzi. Taki graf, ktéry mozna narysowaé na
plaszczyznie bez przecinajacych sie krawedzi, nazywamy planarnym. Uprzedzajac ewentualne dyskusje
na tematy polityczno - geograficzne, samo okreslenie przynaleznosci poszczeg6lnych paistw do Europy
nie jest jednoznaczne, a w tym przypadku zalezalo jedynie od osobistego wyboru autora.
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