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Streszczenie
W pracy przedstawiono interpretadpstu skgcania walca kotowego z indukowaprzez znaczne
deformacje si§ sciskagcq w ramach teorii hiperspeystaici. Badania déwiadczalne wykonano
reometrem dynamiczneggcinania (DSR). Podano opis wwasci sprezystych lepiszczy
modyfikowanych w ramach analizowanej teorii. Zamm@vano sposOb wyznaczenia funkciji
i parametrow materiatowych relacji konstytutywnedrsprezystaici. Szczegotogvanaliz wykonano
w przypadku lepiszcza modyfikowanego 65/105-60.

WSTEP

Relacje konstytutywne lepiszczy asfaltowyalzazwyczaj formutowane w ramach teorii
matych przemieszcae por. [4]. Niemniej jednak przy wielu procesaclthieologicznych
I eksploatacyjnych mieszanek mineralno-asfaltowylelpjszcze jest poddawane znacznym
deformacjom. Oznacza to konieczaosformutowania relacji konstytutywnych lepiszczy
w ramach teorii dowolnych deformacji. Na przykiastj to istotne w mikro-mechanicznym
modelowaniu kompozytow mieszanek mineralno-asfaltbw{4]. Lepiszcza modyfikowane
polimerami (np. SBS) w zakresie temperatur ekspmahych wykazuj wiasciwosci
sprezyste lepkie i plastyczne [5]. Celem pracy jest optasciwosci sprzystych lepiszczy
modyfikowanych. Ze wzgtu na znaczny zakres rozpatrywanych deformacjigesowana
teoria hiperspizystasci [1-3,7,8]. W ten sposéb opisywane s$ylko procesy czynne
obciazenia, przy statej temperaturze i ustaloneggosci deformacji. Do wyznaczenia funkcji
I parametrow materiatowych hipergpystasci stosowane a wyniki testu skegcania,
wykonane reometrem dynamicznegoinania (DSR), z midiwoscia pomiaru momentu
skrecajacego i sity sciskapcej probk. W celu interpretacji wynikow bada stosuje
Sig rozwigzanie teoretyczne zadania brzegowego niejednorodieéprmaciji skgcania
ze sciskaniem. Istnienie w eksperymencie sigiskapce] jest przejawem tzw. efektu
Poyntinga, co jest charakterystyczne w przypadiperspezystasci [2]. Nalezy juz na
wstepie podkréli¢, ze teoria elementarna skania nie przewiduje istnienia siégiskapcej
probke. Ten fakt dodatkowo uzasadnia koniecgnstosowania teorii dowolnych deformaciji.
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1. TEST SKRECANIA

Badania déwiadczalne przeprowadzono przy zastosowaniu reameéyinamicznego
scinania HAAKE Mars Il. Reometr ten zostat zapro@kany gtdwnie do bada w ktorych
probka w ksztatcie walca kotowego jestinana statycznie adz dynamicznie przy
wymuszeniu momentu sfcajacego ldz kata skecenia [6]. Dodatkowo w reometrze tym
istnieje  maliwos¢ pomiaru sity osiowej towarzyseej skecaniu oraz sterowanie
przemieszczeniowe aldz sitowe przy rozeiganiu. Reometr jest wypagany w komog
termiczra z elektrycznymi elementami grzejnymi, ktére wspafupc z kriostatem
umazliwiaja wygenerowanie zadanej temperaturygdprzebiegu o okionych gradientach
temperatury, patrz fot. 1.

|

Fot. 1. Reometr dynamicznegeinania

Badania przeprowadzono na probkach walcowyétednicy 8 [mm] i wysokéci 2 [mm]

w zakresie temperatur od 10G] do 60 [°C]. W pierwszym etapie do badlavybrano
lepiszcze modyfikowane 65/105-60, dla ktérego wybrgarametry materialowe zestawiono
w tab. 1.

Tab. 1. Wybrane parametry materiatowe oryginalnego leps£5/105-60

Norma modutu zespolonego PG PG

Lepiszcze [MPa] Gorne Dolne
w 20[°C] przy 10 [Hz] [°C] [°C]

65/105-60 2.257 82 -28

W tab.1 zamieszczono wyniki badastandardowych takich jak norma modutu
zespolonego, dolne i gérne PG (temperatury eksptgpte).

Typowe wyniki statycznego testu skania walca z lepiszcza w temperaturze®2][
pokazano na rys. 1. Odpowiednio na rys. la i lkapako moment i sitsciskapca w funkcji
kata skeceniay .
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Rys. 1.Przyktadowe wyniki oraz aproksymacje testwesknia probki o wysolkiei h= 2 [mm] i
promieniua = 4 [mm] w przypadku lepiszcza 65/105-60 w tempewmd T = 20[0 C]

Ksztalt krzywych podanych na rys.1l jest podobnymbzna aproksymowa je
wielomianami i funkcjami pegowymi. Na rys.la i b pokazano wynik aproksymaciji
momentu skicajacego oraz sihgciskapcej funkcjami o postaci:

M =cy+c )" +c)°, F=doy+dy’ +d,p™ +dp*, (1)

gdzie: c,...,d;,n, sa stalymi. W celu poroéwnania podano dwa przypadkiokgymacii.
W aproksymacji (a) rozpatrywano odpowiednio 2 i ®czptkowe wyrazy w (1).
W aproksymaciji (b), ktéra jest doktadniejsza, steaoo funkcje (1). W obu przypadkach do
wyznaczenia statych zastosowano program MATHEMATIGQ#akiet Nonlinear Regression,
czyli metody optymalizacji nieliniowej.

Z elementarnej, liniowej teorii zginania otrzymamy

7H4
M =qy=ﬂo7%=uo%z9, F=0, (2)

gdzie 9 jest tzw. jednostkowym gkem skecenia, czyli interpreta¢jjednej state] w (L)
Natomiast z rozvazania zadania w ramach teorii hipeggystasci wynika, ze wystpowanie

sity osiowej jest tzw. efektem drugiegoedri, co oznaczaze we wzorze (%) powinno by
d, = 0 oraz wyktadniki patg powinny by o jeden wtksze, por. [2] oraz pkt. 3.

2. SKRECANIE WALCA KOLOWEGO Z IZOTROPOWEGO
NIE SCISLIWEGO MATERIALU HIPERSPR EZYSTEGO

Z punktu widzenia teoretycznego problem c¢shknia walca kotowego w zakresie
dowolnych deformacji jest dobrze zbadany w literzgéu Jest to przyktad niejednorodnej
deformaciji, ktéra mze by zrealizowana w kalym izotropowym materiale nieisliwym
[1-3,7,8]. Rozwazanie zadania sktania walca kotowego jest pomocne do programowania
testow ddéwiadczalnych dla materiatdw wykaagych znaczne nieliniowe deformacje
sprezyste. Test mena przeprowadzikontrolupc wypadkow site i moment, ktore dziataj
na podstawy walca sdganego. Wycie w trakcie skgcania prébki sity osiowej wynika
Z istnienia efektu Poyntinga [1].
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Réwnanie konstytutywne izotropowego materiatu reperystego w opisie Eulera ma
nastpujaca posta [3,8]:

¢ =—pl +E1§ +B—1§_l’ (3)
gdzie
= ow ow
= 2—_, = -2— , 4
B or, B o, (4)

7 W:W(I_l,l_z) jest funkcp jednostkowej energii sprystcici. Wyskpujace w relacii
konstytutywnej tensory deformacji izochorycznBj i B™ oraz ich niezmiennikil, i I,
wynikaja z multiplikatywnej dekompozycji tensora gradient@eformaciji F na czs¢
objetosciowa J =defF i izochoryczm F, por. np. [3]. Niezatene niezmienniki deformacji
izochorycznej s zdefiniowane nagpujaco:

I, =trB=trC, I,=trB™=trC™. (5)

Tensory C i B s nazywane odpowiednio prawym i lewym tensorem ipogtznej
deformacji Cauchy’ego-Greena [3]. Przypominamg, w materiale nigisliwym tensor
napezenia Cauchy'egoe jest okrélony z dokladnécia do tensora kulistego. Skalar
wyznaczamy rozwizujac dany problem brzegowy.
W tescie skecania prébka jest walcem kotowym o promierdui wysokaci h

w konfiguracji pocatkowej. Ze wzgédu na wezy niescisliwosci walec take w konfiguracji
aktualnej zachowuje swoje wymiary. Pole niejednogd deformacji w ukfadzie
kartezjaiskim zdefiniowane jest parszymi zalenosciami [1]:

x, = cod9X,)X, —sin(9X,)X,,
X, = sin(@X,)X, +cod9X,)X,, (6)
X; = X,

gdzie skiadoweX, i x okreslaja odpowiednio potgenie castki walca w konfiguracji
pocatkowej i aktualnej, zad jest tzw. jednostkowymatem skecenia walca.

Zadanie brzegowe o deformacji niejednorodnej (6)gadnie jest rozpatrywa
we wspotrzdnych cyIindrycznych(r,c]) ,z) w opisie Eulera, stosag od razu tzw. lokalne
bazy unormowane i sktadowe fizyczne odpowiednicisdedw [8].

Po zastosowaniu definicji tensora deformaBji= FF' i przeksztatceniach otrzymamy
z (6) nastpujace sktadowe fizyczne tensord@®vi B™:

1 0 0 1 O 0
[B]=|0 1+8% or|, [B]*=|0 1 -or |, ii=rez (@
0o o 1 0 —-9r 1+9%?

Deformacja (6) jest deformacizochoryczn, tzn. J = defr = deB = 1 oraz reprezentacje
tensorowB i B™ wg (7) & odpowiednio reprezentacjami tensor@vi B™. Z (7) wynika,
ze
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[ =0,=3+9%2. (8)

Z relacji konstytutywnej (3) i (4) oraz zaleosci (7) i (8) wynika,ze sktadowe fizyczne
tensora naprenia Cauchy’ego (w lokalnej bazie ortonormalnejadki walcowego) dla
kazdego materiatu nigisliwego @ hastpujace:

El +E—1 -p 0 0
[O-ij]= 0 El+E_—l __p+§182r2 B _(E1_§—1)§r ) i,j =r,¢,z, (9)
0 (Bl - B—l)sr B,+B, - p+Bor?

gdzie funkcje materialoweyzalezne odr.

Z (9) wynika, ze zawsze w przypadku materiatow duigliwych mamy nasfpujaca
zaleznos¢ uniwersali (por. [2,3])

O4p —0,, =130,,. (10)

Zauwamy takze, ze jezeli funkcja W jest niezalgna od niezmiennikd, to prawdziwa
jest w przypadku skcanego walca kolejna relacja uniwersalna

GI’I’ = c)-ZZ ! (11)

ktora wynika bezpgednio z (9). Zalenosci (10) i (11) nie mena jednak potwierdzi
doswiadczalnie.

Po zastosowaniu zaleosci (9) oraz rowna réwnowagi w opisie Euleradive =0
i warunku brzegowego w konfiguracji aktualnej zaeymi napezeniami o, na pobocznicy
walca, mana wykazé (postpujac podobnie jak w [1]),ze wyznaczenie nieznanego
mnaznika Lagrange’a sprowadzaesilo rozwiazania wzgtdem r nastpujacego réwnania
rézniczkowego zwyczajnego:

—-R92 d_El dE_l —% =
Ror+ o dr (12)
z warunkiem poczkowym
p(a) = Bl (a) + B—l (a) . (13)

W kazdym przypadku réwnanie (12) z warunkiem (13)zmep rozwazad, jezeli dane g
funkcje materiatowe (4).

Wypadkowa sitaF i momentM dziatapce na denka walca, konieczne do zapewnienia
zatazonej deformacji skicanego walca majposta:

F= 2T[I o, rdr, M= 2T[I 0,,r“dr (14)
0 0

czyli sa funkcjami jednostkowego aka skecenia. Wystpowanie sity normalnej (14)
w zagadnieniu skcania walca kotowego zasadniczo admn@ teorgé hiperspezystasci
od liniowej teorii matych odksztatée(wystpuje tzw. efekt Poyntinga). Sita i moment (14)
w funkcji kata skecenia g wielkosciami mierzalnymi w técie skecania.
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Ze wzgkdu na postarelacji konstytutywnej nigisliwego materiatu hiperspzystego (3)
jak i wynik (9) widzimy,ze istotny jest w zagadnieniu gkania jakéciowy wptyw zarbwno
niezmiennikal, jak i jego sprzzenia z niezmiennikieml, w funkcji W. Jest to wane,
pomimo ze niezmienniki (8) $ w tym przypadku identyczne, ale efektow tych niezna
zauway¢ | pomierzy w tescie skecania (podobnie jak w geie jednoosiowego rozgania),
co wykazano ngidzy innymi w pracy [3].

W pracach [2,3] rozpatrywano m.in. modelu gumy ki jednostkowej energii
sprezystej odksztatcenia izochorycznego w gpsjacej postaci:

w(i,,1,) =%[a1(l_1 —3)+%a2(l_f —9)+%ag(|‘l3 —27)+a,(,-3)+a(i,,-3)]., @5

gdzie a s statymi.
Wypadkowa sitd= i wypadkowy momenv wg (14) maj obecnie posta

%192[6@1 +a, -3a, +2a, +9a,) + 4a%9%(a, + 2a, + 3a,) + 3a'9a,|,

M = ‘]—E;)zB[G(a1 +3a, +0a, +a, +6a,)+ 4a%9%(a, + 6a, + 2a,) + 3a*9*a,).

F=-
(16)

Zauwamy, ze dla: a,=a,=a,= Q a =,f,a, =y,(1-f), gdzie fO(]],
otrzymamy z (16) znane zalesci dla materialu Mooney-Rivlina i neoHooke’d 1), por.
[2]. W najprostszym przypadku hipergpystasci mamy:

F =m0 i M= 3. (17)

Widzimy, ze najprostsza teoria hipergpystasci przewiduje istnienie w feie skecania
walca kotowego sihg¢ciskapcej, czyli inaczej m w teorii elementarnej, patrz (2).

3. WYZNACZENIE PARAMETROW MATERIALOWYCH RELACJI
KONSTYTUTYWNYCH HIPERSPR EZYSTOSCI

W pracy [3] wykazakmy, ze nie ma zadnych podstaw teoretycznych
i eksperymentalnych aby postulotvd/ jako funkcg niezalena od niezmiennikal ,. Nalezy

jednak zauway¢, ze ze wzgtdu na maliwosci pomiaru i dyskusj przeprowadzom
w punkcie 2, zakenos¢ miedzy momentem i &em skecenia mana z dowolg doktadndcia
aproksymowa funkcja materiatovs wynikajaca z nastpujacej relacji konstytutywnej:

(@ o=-pl+p8B, Blzzz—l\fv, 18]

1
gdzieW:W(I_l). Z dyskusji przeprowadzonej w pkt.2 oraz wynikégoretycznych (1)
i (16), wynika, ze zadawalajca aproksymag wynikdw ddwiadczalnych uzyskuje i
stosujc nas¢pujaca zaleznos¢ migdzy momentem agtem skecenia:

M = J,Slb, +a%9%, +a“9%b, |+ 3,d, (ad)". (19)
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Do aproksymacji przyfo na podstawie powgzych rozwaan dwa modele konstytutywne
o funkcjach jednostkowej energii gpystasci (JES) zalenych od pierwszego niezmiennika
deformaciji izochorycznej w postaci:

w(rl):%[(rl_g)%(rl-s)z%(rl-s)a%(rl_s)ns] (20)
w(T,) :%[( B 3)+%(|‘12 —9)+%(|‘13— 27)+%(|‘1— 3%}. (21)

Na rys. 2 zamieszczono dwie uzyskane aproksymacjenbdmaiadczalnych. Krzywa (a)
odpowiada funkcji jednostkowej energii spystasci w postaci (20) albo (21) bez wyrazu

(I_1—3)n3. Z kolei krzywa (b) odpowiada aproksymacji z uverlylieniem tego wyrazu przy

zastosowaniu modelu o funkcji JES w postaci (20) albo (21). Pasamateriatowe do tych
modeli wyznaczone metodami optymalizacji liniowej/nieliniowayraeszczono w tab.2.

1A M (1) 107 [Vm]

1 2 3 4 5 6
Rys. 2.Aproksymacije wynikow badedoswiadczalnych skicania prébki walcowej w przypadku
lepiszcza 65/105-60 w temperaturkze 20[° C] . (a) przy zastosowaniu modelu bez

elementu(T, -3)" w funkcji JES, (b) dla funkcji JES (20) albo (21)

Tab. 2. Parametry materialowe do wybranych modeli hipegsistaici wyznaczone dla lepiszcza
65/105-60

H, [MPa] a a, a, n,
JES (20) befT, -3)" 0.0157 -0.00725 0.0000480 - -
JES (20) 0.0879 0.00398 -0.0000147 -0.695 1.1
JES (21) 0.0654 0.00272 742110 -0.668 1.1

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wyniki i interpretacpiestandardowego testu s&ania walca
kotowego, wykonanego z lepiszcza modyfikowanego 65/105-8@ukowarn przez znaczne
deformacje s# sciskapca w ramach teorii hipersptystcsci. Badania déwiadczalne
wykonano reometrem dynamicznegginania (DSR) z mdiwoscia kontrolowania wart€ci
i predkosci: momentu skycajacego, lta skecenia i sity osiowej. Do interpretacji wynikow
bada doswiadczalnych zastosowano analityczne rezanie zadania skcania walca
wykonanego z nkgisliwego materialu hiperspzystego. Przedyskutowano jalcmowo
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to rozwihzanie i wykazanoze do aproksymacji wynikow baflavystarczajcy jest model
hiperspezystasci bez wptywu drugiego niezmiennika deformacji iaocycznej. Wynika
to z faktu, ze dwa podstawowe niezmienniki deformacji izochongjzs jednakowymi
funkcjami mierzonego w eksperymencigt&k skecenia. Nasfpnie podano dwie propozycje
opisu widciwosci sprzystych lepiszczy modyfikowanych w ramach analizogjateorii
hiperspezystasci. Zaproponowano sposéb wyznaczenia funkcji i petadw materiatowych
relacji konstytutywnej hipersgrystasci. Nalezy wyraznie podkréli¢, ze test skgcania,
podobnie jak test jednoosiowego reagania, nie rozstrzyga teoretycznego zagadnienia, cz
model hiperspyzystasci zalezny jest od drugiego niezmiennika deformacji izogleane.
Dyskusja na ten temat podana jest w pracy [3]iegegkazanoze konieczne jest wykonanie
testow dwuosiowych. W przypadku analizowanego tegteicania uwzgidnienie drugiego
niezmiennika nie zmienia jako aproksymacji (patrz (16)) wynikébw batla
doswiadczalnych.

APPLICATION OF LARGE DEFORMATION
CIRCULAR CYLINDER TORSION TEST FOR
MATERIAL PARAMETERS IDENTIFICATION

FOR HYPERELASTIC BINDERS

Abstract
The paper presents the interpretation of the cacutylinder torsion test carried out for
significant deformation taking into account compigs force induced by this deformation.
Experimental tests were performed using dynami@arshigeometer (DSR). The description of the
elastic properties of modified binders are showrhe frame of theory of hyperelastic materials. In
the paper the proposition of determination of thaction and material parameters of hyperelastic
constitutive models is presented. A detailed amatyas performed for the modified binder 65/105-60.
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