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Streszczenie. W pracy zaprezentowano Kkolejne zastosowania i mozliwosci analizy
dynamicznej obiektow inzynierskich za pomoca czasoprzestrzeni z wykorzystaniem réznic
skonczonych, w ujgciu numerycznym zaproponowanym przez autora. Obiekty te moga by¢
poddane r6znego rodzaju obcigzeniom. Tym razem jest to dzwigar mostowy z pojazdami
poruszajacymi si¢ po nim z okreslong predkoscig. Moze to by¢ jeden pojazd Iub cata ich
grupa. Rozwazania przeprowadzono od ogdlnych rézniczkowych roéwnan ruchu przez ich
uproszczenia wynikajace z przyjetych zatozen dla mostu, do ukladu dwoch rownan
opisujacych jego gigtno-skretne zachowanie si¢. Pokazano przyktady konkretnych
zastosowan tej metody.

Stowa Kkluczowe: mechanika, dynamika, czasoprzestrzen, réznice skonczone, most

Artykut zostat opracowany na podstawie referatu prezentowanego podczas XXI Migdzynarodowej Szkoty Komputerowego Wspomagania
Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji, Jurata, 8-12 maja 2017 r.
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1. WSTEP

Analiza dynamiczna réznego rodzaju konstrukcji z wykorzystaniem
czasoprzestrzeni byla prezentowana przez wielu autoré6w. Pomyst polega na
zastosowaniu przestrzeni czterowymiarowej, gdzie oprocz trzech wymiarow
dodaje si¢ czas jako czwarty. Jednym z ostatnich szerszych uje¢ tego podejscia
bylo zastosowanie przez Zbigniewa Kaczkowskiego formalizmu Metody
Elementow Skonczonych. Wedlug tej koncepcji zostaly wykonane przyktady
z Markiem Witkowskim [6], przez Aldone Gézdz [2], Zbigniewa Kacprzyka,
Wojciecha Cyganeckiego, Jozefa Pelca, Ann¢ Podhoreckg i Ireng Sielamowicz.
W sumie, praktyczne rozwigzania dotyczyty dos¢ prostych zadan technicznych.

Inne numeryczne ujecie czasoprzestrzeni (3D-Time Space Method —
3D-TSM) zostalo zrealizowane po raz pierwszy przy studiach nad dynamikg
budynkéw wysokich prowadzonych w ramach doktoratu Roberta Szmita.
Problemy numeryczne dotyczace jako$ci otrzymywanych wynikéw z programu
komercyjnego MathCAD 2000, w zakresie dynamiki modelu budynku wysokiego,
skierowaly uwageg obecnego autora na czasoprzestrzen, Zdecydowano si¢ na
numeryczne rozwigzanie wykorzystujace Metode Roznic Skonczonych (MRS).
Trojwymiarowa przestrzen uzupelniono tu czwartym wymiarem — Czasem.
Okazalo si¢ ono w petni skuteczne. Jedyng trudnoscig byto tu wlasciwe dobranie
tzw. kroku czasowego.

Niemal rownolegle do prac Roberta Szmita, obecny autor i pomystodawca
metody wykonat liczne przyklady dotyczace obcigzen ruchomych na mostach,
drogach i pasach startowych lotniska. Testowe rozwigzania przeprowadzono dla
modeli pretowych i dla ptyt.

Niektore testy wykonali tez ostatnio studenci teorii konstrukcji, w ramach
obowigzkowych prac domowych [1, 22]. Czes¢ zagadnien wykonali oni rowniez
z wykorzystaniem programéw komercyjnych [22], co pozwolilo porownac
skuteczno$¢ poszczegdlnych metod obliczeniowych i jako$¢ otrzymywanych
wynikow.

2. OGOLNE ROWNANIA ROZNICZKOWE
I ICH MOZLIWOSCI

We wszystkich wspomnianych zadaniach, jak rowniez w doktoracie Roberta
Szmita, wykorzystano bardzo ogoélne réwnania ruchu podane w podreczniku
Jana Obrebskiego [7]. Jest to w sumie uklad czterech réwnan rozniczkowych
drugiego 1 czwartego rzgdu z pochodnymi wzgledem trzech wymiarow
przestrzennych i czasu (1).

Te rownania ruchu uwzgledniajg zarowno drgania swobodne i wymuszone,
jak iich thumienie przez otaczajacy osrodek, w tym grunt, powietrze i wode. Maja
one nastepujacg postac:
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3) —®(K32 = 1akK3) + V5 Ky = O(Ky, = 17,,K5) +V§;3 + 2\/3\73;3 +
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—0"kyg, +V,Kyg =V K s = VoK gy — 07Ky, =03 + §’73 (p,')ds+ Dvps - D,I,g

El150" —K,0"+v,"(M, = Nny,) +V,"(M; + N, ) = [0'(Tr* = 28,M, +2M, +28,B)]'+
~0[1,,0; —m; + Tsals -ms = Q5 = Ky + 2175, Ky =13, Ky = Ko +
+ 2073, K 5 = 130K, = 110 (Vo +V22;2) — 3 (Vs +V32E3)] +
- G)[_Kszz + 215K, — 7722AK3 = Kpga+ 203 pKp3 = U§AKz] - ®[2”2A83m + 273385 = Ly = lgn — ﬂ(’722A + ’l;A)] +
4) -0 Lam = Vo (Ko = 17:,K5) + V5 (Kg, = 1720K5) +V32(K32 —T]ppK3) _\./22("'23 —Tapk2) +

=V [Kps = Mal, + 2V, (23 = g e2) ] + V[, = 1y pcs + 2V (52 = 17, 0 K3)] +

V[ + Sy = 7aa (e + M)THVa[Sy, + Sapp =17, (1 + M)+ VS =V Ly — Ul +
. , N N =t
ViK1, —VoKig, —Vgkigs — Ok, + Ky, — VoK, —ViKyg, — 07K 45 +Q, =

=m'+ {é)( p')ds+Dj - D(Ia +V, (K3 + 773aK) +V22 (’;23 + USAI;Z) =V, (K3, + 150K3) _Vsz (’;32 + 772A7(3) :

Nasze rownania ruchu zawieraja pochodne wzgledem wspolrzednej
n wzdhuz dhugosci belki oznaczone ,,primami” oraz wzgledem czasu, oznaczone
nad symbolami jedng lub dwoma kropkami (pierwsze i drugie pochodne).
W roéwnaniach tych wystepuje szereg oznaczen objasnionych ponizej w kilku
grupach. Pierwsza grupa symboli dotyczy obcigzen zewngtrznych i thumienia.
Sity ciggle wymuszajace:
q" = f p'ds, i=2,3

Ciagle momenty skrecajace i zginajace:
m’ = f Py (17, —17,4)0S _f P, (17, —17;4)ds (2)
m; = if"i pYds, i=2,3
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Réznego rodzaju thumienia drgan:
Q =Q +{m@yds, =23
Q. = §7.Qids —{ 7,Qids + § HQ)-77,4Q5 +71:4Q;
QL =~ 7,Qids — § 7,Q4 + 17,,Q; + 75, Q;

gdzie Q' oraz Q! :§ Q/ds oznacza tlumienie nieliniowo sprezyste i tarcie
suche [7, 21].

Wplyw oporéw lepkich (o wspotczynniku tlumienia C;) oraz
oddziatywania osrodka sprezystego (o statej k;):

K; =§cids , K, =<fkids, =123

Ky = §cin,.ds , Ky = {kimds, i, j=12v(L3)v(23)v(32)

Ky = {c@ds , K, = ifklé)ds,

ry =femnds Ky =fknnds, ij=22v(23vE3 3)
Kiio =fc177icbds . Ky =fk117ic?)ds, i=2,3

Kioo = §Cl((?’)2d5’ Kioo = §kl(é))2ds
Ky =fcn)’ds, Ky=fk(r)’ds, ij=23v(32)

Wplyw bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta (dzwigara) o gestosci p:

= poA, M = {;d A

Som =§p;73d,*6\, Sam =§p;72d'z‘

Som :ifpﬂsgds :ifpﬂadk Sgm = §P772&3 = jfpﬂsz, Sim = §paA)dA “)
Ln =§ P01 AA, 1oy = § p(2,)7 A, | = § P(@)*dA
2om = §P7726?)dA' l3om = §pﬂ3&ﬁA, loam = §P772773dA

Wplyw oddzialywania aero- lub hydrodynamicznego o wspoétczynniku
oporu o$rodka C;

Ei = §Eid8 ' 1=123; Kij = §(_:i77jd3 . 1L, j=23v(32) (5)
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Ogodlne réwnania ruchu (1) opracowano poczatkowo dla potrzeb Teorii
Pretow Cienkosciennych (TPC). Teoria ta publikowana byta juz wczesniej, lecz
w calosci wydrukowana zostata w skryptach [7, 8]. Zawiera ona statyke, dynamike
1 teori¢ drugiego rzedu, w tym statecznos$¢ pojedynczego preta. Po drobiazgowych
badaniach ustalono, ze prety pryzmatyczne moga w tej teorii mie¢ dowolne
przekroje poprzeczne, ztozone z kilku materiatlow, otwarte 1 zamkniete i rzne jego
warunki brzegowe. Uwzgledniono tam rowniez skrecanie preta. Rownania ruchu
preta cienkosciennego wedlug teorii drugiego rzedu (1), [7], uwzgledniaja
dodatkowo interakcje preta z otaczajacym go osrodkiem: gruntem, gazem
(powietrze) i ciecza (np. woda). Przyjeto, ze osrodek moze optywac pret
z pewna predkoscig. Te wlasciwosci o$rodka mozna zadeklarowa¢ odrgbnie
inne dla kazdego z trzech kierunkdéw osi ukladu odniesienia. Dzigki takim
zatozeniom, opracowana teoria moze by¢ stosowana do bardzo wielu zadan.

Po pominieciu wyrazow z grupy (3) oraz Q', Q., D,'h, D,7p2, T, T,
((2) pewne ciagle obcigzenia podtuzne [7]), co jest oczywiste dla dzwigara
mostowego, uktad rownan (1) zapiszemy nastepujaco:

EAY, " 18, — MV, +V,S, +V,S,, +©'S,, —V’K, =—q"

1)
Elav) —Nv, +[O(M, = N7,,) +Q, 1"+, (1 + M) = O(S,, — 15, 11) +
2) UKo + VoV, K+ 0S5 Uy =g =610 = 03 + 1, (1) 05
Elv) —Nv, +[O(M, — N7, ) + Q1"+ V, (1 + M)+ O(S,,, —1,,10) +
3 U3 ies + K3 49,8 = Uy =Vl = 6" Ly =3 + g (p) ds
(6)
El40" —K.0"+v,"(M, = N7y, ) +Vv," (M, + N1, ) - [0'(T,r* - 28,M, +28,M, +23,B)] +
=~ O[5 =Mz +galy = Ma =17, (V; Ke2) =173, (V5 Kca)] +
= O1277,4Sa0 + 213385 = Vo = Vam — 4755 +13)1+
4) = 0", +V2 (k32— ypks) =V (K2s —1pypk2) +

V[V, (12 = 5 k2 )]+ Vo[V, (k52 =17, 03)] +
~V,[Som + Som = aa (pt + M)+ V5[5, + Sy =170 (1 + M)]+V]I.Sa)m _Vglz{;m _vglsm +

=m’ +§(f)( p,')'ds +V22(;23 +7]3A;z)—V32 (;32 +I72A;3)

Wszystkie cztery rownania W (1) i (6) sa ze soba powigzane przez
przemieszczenia V; (w tym poprzeczne — ugigcia) i skrecenia @ wzgledem osi
podtuznej dzwigara.
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Dla potrzeb zadania testowego pominigto: predkos¢ osrodka (wiatru) V;
i opory (lepko$¢) powietrza — wyrazenia z grupy (5) oraz przemieszczenia
i obcigzenia podluzne dzwigara mostowego vy, p;’. Otrzymujemy wtedy dalsze
znaczne uproszczenie tych rownan:

1)V,S;, +V,S,, +©'S, =0
2) EI73\/2“/ - NV; +[O(M, = N7;,) +Q,]"+V, (1 + M) _é(SZm —Tgatd) +

" . ..II w
+V2|3m _V3|23m -0 Iza‘)m =0,

3 El2vy —Nv; +[O(M; — N7y ) + Q"+, (1 + M) + (S, — 1p0t2) + -

" o AT w
+V2|23m _V3|2m -0 |3a3m =05

E150" —K,0","(M, = Nrpy,) +V," (M, + Nig,, ) ~[0'(T,r* = 28,M, + 28,M, + 28,B)]'+

4 W W A
) =0O[1,,0; =Mz +17;,05 —Ms] = O[217,, S5, + 2755 S 5y = 15y = L5y _,U(7722A "”732A)]+

_G)ula)m Vi[85 + S —T1aa (1 + M)+ [Sqp, +Sgpy =11 (g + M=, Ly =Vl g =)'
Nastepnie pominigto gestosé p* ciaglych mas skupionych, zebranych
z obszaru A nie nalezacego do przekroju poprzecznego preta (powtoki),
a stgd M = Syy = Sy = 0 (masy skupione wewnatrz dzwigara M — jako tu
niezidentyfikowane [7]). Pominigto rowniez inne ciggle momenty m =0 i cale

rOwnanie pierwsze, nie majace tu juz sensu. Przyjeto rowniez z powodu braku
wiatru, ze ciggle obciazenie poziome qy =0. Dzwigar drga tylko
w plaszczyznie pionowej pod wplywem obcigzen wywotanych ruchem
pojazdéw, skad v, = 0 oraz M; = 0.

2) [O(M, —N7,) +Q2]"_®(82m —3atd) _V;|23m _(:)"IZ&)m =0

3) ETZVEI.V - NV; +[Qq]"+V, () +®(S3m —2n k) _Vélzm _®"|3(an =0,

ET00" —K,0"v,"(N7,.) [0 (T,r? +28,M, +23,B)]'+ 8)

4) —0[77,,0; +773Aq;v]_®[2772A83m +2130S 50 = o — Loy _/‘(7722A +771§A)]+

w

_éula‘m +V,[S5 =772 (,U)]_Vglsm =m;
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] ]
Symbole Q, = J.q; (V301 Vs )dt i Q= J.Qi (V201 —Va )dt oznaczajgce Wplyw
0 0

danych ciaglych obcigzen podluznych przylozonych do dzwigara (patrz [7]),
beda dalej pominigte.

Ponadto dzwigar mostowy jest symetryczny wzgledem osi pionowej jego
przekroju poprzecznego, skad biegun glowny lezy na osi symetrii tego przekroju
i wtedy 74 = 0, 7734 # 0. Ograniczajgc réwniez analize do teorii pierwszego
rzgdu, pomijamy wyrazy podkreslone.

Podobnie, dla dzwigara mostowego jednorodnego, monosymetrycznego
(wzgledem 08i 773) S, = 1,5, = S = Loy = 17,4 =0

Z uwagi na to, ze o$ glowna przekroju przechodzi przez jego S$rodek
ciezkosci, dla jednorodnego dzwigara mamy dodatkowo

SzzinadA:O! Sem=p S, =0

a stad nasz uktad rownan jeszcze bardziej si¢ uprosci:
2 ~ O(—173018) —O" 1, =0

3 Elv) +9,(0) Vi1, =y )

4) ET&J@IV - Ks®"_®[_|2m =gy _ﬂ(nazA)] Al am = miN

Nalezy pamigtac, ze dla bisymetrycznego PC wykonanego z jednorodnego
materiatu, tzn. gdy p = const, uktady (1, 9) znacznie si¢ uproszczg (w naszym
zadaniu to nie wystapi), gdyz:

Som = Sam = laan =Sam = Sam =Sam =l 2em= lzim =724 =734 =0

Drugie rownanie nie zalezy od sztywno$ci gietnej w plaszczyznie poziome;j
1 z tego powodu zostaje odrzucone. Dwa pozostate rGwnania staty si¢ niezalezne
od siebie. Rownanie trzecie opisuje zginanie w plaszczyznie pionowe;j,
a rownanie czwarte tylko uwzglednia skrecanie dzwigara mostowego.

Ostatecznie w zadaniu testowym przyjeto dwa niezalezne roézniczkowe
réwnania ruchu:
3) Elavy’ +p¥, —Vgl,, =gy

__ ) ) (10)
4) El1:0" =K @"+O[l,, + Iy, + £(17:,)°1-O"1 ;,, =m;"

3. ROZNICOWE ROWNANIA RUCHU DLA OBCIAZEN MOSTU

Jak zapowiedziano juz we wstepie, zastosujemy tu Metode Czasoprzestrzeni
(3D-TSM) z wykorzystaniem Metody Roznic Skorczonych (MRS).
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Podejscie to umozliwia uzyskanie odpowiedzi konstrukcji na praktycznie
dowolne obcigzenia ruchome, pokazujac odksztalcenia ukladu jednocze$nie
w kazdej z rozpatrywanych chwil czasowych. Wada metody jest konieczno$c¢
zaangazowania przy duzych i skomplikowanych zadaniach komputera o duzej
mocy. W zadaniach dotyczacych mostu przyjmowano, ze jest to duzych
rozmiarow belka cienkoscienna o dlugosci L podzielona na ,,n” odcinkéw
0 wymiarze a = Ay = L/n, z punktami podziatu oznaczonymi Kkolejnymi
numerami ,,i”. Dodatkowo, okresla si¢ ksztalt osi ugiecia belki w ,,m” kolejnych
chwilach czasowych o numerze ,,t”.

Dwa rozniczkowe rownania ruchu (10) zostaly w sposoéb formalny
zamienione na operatory rdznicowe, zastgpujac poszczegédlne pochodne, w tym
1 czastkowe, ich odpowiednikami roznicowymi [8]. W ten sposob otrzymano dwa
rébwnania (11), gdzie dolne indeksy oddzielone przecinkiem wskazujg
odpowiednia chwile czasowa i1 punkt podzialu belki. Aktualny punkt
W czasoprzestrzeni jest oznaczony indeksem (t, i). Ten sam punkt ,,i” podziatu
belki w chwili poprzedniej oznaczono (t-1, i), a dla nastepnej (t+1, i). Podobnie dla
chwili czasowej ,t” poprzednie kolejne punkty podziatlu belki oznaczono
odpowiednio (t, i-2), (t, i-1) i nastgpne (t, i+1), (t, i+2). Sposob zamiany
pochodnych na odpowiadajace im operatory roéznicowe czytelnie przedstawiaja
rownania (11), gdzie wprowadzono uproszczone oznaczenie W = V3 jako ugiecie
pionowe belki.

— 1 1
El2 W(Wt,i—z — AW, + 6w —dw, + sz)"’ :u(At)z(Wt—l,i = 2W, + Wy )+
3) 1

=Ly W [WH,H =W g+ Wy +

w
=20y +hw; - 2Wt+1‘i Wi~ 2Wm+1 t Wmm]: Qs

t-1i ti
(11)

Els L(G)m:z -40,;,+60,;-40

(an)

+[|2m+|3m+.u(773A)2]

1
1t ®I‘i+2 )_ K — (®t,i—1 - 2®t.i +®t,i—1)+

" (ag)

1 1
w (G)I—Li - 2®m t ®t+1‘i ) -1 am W [G)HH - 2®m71 t ®t+1‘i—1 t

- 2®t—1,i + 4®t,i - 2®t—1‘i + ®t—1,i+1 - 2®m+1 + ®t+1‘i+1]: m1W

ti+

4)

. . . , . 4
Po przemnozeniu trzeciego réwnania przez &  oraz czwartego przez @' ,
g p =

El, El,
otrzymano nastepujacg posta¢ powyzszych dwoch roznicowych rownan ruchu




Czasoprzestrzen w analizie dynamicznej mostow 117

3) (Wl‘ifZ 1| 1+6W 4Wt|+1+W1|+2)+M( l Li 2W +Wt+1|)
_T[Wt—l‘i—l =Dy Wy 20 AW - 2w +Wt—1,i+1_ZWI,i+1+Wt+1‘i—l]:Q
(12)
4) (®l‘i:2_4®t‘i—l+6®t‘\_4®I,i-1+®l‘i+2) ( ti-1 2® +®m1)+c( t-Li 2® +®t+1|)
_D[®t—l‘\—1_2®I.i—1+®l+1‘i—l _2®t—1‘i+4®l,i_2®l+l‘i ®t 1i+l 2®m1 ®t+1‘i+l]:W
W réwnaniach tych dodatkowo oznaczono:
ua’ a’l, a* (13)
M=—= 1 T=— Q===0
ET,(At) ET,(At) El, °
a’K K a*[l,, + 1 + 2107, |
B=2 s — 5242, o= |—s C-= 2m T T3m - 3a) |,
El, El, ET,(at)
a?l a* (14)
D=— "1 W==—m'
ET,(At) El,

Po przegrupowaniu wyrazow w réwnaniach (12) zapiszemy je w nastgpujacej
postaci:

[Wt—l,i—l(_T)+Wt 1|(M +2T +Wt 1|+1 ]+
3) +lw, 2+W“_1( 4+2T) L (6-2M —4T ) 4w, (= 4+2T )+ w,, [+
[ I+l| l t+1|(M +2T)+WI+1|+1 ] Q

(15)
l®t—1‘i—l( )+®I 1|(C+2D t= 1|+1 J+
+[0,,,+0,,,(-4-B+2D)+0,,(6+2B- zc 4D)+0
+ [®t+1‘i—1 (_ D) t+1,i (C + 2D)+ ®t+1 i\ ] W

4) (-4-B+2D)+0,,,]+

ti+l

Sa to dwa niezalezne rownania. Trzy wiersze tych wzorow opisuja kolejne
chwile czasowe. Wyeksponowano tu funkcje przemieszczen (ugie¢ i obrotow)
oraz ich indeksy dla chwil czasowych t i punktow podziatu i przyjetych wzdtuz
dzwigara mostowego.

Kazde z réwnan roznicowych, a wigc rowniez (15) mozna zapisaé
W nastepujacej postaci [12, 16, 20]:

t+1

C Z(AMZAM }Dr =Q (16)

Dzigki programowi MRS (autorstwa Jana Bogdana Obrgbskiego, 0 objgtosci
tylko 17,5 KB!), zadanie takie mozna zadeklarowaé¢ z klawiatury w systemie
interakcyjnym [8].
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4. ROZNICOWA DYNAMICZNA MACIERZ SZTYWNOSCI
MOSTU

Po zamianie rownan rézniczkowych na operatory réznic skonczonych (15)
i zapisaniu ich dla wszystkich punktow podziatu belki ,,i” otrzymuje si¢
dynamiczng macierz sztywnosci zawierajaca informacje o schemacie dzwigara,
predkosci i polozeniu pojazdéw na moscie dla wszystkich zatozonych chwil
czasowych (tablica 1). Zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu réwnan
algebraicznych liniowych (17),. Jesli do opisu zadania wykorzystuje si¢ wigcej niz
jedno réznicowe roéwnanie ruchu, to wzor (16) uzupeliamy o wptyw czasu (17);

I zastepujemy réznicowo macierzowym roéwnaniem rownowagi wezta 0 postaci
(17)s, [19, 20].

KX:Q’ Cri[Aro +iArA EA](Dr = Qr ! §|:% (W/S +WAEA):|X =q (17)

A=l t-1 LA=1
a) b)
el e=2 e3 ezl
0 A A
X S =2 n=3 n=h n=5 n=b K
.1{ X = / wiil
ne2 / / x
nel / / X x
2 “ XXX
o il % n=s XXX
% % V] n=6 X X
|/ |
RELLALLAT LA IS A 1, 62 43 th t:SK_t')
t=1 X[ X
ts1 te2 =3 =i te5 (a6 _?’ te1 =2 123 t%  ts5 ts6 ‘L x
C)..‘ X|X WX X =2 [ X| XX
v XXX | (XX =2 | XXX
v XXX w IX] X X t=4 XXX
w [ IXIXIX XXX .
e XXX e[ T X1 §<<
e XXX - XX} XX

Rys. 1. Objasnienie sposobu tworzenia tzw. dynamicznej macierzy sztywnosci konstrukcji
a), b) [9, 23, 16] oraz skutek uwzglednienia warunkéw konicowych ¢) [16]

Fig. 1. Explanation of sense for dynamical stiffness matrix a) b) and result of influence final
conditions

Moéwimy wowczas o Metodzie Rownar Réznicowo-Macierzowych (MRRM),
tym razem zastosowanej do czasoprzestrzeni (poréwnaj tablica 5).
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Opis taki

systemu obliczeniowego o hazwie WDKM [19, 20].

Czasoprzestrzen jako metoda komputerowa(3D-Time Space Method [12])
z punktu widzenia numerycznego jest zadaniem dwuwymiarowym [12]. Tam
w kazdym momencie czasowym t rozpatruje si¢ stan réwnowagi konstrukcji
indywidualnie, rys. la. Jednakze dynamiczne rownania ruch konstrukcji zaleza
od trzech kolejnych chwil czasowych, (15),, rys. 1la. Ostatecznie zadanie daje
si¢ przedstawi¢ w postaci (17), rys. 1b, tablica 1.

Tablica 1. Dynamiczna macierz sztywnosci K i wyrazy Q dla belki swobodnie
podpartejm=5,n=51=1

Table 1. Dynamical stiffness matrix K and terms Q for the freely supported beam

implementowano do bardzo zaawansowanego numerycznie

t=1

t=2

t=3

t=4

t=5

X1 | X2 | X3 | Xa | X5 | X1

X2

X3

X4

X5

X1

X2

X3

X4

Xs

X1

X2

X3

X4

Xs

X1

X2

X3

X4

Xs

I]

49714 | 1 0,01

I

40597 -4 | 1

0,01

I3

1,354

Iy

I

1 -4 14,97

0,01

I

0,01 4,97| -

0,01

IF

5,97| -

0,01

I3]

5,97

0,01

Iy

4 15,97

I

0,01

-4

4,97

0,01

I

4,97

I

0,01

I3

5,97| -

I

'
S

5,97| -

I

0,01

4,97

0,01

I

4,97| -

0,01

I

5,97| -4

I3

0,01

I

I

4,97

I]

4,97| -

I

5,97 -

&

1

Iy

5,97

4

I

0,01

4,97

Analiza dynamiczna konstrukcji za pomocg 3D-TSM sprowadza si¢ do
rozwigzania rownania macierzowego (17)1, gdzie K jest nazywana dynamiczng
macierzq sztywnosci, Obrgbski 1 Szmit [9].
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Ma ona liczb¢ wierszy i kolumn N = | x n x m, gdzie | jest liczbg rownan
ruchu opisujgcych zadanie (np. cztery w (1)), njest liczbg weztow (punktow
podziatu belki), m okre$la liczbe rozpatrywanych punktow czasowych
oddalonych od siebie o odcinek czasu At. Kazdy element globalnej dynamicznej
macierzy sztywnosci K  jest tradycyjna macierza sztywnosci K,
o0 wymiarach (I x n) [9]. Jako warunki brzegowe uwzglgdnia si¢ w sposob
tradycyjny sposob podparcia konstrukeji [8] oraz warunek poczatkowy dlat =0
(znany lub réwny zeru) i koncowy (najczesciej jako réznica ,,wstecz”, rys. 1c.
W ten sposob sa eliminowane momenty czasoprzestrzeni dla t = -1 oraz
dlat=m+1.

Stosujac czasoprzestrzen w ujeciu 3D-TSM, mozemy dowolnie dobieraé
kroki dla jednego wymiaru rzeczywistego (belki) czy dla dwu wymiarow
rzeczywistych (ptyty, tarcze) i odrgbny krok w sposob naturalny dla czasu [16].

5. MOZLIWOSCI OPISU KONSTRUKCJI I OBCIAZEN
MOSTOWYCH

Czasoprzestrzen testowano wielokrotnie na réznych przyktadach [9-20].
Jednym z ciekawszych jest ostatnie zadanie studenckie [1, 22] dotyczace mostu
stalowego o przekroju pokazanym na rys. 2.

(- D

Rys. 2. Analizowany przekrdj mostu stalowego, zblizony do rzeczywistego [1, 22]

Fig. 2. Analysed cross-section of the bridge, close to reality

Polecenia podane w szeSciu zadaniach poréwnawczych zaktadaty, ze
dzwigar mostowy jest swobodnie podparty i ma w dwu przeciwnych kierunkach
po 3 pasy ruchu samochodowego o szeroko$ci 3 m, pas rowerowy i pas pieszy,
rys. 2. Dla skrecania na koncach przesta przyjeto zerowe obroty i swobodg
deplanacji. Dzwigar w kazdym zadaniu mial przekr6éj o podobnym rysunku
i trzy obwody zamknigte. W sumie szeroko$¢ dzwigara mostowego wynosi
30 m, przy jego wysokosci 6 m.

W kazdym zadaniu zatozono, ze posrodku jednego z pasow kotowych
porusza si¢ masa 20 t (modelowana jako sita 200 kN). Zatozono dhlugosci
dzwigara L = 50, 60, 70, 80, 90 i 100 m. Grubosci Scian dzwigara nalezato tak
dobra¢ (z doktadnoscig 0,01 mm), aby przy sile nieruchomej ugiecia byly
mniejsze (ale zblizone) od 0,001 L rozpigtosci przesta.

Jako rezultat obliczen nalezato wyznaczy¢ postacie ugiecia i katy skrecenia
przesta pod dzialaniem jadacego obcigzenia z predkosciami: 50 km/h;
100 km/h; 200 km/h; 300 km/h; 600 km/h.
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Nalezato przyja¢ podziat belki do 10 odcinkéw i do 20 chwil czasowych:
w tym 10 dla obcigzenia masg przesta i 10 — gdy masa jest juz poza przestem.
Jak to pokazaty dwie pierwsze oddane prace [1, 22], wykonanie zadania
mimo uchybien i odstepstw od polecen tematow nie nastreczato ktopotow.
Wykonane poprzednio prace, inne niz tu wspomniane, wykazaty duze
mozliwo$ci modelowania konstrukceji budowlanych za pomocg 3D-TSM.
Z uwagi na to, ze zachowanie dzwigaré6w mostowych jest opisywane
w poszczegolnych chwilach czasowych, staje si¢ mozliwe:
— okres$lanie dla kazdego punktu w czasoprzestrzeni innego obcigzenia;
— obcigzenie moze poruszac si¢ z rozna predkoscig, w dowolnym kierunku;
— obcigzenie moze mie¢ charakter staty, tetnigcy, uderzeniowy;
— drgania moga by¢ swobodne i wymuszone;
— jest duza swoboda w modelowaniu warunkéw brzegowych, poczatkowych
1 koncowych;
— dotychczasowe testy dotyczyly roznego rodzaju belek, ptyt i budynkéw
wysokich traktowanych jako cienkoscienne wieloobwodowe wsporniki;
— mozna deklarowa¢ zmienng sztywnos¢ belki lub ptyty.
Do tej listy trzeba doda¢ nowe mozliwosci wynikajace z pokazanych
w tym rozdziale zadan:
— po mos$cie mogg poruszac si¢ cale zespoty obcigzen ruchomych;
— jazda odbywa si¢ po rdéznych pasach ruchu, nawet w przeciwnych
kierunkach;
— mozna opisa¢ zmiang pasow ruchu przez obcigzenia (pojazdy).
Kazdy z wymienionych tu sposobéw opisu zadania wymaga
odpowiedniego naktadu pracy.

6. WNIOSKI Z POPRZEDNIO WYKONANYCH OBLICZEN
POROWNAWCZYCH

Warto tu wymieni¢ przyklady poprzednich obliczen wykorzystujacych
3D-TSM, ich cel i wynikajace z nich wnioski praktyczne. Oprocz zalet tej metody,
wymienionych w poprzednim rozdziale, nalezy zwroci¢ uwage na wiele dalszych,
czasem zaskakujacych obserwacji.

Bez watpienia najpowazniejsza prace wykonal w ramach doktoratu Robert
Szmit, wykazujac przydatno$¢ metody czasoprzestrzeni do analizy dynamicznego
zachowania si¢ budynkow wysokich, traktujac je jako kompozytowy,
wieloobwodowy pret cienkoscienny. Wykorzystat tu cztery rOwnania ruchu.

Zastosowanie do opisu zadan czasoprzestrzeni z wykorzystaniem Metody
Réznic Skonczonych spowodowato daleko idaca dyskretyzacje zadan. W ten
sposob jesteSmy w stanie w kazdym punkcie czterowymiarowej przestrzeni
zadeklarowaé aktualny stan konstrukcji, wraz z jej obcigzeniem w danej chwili
czasowej. Dotyczy to zardwno obcigzen, sztywnosci konstrukcji, jak i jej sposobu
podparcia. Sg to wrecz niesamowicie szerokie mozliwosci.
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Z drugiej jednak strony nalezy pamigta¢, ze i ta metoda ma swoje
ograniczenia. Niektore zagadnienia czekajg na testy. Do ciekawych obserwacji
wynikajacych z juz wykonanych obliczen, czesto o charakterze poréwnawczym,
naleza:

— wplyw wielko$ci masy 1 jej predkosci na odpowiedz konstrukcji — ugiecia,
momenty zginajace,

— zaskakujagce sg obserwacje, jak niewiele rézni si¢ zawarto$¢ macierzy
sztywnosci konstrukcji i dynamicznej macierzy sztywnos$ci, gdy zmieniamy
belke o przekroju pelnym na cienko$cienna, kompozytowa lub spoczywajaca
na podtozu sprezystym,

— zmiana sposobu podparcia i obcigzenia konstrukeji jest tu zadziwiajaco prosta,

— mozliwe jest obserwowanie drgan dzwigara mostowego, gdy ruchome
obciazenie juz z niego zjechato (rys. 3).

Ta lista mozliwosci metody 3D-TSM z calag pewnoscia moze by¢ o wicle
dhuzsza. W pracach [14, 18] poréwnano ugigcia belki mostowej o dlugosci
L = 100m, rys.3. W zadaniu tym przyjeto: E = 20500 kN/cm?
| = 1016260163 cm’, masa dzwigara u = 0,022 695 016 kNs?cm, jego
sztywno$é El = 2,083 333E + 13 kNcm?, a = 1000 cm. Wszystkie obliczenia
wykonano programem MRS przeznaczonym do dydaktyki o objetosci tylko
17,52 kB!

2,00E-01

2,00E-01
0,00E+00
-2,00E-01 ==

Rys. 3. Poréwnanie wykresow ugie¢ belki mostowej obcigzonej masg 100 t
poruszajacej si¢ z predkosciami 36, 180, 360,720 i 3600 km/h [14, 18].
W jedenastej chwili czasowej jadaca masa jest juz poza belka

Fig. 3. Comparison of deflections a bridge girded loaded by mass moving with quoted
above velocities. In eleventh time moment, the traveling mass is out of girder
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7. WYKORZYSTANE PROGRAMY KOMERCYJNE

O stosowaniu programéw komercyjnych do obliczen réznych zadan byta
mowa w poprzednich pracach autora [16, 17] i na ostatniej Szkole
Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji
zorganizowanej w Juracie w 2016 r. Tym razem warto wspomnie¢ Wykorzystanie
w pracy domowej [1] programow: Wolfram Mathematica 10.4 — obliczenia;
AutoCAD 2013 — rysunki; MS Excel 2013 — obliczenia pomocnicze. Ponadto
programem Autodesk Robot Structural Analysis Professional 2016 wykonano
obliczenia charakterystyk przekroju z rys. 2. Wyniki uzyskane z ostatniego
programu sa raczej nieliczne i malo przejrzyste.

8. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

Pokazany w rozdziale 2 sposob wyeksponowania z bardzo ogélnych réwnan
ruchu, uktad dwoch réwnan zorientowanych na konkretne zadanie, byt
wykorzystywany do innych zadan, gdzie istotne byto np. uwzglednienie réznych
interakcji ze sprezystym osrodkiem.

Wart podkreslenia jest fakt, ze stosujac opis w czasoprzestrzeni, gdzie
kolejnym (czwartym) wymiarem jest czas, uzyskuje si¢ w prosty sposob
rozwigzania, ktore przy innych podejsciach sg trudne do otrzymania. Tu mozna
wymieni¢, ze z tatwoscia modeluje si¢ obcigzenia impulsowe, ruchome,
o intensywnosci dowolnie zmiennej w czasie, obcigzenia o dowolnym programie
zarOwno w przestrzeni, jak i w czasie. To samo moze dotyczy¢ problemow
kontaktowych, istnienia i zanikania podpor, oddzialywania o$rodka otaczajacego
pret, dziatanie wiatru z roznych kierunkow itp. Takie mozliwosci jak dotad wydaja
si¢ przy innych podejsciach prawie niemozliwe.

W obecnej pracy zwrdécono uwage na wnioski  wyplywajace
z poréwnawczych obliczen dotyczacych tu przede wszystkim mostow i obcigzen
ruchomych. Na podstawie dokonanych obserwacji wyciagnigto kilka
nastepujacych wnioskow:

e na zachowanie si¢ jezdni drogowych i lotniskowych pasow startowych
oraz mostow widoczny wptyw ma wiele parametréw: poruszajgca si¢ masa

i jej predkos¢, masa drogi lub dzwigara, charakter sprezystego podloza

sposoOb obcigzenia zardbwno w przestrzeni, jak i w czasie,

e mosty ze wzgledu na ich dynamiczne zachowanie powinny by¢
precyzyjnie testowane na rézne obcigzenia ruchome co do ich mas

i predkosci,

e pewne predkosci obcigzajacych mas nalezy okresli¢c jako krytyczne,
powodujace istotng zmiang przemieszczen dzwigara mostowego,

e ugigcia dzwigaréw mostowych pod dziataniem obcigzen ruchomych nie sg
proporcjonalne do ich mas i predkosci,
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szczegblnie na zmiane wielkoSci poruszajacych si¢ mas i ich predkosci sa
czule sily przekrojowe — testowano momenty zginajace,

obecne badania nie objety charakteru interakcji pojazd-podioze
(resorowanie, thumienie),

obliczenia nie objely tez reakcji dzwigara itp. na obcigzenie grupami
pojazddéw oraz budynkéw wysokich.

Autor zwrocit tu uwage na zaproponowang przez siebie czasoprzestrzen

3D-TSM jako na silne i skuteczne narzedzie numeryczne przydane dla wielu
zastosowan drogowych, mostowych i budynkéw wysokich. Przedstawiong metode
powinno da¢ si¢ zastosowal réwniez do analizy desantowych mostow
pontonowych istotnych dla zastosowan wojskowych.
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3D-Time Space in Dynamical Analysis of Bridges

JAN Bogdan OBREBSKI

Warsaw University of Technology
16 Armii Ludowej Street, 00-637 Warsaw, Poland

Abstract. The paper presents next application and possibilities of dynamical analysis
for engineering structures by means of 3D-Time Space Method in numerical edition
proposed by the author with application of finite differences. These structures can be
charged by different kinds of loadings. This time, it is a bridge girder with a car or the
whole group of different carriages moving with certain velocity. The considerations
were taken, starting from general differential equations of motion, through their
simplified versions - resulting from taken assumptions for a bridge, until a set of two
equations describing its bending-torsion behaviour. There are given examples of
particular applications of the method.

Keywords: mechanics, dynamics, 3D-time space, finite differences, bridge



