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WSTęP
Gorczyca biała (Sinapis alba L.) jest rośliną przyprawo-

wą, a nasiona są podstawowym składnikiem musztardy.  Ze 
względu na zawartość substancji czynnych (olejek gorczyco-
wy) są cennym surowcem dla przemysłu spożywczego. 

Nasiona gorczycy białej według Świetlikowskiej [15] 
mają kształt kulisty. Grochowicz [6] uważa, że kształt ku-
listy nasion jest wówczas, gdy podstawowe wymiary (dłu-
gość, szerokość, grubość) są równe. Kształt nasion gorczy-
cy jest uwzględniany podczas projektowania maszyn i urzą-
dzeń wykorzystywanych w produkcji musztard np. obłuski-
wanie nasion  [16]. 

Metody zarządzania nasionami stosowane w przedsię-
biorstwach produkcyjnych, handlowych [1, 2] i w przemyśle 
spożywczym a szczególnie przy robotyzacji produkcji [14], 
pozwalają uporządkować ich dane oraz zidentyfikować ce-
chy geometryczne i strukturalne mające wpływ na parame-
try robocze maszyn i decyzje projektowe wpływające na ja-
kość produktu.  

Do opisu kształtu nasion mogą być wykorzystane metody 
opisu surowców pochodzenia rolniczego proponowane przez 
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W modelu matematycznym do opisu kształtu nasienia gor-
czycy zastosowano krzywą Béziera, którą obrócono wzglę-
dem osi Z układu współrzędnych, a uzyskaną powierzchnię 
skalowano. Krzywa Béziera opisywała linię połowy kontu-
ru wzdłużnego przekroju nasienia gorczycy. Kształt nasie-
nia gorczycy aproksymowano też za pomocą elipsoidy i kuli. 
Opracowany model matematyczny powstały przez obrót krzy-
wej Béziera może służyć do opisu brył 3D podobnych pod 
względem kształtu i podstawowych wymiarów do nasion gor-
czycy. W modelu matematycznym istnieje możliwość zmiany 
wartości długości, szerokości, grubości nasienia oraz współ-
rzędnych punktów węzłowych i kontrolnych krzywej Béziera 
opisującej linię połowy konturu wzdłużnego przekroju nasie-
nia gorczycy.

Key	words: white mustard, seeds, shape, mathematical mo-
del.
The mathematical model to describe the shape of mustard 
seed is used Bézier curve, which is rotated relative to the axis 
Z of the coordinate system, and the subjected to scaling sur-
face. Bezier curve described the mid contour  line of the sec-
tion  longitudinal  of mustard seed. The shape of a mustard 
seed approximated using an ellipsoid and sphere. The ma-
thematical model developed by the rotation of the Bézier cu-
rve can be used to describe the 3D solids are similar in sha-
pe and basic dimensions of the mustard seed. The mathema-
tical model is possible to change the length, width, thickness 
of seed and  coordinates of nodal point , of control points  
Bézier curve describing the mid contour line of the longitudi-
nal section of mustard seed.

wielu badaczy [4, 5, 11, 12]. Ze względu na niewielkie wy-
miary nasion, metody proponowane przez Frączka i Wróbla 
[5] oraz Kęskę i Federa [8] są trudne do praktycznego zasto-
sowania.

Informacji potrzebnych do modelowania 3D obiektów 
różnego pochodzenia dostarcza grafika komputerowa [3, 9]. 
Sprawdzić należy, czy można zastosować inne modele, któ-
re dokładniej niż kula reprezentować mogą kształt zewnętrz-
ny nasion gorczycy białej. 

Celem	 artykułu	 jest	 przedstawienie	 opracowanego	
matematycznego	modelu	opisującego	zewnętrzny	kształt	
nasienia	gorczycy	białej.

METODYKA
Materiałem do badań były nasiona gorczycy zakupione  

w Centrali Nasiennej w Olsztynie. Pomiaru długości, sze-
rokości i grubości wybranych nasion  dokonano za pomo-
cą metalograficznego mikroskopu warsztatowego typu BK 
MWM 2325 z dokładnością do 0,01 mm. Liczebność nasion 
gorczycy w próbach przeznaczonych do pomiarów cech geo-
metrycznych (długości, szerokości i grubości) wyznaczono  



63

przyjmując błędy szacunkowe cech geometrycznych na po-
ziomie 5%. Liczba nasion w jednej próbce wynosiła 400 
sztuk. Analizę statystyczną uzyskanych wyników pomiarów 
przeprowadzono korzystając z programu Statistica Pl, [10, 
13]. Do opisu kształtu połowy konturu przekroju wzdłużne-
go nasienia gorczycy zastosowano krzywą Béziera. Doko-
nując jej obrotu względem osi Z uzyskano powierzchnię ob-
rotową. Do opisu kształtu nasienia gorczycy zastosowano 
też  parametryczne równanie elipsoidy i kuli. Utworzoną po-
wierzchnię obrotową bryły i powierzchnię elipsoidy podda-
no skalowaniu, by kształt był zbliżony do kształtu modelo-
wanego nasienia gorczycy. Wizualizacji wymienionych mo-
deli brył 3D dokonano za pomocą matematycznego progra-
mu komputerowego.

W celu porównania kształtu nasienia z modelami mate-
matycznymi opisującymi kształt nasienia gorczycy wykona-
no nałożone na siebie zrzutowane na płaszczyznę XZ foto-
grafie podłużnego przekroju nasienia gorczycy oraz mode-
li i pokazano je na tle poziomych linii wykresu.  Linie pozio-
me przecinają obraz rzutu modelu i obraz rzutu rzeczywiste-
go podłużnego przekroju bryły nasienia gorczycy. Poszcze-
gólne linie poziome, przecinając się z konturami rzutów, wy-
znaczają długości przekrojów na zaznaczonych poziomach.

WYNIKI POMIARóW
W tabeli 1 zamieszczono charakterystykę statystyczną 

podstawowych wymiarów nasion gorczycy białej. Zawar-
te w tabeli 1 wyniki wskazują, że długość nasion gorczycy 
białej zawiera się od 2,49 do 2,53 mm, szerokość od 2,3 do 
2,34 mm, a grubość od 2,06 do 2,1 mm. Różnica między naj-
mniejszym a największym średnim wymiarem wynosi 0,22 
mm, zatem nasiono gorczycy nie jest podobne ani do kuli ani 
do elipsoidy.

OPIS MODELU 
Macierzowe równania współrzędnych x, z punktów krzy-

wej Béziera połowy konturu nasienia gorczycy mają postać:

     

(1)     

     

(2)

Współrzędne punktów węzłowych i kontrolnych, wystę-
pujących w równaniach (1, 2),  dla krzywej Béziera nasienia 
gorczycy, są zapisane w macierzy 3:  

                

(3)   
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Rys.	 1.	 Kontur	 połowy	 wzdłużnego	 przekroju	 nasienia	

gorczycy.
Fig.	1.		 Contour	half	 of	 a	 longitudinal	 section	 of	 a	mu-

stard	seed.
źródło: Opracowanie własne / Source: The own study

Tabela	1.	Charakterystyka	statystyczna	podstawowych	wymiarów	nasion	gorczycy	białej
Table	1.	 Statistical	characteristics	of	white	mustard	seed	dimensions

Cecha
Parameter

Wartość 
średnia

Mean value
x (mm)

Przedział ufności
Confidence interval Odchylenie stan-

dardowe
Standard devia-

tion
S (mm) 

Błąd szacunku
Standard er-

ror of the esti-
mate

dz (mm)

Minimalna li-
czebność próby 
Minimum sam-

ple size
n (-)

Przyjęta liczeb-
ność próby 

Assumed sam-
ple size

n0 (-)

Współczynnik 
zmienności 
Coefficient 

of variation, 
Thickness

V (%)

mmin
(mm)

mmax
(mm)

Grubość
Thickness (a) 2,08 2,06 2,10 0,1807 0,05 51 400 8,69

Szerokość
Width (b) 2,32 2,30 2,34 0,1677 0,05 44 400 7,24

Długość
Length (c) 2,51 2,49 2,53 0,1891 0,05 55 400 7,53

Średnica 
Diameter (dz)

2,30 2,28 2,34 0,1621 0,05 41 400 7,05

źródło: Opracowanie własne / Source: The own study
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W celu uzyskania powierzchni obrotowej reprezentującej 
nasienie gorczycy należy obrócić krzywą Béziera względem 
osi Z wykorzystując równania: 

               (4)      

               (5)      

                        (6)

gdzie: 

                           
(7)

                         
(8)

i = 0…N                             (9) 

j = 0…N                           (10) 

t = 0…N                           (11)
gdzie: N –  rozmiar macierzy (przyjęto N = 14),
   t, i –  liczba wierszy,
   j –  liczba kolumn.

Wymiary długości a, szerokości b, grubości c, jako war-
tości średnie (tab.1), pochodzące z pomiarów rzeczywistych 
nasion gorczycy zamieszczono w wektorze 12. 

                  

(12)      

W celu uzyskania zadanych wymiarów (a, b, c) modelu 
nasienia gorczycy należy dokonać skalowania równań 4, 5, 
6. Wyskalowane macierzowe równania współrzędnych X , Y, 
Z  punktów węzłowych siatki powierzchni opisującej kształt 
nasienia gorczycy mają następującą postać:

    
(13)

      
(14) 

    
(15)

Macierzowe równania współrzędnych Xe, Ye, Ze punk-
tów leżących na powierzchni elipsoidy aproksymującej 
kształt zewnętrzny nasienia gorczycy mają postać:

          
(16)

           
(17)

              
(18)

Macierzowe równania współrzędnych Xk, Yk, Zk punk-
tów leżących na powierzchni kuli aproksymującej kształt ze-
wnętrzny nasienia gorczycy mają postać:

        
(19)

         
(20)

            
(21)

Przekrój podłużny nasienia gorczycy i jego modele 
kształtu zamieszczono na rysunku 2.

   

  
Rys.	2.	 Przekrój	 nasienia	 gorczycy	 białej;	 jej	 model	

otrzymany	 przez	 obrót	 krzywej	 Béziera,	model	
wyrażony	za	pomocą	elipsoidy,	model	wyrażony	
za	pomocą	kuli.

Fig.	2.		 Cross	 section	of	white	mustard	 seed;	 the	model	
obtained	by	rotation	of	the	Bézier	curve,	the	mo-
del	 is	 expressed	by	means	of	an	ellipsoid	model	
expressed	using	a	sphere.

źródło: Opracowanie własne / Source: The own study

Nałożone na siebie modele 3D nasienia gorczycy przed-
stawiono na rysunku 3.
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Rys.	3.	 Nałożone	na	siebie	modele	nasienia	gorczycy	bia-
łej.

Fig.	3.		 Overlapping	models	of	white	mustard	seed.
źródło: Opracowanie własne / Source: The own study

WERYFIKACJA MODELU
Z rysunku 3 wynika, że między modelami reprezentują-

cymi kształt nasienia gorczycy białej występują różnice pro-
filowe. 

Opracowane modele matematyczne opisujące kształt na-
sienia gorczycy poddano weryfikacji przez porównanie nało-
żonych na siebie rzutów na płaszczyzny XZ podłużnego prze-
kroju nasienia gorczycy i jego modeli (rys. 4). Porównując 
nałożone na siebie rzuty modeli nasienia gorczycy, stwierdza 
się, że model powstały przez obrót krzywej Béziera dokład-
niej niż model elipsoidy i kuli aproksymuje kształt nasienia 
gorczycy. Wymiary podstawowe, jak długość, szerokość gru-
bość, zachowuje model  powstały przez obrót krzywej Béziera  

i model, który reprezentuje elipsoida (wynik skalowania), 
natomiast model reprezentowany przez kulę nie zachowuje 
wymiarów podstawowych nasienia gorczycy. Wyznaczone 
różnice między długościami linii przecinających obrazy rzu-
tów modeli i obraz rzutu podłużnego przekroju nasienia gor-
czycy na zaznaczonych poziomach przekrojów, a także obli-
czony  błąd względny zamieszczono w tabeli 2.

 

Rys.	4.	 Rzuty	 na	 płaszczyznę	 XZ	 fotografii	 podłużne-
go	przekroju	nasienia	gorczycy	oraz	modelu	po-
wstałego	 przez	 obrót	 krzywej	 Béziera,	 modelu	
reprezentowanego	przez	elipsoidę,	modelu	repre-
zentowanego	 przez	 kulę	 pokazane	 na	 tle	 pozio-
mych	linii	wykresu.

Fig.	4.		 Projection	 onto	 a	 plane	 the	XZ	 of	 photographs		
mustard	seed	and	the	model	derived	by	the	rota-
tion	of	the	Bézier	curve,	the	model	represented	by	
the	ellipsoid,	the	model	represented	by	a	sphere	
shown	in	the	background	horizontal	line	graph.

źródło: Opracowanie własne / Source: The own study

Tabela	2.	Różnice	pomiaru	długości	przekrojów	modeli	i	długości	podłużnego	przekroju		nasienia	gorczycy	na	zaznaczo-
nych	poziomach	oraz	błąd	względny	(I	–	model	powstały	przez	obrót	krzywej	Béziera,	II	–	model	reprezento-
wany	przez	elipsoidę,	III	–	model	reprezentowany	przez	kulę)

Table	2.	 Length	measurement		differences	sectional	models,	and	the	sectional	longitudinal	length	of	the	mustard	seed	
at	selected	levels	and	the	relative	error	(I	-	model	created	by	the	rotation	of	the	Bézier	curve,	II	-	model	repre-
sented	by	an	ellipsoid,	III	-	model	represented	by	a	sphere)

Odległość między zaznaczonymi przekroja-
mi nasienia gorczycy i jego modeli

The distance between the selected cross-
sections of mustard seed and its models

 (mm)

Różnice między długościami przekrojów modeli i długościami 
przekrojów nasienia gorczycy na zaznaczonych poziomach
The difference between the lengths  of cross-sectional mo-
dels and lengths of cross-sectional the mustard seed at se-

lected levels (mm)

Błąd względny
The relative error

 (%)

I II III I II III
0,5 0,084 -0,168 -0,163 4,94 -9,88 -9,58
1 0,022 -0,13 -0,158 1,04 -6,17 -7,5

1,5 -0,019 -0,046 0,031 -0,86 -2,09 1,4
2 0,001 0,059 0,388 0,05 3,11 20,47

źródło: Opracowanie własne / Source: The own study
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Błąd względny odwzorowania nasienia gorczycy za po-
mocą modelu powstałego z obrotu krzywej Béziera dla prze-
krojów na poszczególnych poziomach zawiera się od  -0,86 
do 4,95%. 

W przypadku modelu reprezentowanego przez elipsoidę 
(tab.2.) niedokładność odwzorowania wystąpiła w przekro-
jach w odległości 0,5 mm (błąd względny -9,88%) i 1 mm 
(błąd względny -6,17%).  W przypadku modelu reprezento-
wanego przez kulę (tab.2.) niedokładność odwzorowania wy-
stąpiła w przekrojach w odległości 0,5 mm (błąd względny 
-9,58%), 1 mm (błąd względny -7,5%) i 2 mm (błąd względ-
ny 20,47%).  

Z przedstawionych trzech modeli matematycznych mo-
del powstały z obrotu krzywej Béziera może służyć do ge-
nerowania brył 3D podobnych pod względem kształtu i pod-
stawowych wymiarów nasion gorczycy białej. Modele mogą 
być wykorzystywane w inżynierii rolniczej i inżynierii żyw-
ności, tam gdzie jest wymagana duża dokładność odwzoro-
wania.

WNIOSKI
1. Opracowany model matematyczny reprezentowany po-

wierzchnią uzyskaną przez obrót krzywej Béziera po wy-
skalowaniu może służyć do generowania brył 3D zbliżo-
nych pod względem kształtu i podstawowych wymiarów 
do nasion gorczycy białej. 

2. W proponowanym modelu matematycznym parametrami 
sterującymi kształtem są podstawowe wymiary nasienia 
gorczycy (długość, szerokość, grubość) oraz współrzęd-
ne punktów węzłowych i kontrolnych krzywej Béziera 
opisującej linię połowy konturu wzdłużnego przekroju 
nasienia. 

3. Proponowana metoda modelowania może ułatwić od-
wzorowanie kształtów rzeczywistych  nasion gorczycy 
białej i może być stosowana przez projektantów do kon-
struowania separatorów i obłuskiwaczy.
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