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Streszczenie. Omawiam historie i okolicznosci trzech wymienionych w tytule przyznania tej Nagrody Nobla odkry¢:
topologicznego wzoru ,JKNN” dotyczacego catkowitego efektu Halla podanego przez Davida Thoulessa i jego
wspotpracownikow, izolatora Cherna, czyli anomalnego kwantowego efektu Halla oraz role jaka odegral on w p6zniejszym
odkryciu topologicznych izolatoréw niezmienniczych wzgledem operacji odwrdcenia czasu i wreszcie nieoczekiwanego
odkrycia topologicznego stanu typu cieczy spinowej kwantowego tanicucha antyferromagnetycznego utworzonego ze
spinoéw S = 1, ktory stanowil pierwszy przyklad topologicznej kwantowej materii. Powiem tez, jak te pierwsze odkrycia
doprowadzily do powstania niezwykle interesujacej i obecnie wyjatkowo aktywnie rozwijanej dziedziny, jaka jest fizyka
»topologicznej materii”.

Stowa kluczowe: topologiczne stany kwantowe, efekt Halla, faza Berryego, dwuwymiarowe izolatory topologiczne, spinowy
efekt Halla, jednowymiarowe uklady spinéw

Abstract. I will describe the history and background of three discoveries cited in this Nobel Prize: The “TKNN” topological
formula for the integer quantum Hall effect found by David Thouless and collaborators, the Chern Insulator or quantum
anomalous Hall effect, and its role in the later discovery of time-reversal-invariant topological insulators, and the unexpected
topological spin-liquid state of the spin S=1 quantum antiferromagnetic chain, which provided an initial example of
topological quantum matter. I will summarize how these early beginnings have led to the exciting, and currently extremely
active, field of “topological matter””

Keywords: topological quantum states, Hall effect, Berry’s phase, two-dimensional topological insulators, spin Hall effect,

one-dimensional spin systems

Na to, co dzi$ jest znane pod nazwa topologicznych sta-
néw kwantowych materii skondensowanej po raz pierw-
szy natknieto sie okolo roku 1980 przy okazji odkry-
cia calkowitego (Klitzing i inni, 1980), a p6zniej ulam-
kowego (Tsui i inni, 1982) kwantowego efektu Halla
w dwuwymiarowych ukladach elektronéw w urzadze-
niach polprzewodnikowych oraz przy okazji teoretycz-
nego odkrycia oddzielonych przerwa od reszty widma
energetycznego splatanych stanéw typu ciecz spinowa
ukltadow catkowitych spindw — kwantowych taricuchéw
spinowych — (Haldane i inni, 1986). Wystepowanie ta-
kich stanéw krysztaléw tworzonych przez organiczne
taricuchy molekul NENP? zostato p6Zniej potwierdzone
eksperymentalnie (Buyers i inni, 1986). Wspdlng cecha
tych dwdch odkry¢ bylo to, ze byly zupelnie nieoczeki-
wane oraz zdziwienie, jakie wywolaly: wytamywaly si¢

1. Nagrode Nobla z fizyki w roku 2016 podzielili miedzy siebie David
J. Thouless, E. Duncan M. Haldane i J. Michael Kosterlitz. Artykut
jest tekstem jednego z dwoch wykladow wygloszonych z tej okazji
(przyp. red.).

2. NENP to catena-(mu-nitrito)-bis(ethylenediamine)nickel(II) per-
chlorate czyli zwigzek Ni(C2H8N2)2NO2ClO4.

POSTEPY FIZYKI TOM 72 ZESZYT 1 ROK 2021

one bowiem z ustalonych juz zdawatoby si¢ paradygma-
tow fizyki materii skondensowanej (nazywanej dawniej
fizykg ciata statego). Nie bylo od razu widoczne, Ze mie-
dzy tymi dwiema niespodziankami moze istnie¢ jaki$
zwiazek; teraz jednak, zwlaszcza dzigki pracy klasyfiku-
jacej Xiao-Gang Wena (Chen i inni, 2013), rozumiemy,
ze ich wspolnym mianownikiem jest to, iz wystepuja
w nich splatane ,topologicznie nietrywialne” stany ma-
terii, ktore réznig sie zasadniczo od wczesniej znanych
jej stanow topologicznie trywialnych i ze to wlasnie jest
gléwnym zrédtem ich nieoczekiwanych wtasciwosci.
Topologia jest dzialem matematyki wykorzystywa-
nym pierwotnie do klasyfikowania ksztaltow tréjwymia-
rowych obiektow takich jak pitka futboléwka, pitka do
rugby (lub amerykanskiego futbolu), kule, kubki do
kawy (bez ucha), ktdre sa ,topologicznie trywialnymi”
powierzchniami bez otwordw oraz takich jak bajgle, cia-
sto paczka, precle i filizanki do kawy z uszkami, ktére
sa przyktadami ,,nietrywialnych” powierzchni z jednym
lub wiecej otworami. Mrowka poruszajaca sie po takiej
»hietrywialnej” powierzchni moze obej$¢ zamknieta pe-
tle (czyli przej$¢ droge zaczynajaca si¢ i konczacg w tym
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samym punkcie), ktora nie moze zosta¢ $ciagnieta do
[dowolnie]® matego kéteczka wokdt jednego punktu po-
wierzchni. Pierwotne idee topologii zostaly przez mate-
matykow znacznie uogdlnione i uczynione abstrakcyj-
nymi, ale zasadnicza idea, ze pewne rdzne obiekty sg fo-
pologicznie rownowazne, jedli tylko moga by¢ w sposéb
gtadki przeksztalcone jedne na drugie, pozostaje wcigz
ta sama. Kluczowg ideg jest tez to, ze rézne topologiczne
[typy obiektow] sa klasyfikowane liczbami catkowitymi,
takimi jak liczba otworéw powierzchni, ktdre nie moga
zmienia¢ si¢ w sposéb ciagly.

Z kolei splatanie jest jedna z zasadniczych cech
mechaniki kwantowej. Polega ono na tym, ze jesli
stan ukladu jest reprezentowany przez stany kwantowe
jego poduktaddw (jest tak zazwyczaj, gdy ukiad sklada
sie z kilku przestrzennie rozdzielonych czegsci), to po-
miar jakiej$ wilasciwosci jednego z tych podukladéw
wplywa na stan pozostatych. Topologia topologicznych
stanéw materii uhonorowanych ta nagroda Nobla jest
bardziej abstrakcyjna niz [topologia] ksztaltu obiektéow
codziennego uzytku takich jak futboléwki i filizanki do
kawy. Rozrdznia ona bowiem typy kwantowego splgta-
nia, ktére nie moga by¢ w sposéb gladki przeksztal-
cone jeden w drugi przy warunku zachowania pewnych
symetrii. Typ splatania stanu kwantowego jest topolo-
gicznie trywialny, gdy moze by¢ w sposéb gladki prze-
ksztalcony w stan, w ktérym kazda czes¢ ukladu jest
w niezaleznym stanie, tak iz pomiar wykonany na jed-
nej cze$ci nie wplywa na stan pozostatych czesci (taki
stan calego ukladu nazywa sie stanem iloczynowym). W
przypadku kwantowych ukladéw spinéw (wykorzysty-
wanych jako modele teoretyczne niemetalicznych mate-
riatéw magetycznych) okazalo sie, ze niemal wszystkie
wczesniej przewidziane teoretycznie ich stany byly topo-
logicznie trywialne i z tego powodu nie obserwowano
zaskakujacych wlasciwosci standéw topologicznych nie-
trywialnych.

Troche czasu zajeto zanim powszechnie zrozumiano,
ze dzieki tym odkryciom miata si¢ wyodrebni¢ szeroka
klasa nowych ,topologicznych stanéw materii”. Pierw-
szym kamieniem milowym na tej drodze bylo odkrycie
przez Davida Thoulessa i jego wspotpracownikéw: Ma-
hito Kohmoto, Marcela den Nijsa i Petera Nightinghale
(TKNN) waznego wzoru (Thouless i inni, 1982), w ktd-
rym rychlo fizyk matematyczny Barry Simon (Simon,
1983) rozpoznal po prostu niezmiennik pierwszej klasy
Cherna wystepujacy w abstrakcyjnej matematycznej to-
pologii tzw. wigzek wldknistych o grupie strukturalnej
U(1) i wistotny sposdb wigzacy sie z postepujgcym row-
nolegle w owym czasie rozwojem badan nad tzw. adia-

3. Teksty w nawiasach kwadratowych dodat ttumacz z uwagi na zbyt
zwiezly, a czasem wrecz niezrozumiaty jezyk oryginatu (przyp. red.).

batyczng fazq kwantowg odkryta w roku 1983 przez Mi-
chaela Berryego (Berry, 1984). Poniewaz przedstawiam
tu takze cze$¢ nagrodzonej Noblem pracy Davida Tho-
ulessa, powiem o tym w moim wyktadzie najpierw i za-
czne od kwantowego efektu Halla, za ktory zostaly juz
przyznane dwie nagrody Nobla (w roku 1985 i 1998).

Elektrony o fadunku e uwi¢zione na dwuwymiaro-
wej powierzchni, przez ktéra przechodzi pole magne-
tyczne o indukcji B, poruszaja si¢ po okregach zwanych
orbitami Landaua. Zgodnie z mechanikg kwantowg taki
ruch okresowy powoduje powstanie zbioru dyskretnych
poziomoéw energii kazdego z elektronéw. Poziomy te sa
zwane poziomami Landaua. W najprostszym (poétkla-
sycznym) modelu okres T = 27/w, takiego ruchu po
orbicie kotowej nie zalezy od jej promienia i dozwolone
energie pozioméw Landaua s3 takie, jak oscylatora har-
monicznego, tj. (n + 3 )hw,, gdzie . = eB/m, jest tzw.
czestoscig cyklotronowg. Jesli przyjaé, ze powierzchnia
charakteryzuje si¢ translacyjng niezmienniczoscia, czyli
ze zaden z jej punktoéw nie jest wyrdzniony, to energia
kazdego stanu nalezacego do danego poziomu Landaua
jest niezalezna od polozenia srodka orbity i degeneracja
poziomu jest bardzo wysoka (makroskopowa). Liczba
niezaleznych jednoczastkowych stanéw nalezacych do
danego poziomu Landaua jest proporcjonalna do pola
powierzchni A uktadu; w istocie jest ona réwna BA/ @y,
gdzie @y = h/e jest kwantem (Londondéw) strumienia
pola magnetycznego.

Zasada wykluczania Pauliego méwi, ze kazdy nie-
zalezny jednoczastkowy stan kwantowy moze by¢ ob-
sadzony przez nie wiecej niz jeden elektron. Poziomy
Landaua sa troche analogiczne do pozioméw 1s, 2p,
3d,... otrzymywanych w ramach prostego, znanego
z licealnych lekcji chemii, kwantowomechanicznego
modelu atomu. Jednak w odréznieniu od tych atomo-
wych poziomdw, ktore majg odpowiednio 2, 6, 10, ...
dostepnych do obsadzenia standéw, liczba stanéw skla-
dajacych si¢ na pojedynczy poziom Landaua jest olbrzy-
mia (przypuszczalnie rzedu 10'? w rzeczywistych prob-
kach) i zmienia si¢ z przylozonym polem magnetycz-
nym. Poniewaz liczba elektronéw mogacych poruszaé
sie po dwuwymiarowej powierzchni jest w zasadzie usta-
lona, wydaje si¢, ze mozna by dopasowac liczbe dostep-
nych stanéw do liczby elektronéw, dobierajac odpowied-
nio pole magnetyczne, tak by w stanie podstawowym
uktadu catkowicie zapetniony byl jeden lub wiecej pozio-
moéw Landaua, a pozostale byly zupelnie nieobsadzone;
powstawalaby w ten sposob przerwa energetyczna roz-
dzielajaca najwyzszy obsadzony (zwany w chemii kwan-
towej HOMO od ang. highest occupied molecular orbi-
tal) 1 pierwszy nieobsadzony (zwany LUMO od ang.
lowest unoccupied molecular orbital) poziom, co czyni-
toby uklad podobnym do naturalnego (a nie powsta-
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tego w wyniku domieszkowania) potprzewodnika. Przy
takich sztucznych modelowych warunkach proste ob-
liczenie hallowskiej przewodnosci ¢*” ukladu rzeczy-
widcie daloby efekt Halla charakteryzujacy sie uniwer-
salng wartoécig 0 = ne?/h (ktéra zalezy tylko od
statych podstawowych, niezaleznych od materialu oraz
od liczby catkowitej #, tj. liczby catkowicie obsadzonych
pozioméw Landaua), odpowiadajacy temu, co zmierzyt
von Klitzing.

Blad popelniony w takim naiwnym wyjas$nieniu cal-
kowitego kwantowego efektu Halla polega na tym, ze
wymaga ono bardzo delikatnego dopasowania nateze-
nia pola magnetycznego. Tymczasem uwage von Klit-
zinga na ten efekt zwrocita wlasnie jego niezalezno$¢ od
doktadnej warto$ci pola. ,Wlaczal” on pole przyktada-
jac je do urzadzenia, przez ktére przeptywal ustalony
prad (stabilizowany przez zrédlo pradu stalego) i za-
obserwowal, ze gdy uklad osiagal juz stan stacjonarny,
cyfrowy woltomierz pokazywal zawsze to samo napie-
cie Halla miedzy przeciwleglymi bocznymi brzegami
probki z doktadnoscig do wielu cyfr znaczgcych. (Le-
genda méwi, ze von Klitzing w pierwszej chwili pomy-
slal, ze woltomierz jest zepsuty!) Oczywiscie, kazdora-
zowe ,wlaczanie” pola magnetycznego przebiegato tro-
che inaczej, zatem koncowe pole nigdy nie mogto by¢
doktadnie takie samo w kolejnych uruchomieniach eks-
perymentu i z pewnoscia nigdy przypadkowo nie mogto
przyjmowa¢ dokladnie ,magicznej wartosci’, jaka mu-
siatoby mie¢ w podanym wyzej naiwnym wyjasnieniu
efektu. Wielce szczesliwg okolicznoscig bylo to, ze von
Klitzing wlaczat pole magnetyczne utrzymujac ustalony
prad plynacy przez prdobke, a nie wiaczal pradu majac
juz ustalone pole, gdyz wéwczas koincydencja polega-
jaca na takim samym odczycie woltomierza nigdy by sie
nie zdarzyta!

Rzeczywiste probki, nawet gdy sa wzglednie czys-
te, nie odznaczaja si¢ translacyjna niezmienniczoscia,
ktéra powoduje, ze wszystkie stany nalezace do danego
poziomu Landaua majg dokladnie taka samg energie.
Lokalny potencjat elektrostatyczny zmienia si¢ przypad-
kowo od punktu do punktu, zwiekszajac energie elek-
trondéw na jednych orbitach i zmniejszajac energie na
innych, zaleznie od tego jaka ma warto$¢ w $rodku da-
nej kotowej orbity Landaua. Powoduje to pewne posze-
rzenie poziomdw Landaua. Pierwsze proby wyjasnienia
efektu [zaobserwowanego przez von Klitzinga] skupity
sie na skutkach takiego nieporzadku. Ustalono wtedy, ze
jakkolwiek w dwuwymiarowych ukiadach elektronow
wykazujacych tego rodzaju nieporzadek istnieja stany
zlokalizowane, to w obecnosci pola magnetycznego sy-
tuacja ulega zmianie, wowczas bowiem $rodki [wiekszo-
$ci] orbit Landaua wykonujg powolng precesje wokot lo-
kalnego ekstremum potencjatu (jej kierunek zalezy od

tego, czy jest to minimum, czy maksimum); orbity te
odpowiadajg stanom zlokalizowanym. Okazuje si¢ jed-
nak, ze $rodki orbit odpowiadajacych niektérym ener-
giom bliskim $rodka przedzialu energii poszerzonego
poziomu Landaua przemieszczajg sie po torach maja-
cych ksztalt bardzo wydluzonych elips i stany odpowia-
dajace tym orbitom nie s3 juz zlokalizowane, lecz roz-
przestrzenione. W takim obrazie przerwa pomiedzy sta-
nami HOMO i stanami LUMO nie istnieje: maja one
taka sama energie (nazywang energig Fermiego) i, gdy
natezenie pola magnetycznego zmienia sie, energia Fer-
miego przesuwa si¢ tak, by utrzymaé poziomy o niz-
szych od niej energiach catkowicie obsadzone, a te o
energiach wyzszych catkowicie puste. Catkowita liczba
n wyznaczana przez von Klitzinga zmienia sie zas tylko
wtedy, gdy energia Fermiego przechodzi przez wyrdz-
niong wartos§¢, przy ktdrej istniejg stany rozprzestrze-
nione. Wyjaénia to obserwowany efekt w terminach
dos¢ zawilej teorii lokalizacji [stanow], ktdra na pierw-
szy rzut oka nie ma oczywistego zwigzku z topologia. To
co jest tu (dzi$ oczywistg) bardzo charakterystyczng wta-
$ciwoécig topologiczna stalo si¢ jasne, gdy Bert Halperin
zwrdcil uwage na istotng role stanéw brzegowych (Hal-
perin 1982).

l‘
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Ryc. 1. Prosty obraz pozioméw energii wystepujacych w problemie cat-
kowitego kwantowego efektu Halla. Przerwa energetyczna we wnetrzu
probki jest stabilizowana dzigki przechodzeniu przez poziom Fermiego
bezszczelinowego widma energii stanéw brzegowych. (Poziomy energii s3
pokazane w funkgji odlegtosci od $rodka probki majacej ksztatt dysku.)

W obrazie potklasycznym stany brzegowe sa tatwo
widoczne jako tzw. przeskakujace orbity, wykonujace
precesje wzdtuz brzegu ukladu. Dzieje si¢ tak, gdy ko-
fowa orbita Landaua czastki naladowanej musialaby
przeciaé brzeg; czastka odbija si¢ wtedy od niego i prze-
chodzi na inng orbite kolows, tak jak to wida¢ z ryc. L.
W rezultacie wyglada to, jak gdyby orbita czastki wyko-
nywatla precesje w kierunku przeciwnym do kierunku,
w ktorym czastka obiega orbite kotows. Nawet przy
braku nieporzadku wewnatrz probki, tj. gdy kolejne
poziomy Landaua s3 oddzielone od siebie przerwami,
widmo energii stanéw brzegowych ukladu jest ciagte.
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Przechodzi ono przez poziom Fermiego, co umozliwa
przeplyw spektralny, czyli przechodzenie elektronéw ob-
sadzajacych poziomy Landaua we wnetrzu probki do
stanow brzegowych i na odwroét. Eliminuje to koniecz-
no$¢ dokladnego dostrajania warto$ci pola, aby we wne-
trzu probki utrzyma¢ poziomy Landaua ponizej ener-
gii Fermiego calkowicie wypelnione, a te powyzej cal-
kowicie puste. [Poniewaz liczba elektronéw jest usta-
lona,] catkowita liczba [zapelnionych] stanéw nie moze
sie zmieni¢, wiec przy zmianach natezenia pola magne-
tycznego [powodujacych zmiany liczb stanéw poszcze-
golnych pozioméw Landaual, elektrony muszg przepty-
wac z jednego poziomu Landaua do drugiego: stany
brzegowe, ktérych widmo energii nie ma przerwy, sta-
nowig konieczng ,,rure hydrauliczng” laczacg poziomy
Landaua i umozliwiajgcg redystrybucje [zapelnionych]
stanow [miedzy te poziomy] przy zmianach pola magne-
tycznego.

Ryc. 2. Widmo energii elektronéw poruszajacych sie w periodycznej sieci
umieszczonej w jednorodnym polu magnetycznym zwane motylem Ho-
fstadtera. Poziomy energii pokazane sg tu w funkcji strumienia pola magne-
tycznego przechodzacego przez komorke jednostkows. Struktura widma
w lewym dolnym rogu jest niemal taka jaka tworzy uktad zwyklych po-
zioméw Landaua. Kolory, ktérymi zaznaczone sg przerwy energetyczne
rozdzielajace podpasma, odpowiadaja réznym catkowitym liczbom n wy-
znaczajacym skwantowanie efektu Halla w sytuacji, gdy poziom Fermiego
lezy w danej przerwie. (Barwny wykres widma udostepnili D. OsadchyiJ.
Avron)*

Istniejagce w sposdb nieunikniony stany brzegowe,
ktoére transportuja czastki tylko w jednym kierunku do-
okola brzegu [probki] pozwalajg zrozumie¢ stabilnos¢
kwantowego efektu Halla (QHE) jako skutek wptywu
brzegu ukladu. Pozyteczne jest jednak zrozumienie tej
stabilno$ci na podstawie globalnych wtasciwosci wne-
trza ukladu. To wiasnie tu w tej opowiesci pojawia sie
wzoér TKNN znaleziony przez Thoulessa i jego wspot-
pracownikow (Thouless i inni, 1982). Inspiracja dla Tho-
ulessa bylo stynne widmo zwane motylem Hofstadtera

4. Redakcja PF przeprasza za nie najlepsza czytelnos¢ niektorych ele-
ment6w rycin w tym artykule — takiej jakosci ilustracje zawiera ory-
ginalny wyktad udostgpniony przez Nobel Foundation.

(Hofstadter, 1976) pokazane na ryc. 2. Widmo takie
powstaje, gdy na dwuwymiarowej powierzchni, przez
ktorg przechodzi pole magnetyczne, wystepuje perio-
dyczny potencjal. W takiej sytuacji, jesli strumien pola
magnetycznego przechodzacego przez jednostkowa ko-
morke pieriodycznego potencjalu jest liczbag wymierna
postaci p/q (p i g sa tu wzglednie pierwszymi liczbami
catkowitymi, niemajacymi wspolnych dzielnikéw), pro-
blem struktury pasm energii mozna $cisle rozwiazaé.
Rozwigzanie zalezy w bardzo delikatny sposéb od war-
tosci liczb p i g; aby je otrzymac trzeba rozpatrywaé
powiekszong, tzw. magnetyczng komoérke jednostkows,
tj. taka, by przechodzacy przez nig strumien pola ma-
gnetycznego byl catkowita wielokrotnoscia londonow-
skiego kwantu ®y. Wptyw pola magnetycznego polega
na tym, ze kazde pasmo istniejace przy braku pola,
w jego obecnosci rozszczepia si¢ na g podpasm. Zatem
gdy strumien pola przechodzacy przez jednostkowa ko-
morke zmienia warto$¢ od 1/3 do 100/301, to co przy
1/3 bylo jednym podpasmem rozdziela si¢ na 100 znacz-
nie wezszych podpasm, cho¢ strumien pola magnetycz-
nego zmienil si¢ tylko nieznacznie!

Juz wczesniej, dzieki jasnemu argumentowi poda-
nemu przez Roberta Laughlina (Laughlin, 1981), byto
oczywiste, ze jesli przy braku wzajemnego oddzialywa-
nia elektronéw energia Fermiego lezy wewnatrz prze-
rwy energetyczej w ich widmie, hallowska przewod-
no$¢ ¢*” musi, w granicy niskich temperatur, T — 0,
by¢ catkowitg wielokrotnoécia e/®y = e*/2nh. W
dolnym lewym rogu motyla Hofstadtera, odpowiadajg-
cemu sytuacji, w ktorej strumien pola magnetycznego
przechodzacego przez komdrke jednostkows jest bar-
dzo maly, widmo energii elektronéw jest bardzo po-
dobne do widma energii prostych pozioméw Landaua,
tj. sklada sie z bardzo waskich pasm (odpowiadajacych
tylko nieznacznie poszerzonym poziomom Landaua)
poprzedzielanych szerokimi przerwami. W tej sytuacji
liczba catkowita # jest po prostu réwna liczbie zapelnio-
nych pozioméw Landaua. Jednak gdy strumien pola ma-
gnetycznego zwieksza sig, poziomy Landaua rozszcze-
piaja si¢ na majacy skomplikowang strukture uktad pod-
pasm rozdzielonych duzg liczbg przerw, ktore powstaja
i znikaja, w miare jak zmienia si¢ pole magnetyczne.
Pytanie jakie postawili TKNN brzmiato: czym jest de-
finiujaca niskotemperaturowa przewodno$¢ hallowska
liczba catkowita n, gdy poziom Fermiego znajdzie si¢
wewnatrz jednej z takich nowopowstatych przerw?

Chociaz TKNN rozpatrywali magnetyczng (tj. po-
wiekszong) komdrke jednostkowsy, stosowalo sie do
niej twierdzenie Blocha, zgodnie z ktérym elektronowe
funkcje falowe musza by¢ postaci

Wi (1) = (K, 1) €5,
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w ktorej u, (k,r) jest periodyczng funkeja potozenia r
zdefiniowanego w obrebie magnetycznej komoérki jed-
nostkowej (MUC), a k jest wektorem Blocha definiuja-
cym magnetyczng strefe Brillouina (BZ), ktéra w dwdch
wymiarach jest topologicznie réwnowazna torusowi
(ktdry z kolei jest rownowazny paczkowi z dziurg). Wy-
korzystujac fundamentalny wzér Kubo na przewodno$¢
elektryczng TKNN otrzymali nastepujacy wzor

o =51 &5 JuF 0]

Ju’ ou ou’ ou
X)/ k _ d2 n n n n
(k) = /Muc r(akx ok, )

ok, Ok,
Wskaznik n numeruje tu zapelnione elektronami pasma
energii lezagce ponizej poziomu Fermiego. Istotng wta-
$ciwoscia [tego wzoru] jest to, ze catka po magnetycz-
nej strefie Brillouina z kazdej z periodycznych fukeji
F,” (k) jest réwna 27 razy liczba calkowita, co zgadza
sie z wynikiem Laughlina. TKNN zdali sobie sprawe
z tego, ze tak musi by¢, gdyz funkcje F,” (k) mozna za-

pisa¢ w postaci

3 3
xy _ y _ x
FY (9 = 50 A0~ A0,
ou ou,
Al (k) = d? ( el )
n(K) = /MUC " ok~ % ok,

co prowadzi do kluczowego wzoru wyrazajacego prze-
wodnos¢ hallowska w postaci catki po brzegu strefy Bril-
louina (BZB)

Zﬂfz Z 27 515 dkiA, ().

Od Marcela den Nijsa i Petera Nightingale dowie-
dziatem, si¢, ze wlaczenie do ich pracy (w postaci
tylko jednego akapitu) tego waznego jawnego ogdlnego
wzoru (zamiast wzoréw dotyczacych szczegolnego mo-
delu Hofstadtera, ktére byly gtéwnym przedmiotem ich
pracy) bylo, jak sobie przypominajg, efektem konco-
wego namystu, juz w trakcie spisywania pracy! Marcel
den Nijs twierdzil, ze przejawem ,,geniuszu Davida Tho-
ulessa byto wybranie zamiast jakiegos$ przypadkowego
potencjatu (w celu otrzymania poszerzonych pozioméw
Landaua) uogélnienia w formie potencjalu periodycz-
nego; to byt krok zasadniczy”. Pokazuje to site tkwigca
w wybraniu wlasciwego modelu, na ktérym mozna wy-
kona¢ analitycznie kompletne obliczenia. Cho¢ i przed-
tem interesowano si¢ otrzymaniem jakiej$ fizycznej re-
alizacji modelu Hofstadtera, nie mial on zadnych zwiaz-
kéw z rzeczywistymi prébkami, w ktérych obserwo-
wany byt catkowity kwantowy efekt Halla, ktérego mo-
delem wlasciwym fizycznie i naturalnie narzucajacym

sie do badania wydawal si¢ zasadniczo nierozwiazy-
walny model z przypadkowym potencjalem.

Niediugo po ukazaniu sie pracy TKNN, Michael
Berry odkryt (Berry, 1984) stynna, nazwana jego imie-
niem, faze geometryczng charakteryzujacg ewolucje
uktadéw kwantowych przy powolnych (adiabatycz-
nych) zmianach warunkéw zewnetrznych, jakim sa
one poddane. Klasycznym przykltadem podanym przez
Berryego jest spin S ustawiony wzdluz pola magne-
tycznego, ktérego kierunek reprezentuje jednostkowy
wektor €; kierunek ten z wolna zmienia si¢ powraca-
jac po pewnym czasie do wyjsciowego. Tym samym
wektor Q zakreéla na jednostkowej sferze pewna za-
mknietg droge. [Tak zwane twierdzenie adiabatyczne
moéwi, Ze w granicy nieskonczenie powolnej zmiany kie-
runku pola spin powraca do swojego wyjsciowego stanu
kwantowego, ale wektor reprezentujacy stan koncowy
rézni sie od wyjsciowego o czynnik fazowy]. Odkrycie
Berryego polegalo na tym, ze [ta] zwigzana ze zmiang
kierunku © pola faza sktada sie nie tylko z oczekiwanej
czedci proporcjonalnej do energii [spinu w polu magne-
tycznym], ale takze z czesci geometrycznej, ktora zalezy
tylko od ksztaltu drogi i jest w tym przypadku réwna
katowi brylowemu w wyznaczonemu przez droge wyty-
czong na sferze (czyli polu powierzchi na sferze jednost-
kowej otoczonej zakreslong na niej zamknietg droga)
pomnozonemu przez warto$¢ S spinu. Patrzac na to
bardziej wnikliwie mozna zauwazy¢, ze powierzchnia
ograniczona wytyczong na sferze zamknieta droga nie
jest okre$lona w sposdb jednoznaczny i wskutek tego
kat brylowy w jest przez nia wyznaczany tylko mo-
dulo 47. Jednak znaczenie fizyczne ma tylko czynnik fa-
zowy exp(iSw), a on jest jednoznaczny, bo 28 jest za-
wsze liczbg catkowita. Wplyw odkrytej przez Berryego
fazy geometrycznej na rozwoj wspdlczesnych zastoso-
wan mechaniki kwantowej trudno przecenié; wielu ba-
daczy jest zdania, ze zastuguje ona na pelniejsze zapre-
zentowanie w przyszlych wykladach noblowskich.

Zardéwno praca Berryego, jak i wzor TKNN przy-
ciagnety uwage fizyka matematycznego Barryego Si-
mona, ktory zauwazyl (Simon, 1983), ze istnieje mie-
dzy nimi zwigzek: faz¢ Berryego mozna bowiem uwa-
za¢ albo za calke z koneksji Berryego (analog znanego
z elektrodynamiki potencjatu wektorowego) wzdtuz [za-
mknietej] krzywej (drogi), albo, wykorzystujac twier-
dzenie Stokesa, za calke ze strumienia Berryego lub
z krzywizny Berryego po powierzchni ograniczonej
ta krzywa. Co wigcej, jedli powierzchnia nie posiada
brzegu, czyli jest powierzchnia zamknieta, catkowita [(tj.
scatkowana po tej powierzchni)] krzywizna Berryego
musi by¢ réwna catkowitej wielokrotnosci 27 i ta wielo-
krotno$¢ jest niezmiennikiem topologicznym, zwanym
(moéwigc bardziej technicznie) pierwsza klasag Cherna
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wigzki wibknistej o grupie strukturalnej U(1) (be-
dacej matematyczng charakteryzacja kwantowomecha-
nicznej funkeji falowej) nad dwuwymiarowa rozmaito-
$cig. Twierdzenie to jest bliskim analogiem twierdze-
nia Gaussa-Bonneta dotyczacego catki po dwuwymiaro-
wej powierzchni z jej wewnetrznej krzywizny (krzywi-
zny Gaussa). Jesli powierzchnia taka jest zamknieta, tak
jak powierzchnia sfery lub paczka, to topologiczny nie-
zmiennik Gaussa-Bonneta jest réwny liczbie dziur (ge-
nusowi powierzchni); to wlasnie ta matematyczna ana-
logia data poczatek powszechnemu sposobowi ilustro-
wania, za pomocg filmu, topologicznej rGwnowaznosci
filizance bajgla lub paczka.

® Berry’s example: a spin S aligned along an axis

direction of spin moves on closed
path on unit sphere

ez(IDF _ esz

Berry phase

solid angle enclosed is ambiguous modulo 47

so 2S must be an integer

Ryc. 3. Faza Berryego zwigzana z adiabatyczng ewolucja kwantowego wek-
tora stanu spinu ustawiajacego si¢ wzdluz zmieniajgcego sie kierunku pola
magnetycznego. Faza @r jest réwna spinowej liczbie kwantowej S pomno-
zonej przez kat brylowy wyznaczony przez zamknieta droge I' zakreslang
na sferze przez wektor Q zadajacy kierunek pola. Gdy wektor ten powraca
do swego pierwotnego kierunku, koncowy [wektor] stan[u] spinu jest taki
sam, jaki byt na poczatku, tylko jest pomnozony przez czynnik exp(i®r),
ktory zalezy w sposob geometryczny od zakreslonej drogi. Poniewaz kat
brytowy jest przez zakreslong przez wektor € droge wyznaczony tylko
modulo 47, topologia wymaga, by podwojony spin, 28, byl (tak jak to
zawsze jest w mechanice kwantowej) liczbg catkowita

Rozpoznanie we wzorze TKNN topologicznego nie-
zmiennika stalo si¢ poczatkiem uswiadamiania sobie,
ze oprocz roli jaka poprzez zidentyfikowanie wzbu-
dzen topologicznych topologia odegrata w klasycznej
fizyce przemiany fazowej Bieriezinskiego—Kosterlitza—
Thoulessa bedzie ona takze odgrywaé wazna role w kla-
syfikowaniu samych stanéw kwantowych. Dany wzo-
rem TKNN niezmiennik (liczba Cherna lub pierw-
sza klasa Cherna, réwna 3 razy calka z krzywizny
Berryego po dwuwymiarowej rozmaitosci) miat jednak
pozosta¢ jedynym znanym fizykom materii skondenso-
wanej az do odkrycia w roku 2004 przez Kanea i Mele
(Kane i Mele, 2005), nowego niezmiennika Z, odgrywa-
jacego role w fizyce topologicznych izolatoréw. Dopiero
to odkrycie doprowadzito do eksplozji nowych ekspery-
mentalnych i teoretycznych odkry¢ dotyczacych topolo-
gicznych stanéw materii.

Wynik TKNN dotyczyl struktury pasmowej widma
ukladu elektronéw umieszczonego w jednorodnym
polu magnetycznym. W obecno$ci potencjalu perio-
dycznego poziomy Landaua ulegaja rozszczepieniu na
pasma Blocha. W roku 1988, analizujac zapropono-

Ryc. 4. Prosty grafenopodobny zabawkowy model o ciasnych wigzaniach
(Haldane, 1988) bedacy realizacja topologicznego izolatora ze ztamang sy-
metrig wzgledem odwrdcenia czasu lub izolatora Cherna wykazujacego
anomalny kwantowy efekt Halla przy zerowym zewnetrznym polu magne-
tycznym. Elektrony moga wykonywac¢ przeskoki wzdtuz (zaznaczonych
cigglymi liniami) wigzan najblizszych sgsiadow — przeskokom tym odpo-
wiadajg rzeczywiste elementy macierzowe [(amplitudy)] — oraz wzdiuz
(zaznaczonych liniami przerywanymi) wigzan faczacych drugich pod
wzgledem wzajemnego oddalenia sasiadéw — takim przeskokom w kierun-
kach wskazanych strzalkami odpowiada zespolona amplituda o dodatniej
fazie. (Dwie kopie takiego modelu — jedna odpowiadajaca elektronom
o spinie do gory i druga odpowiadajaca elektronom o spinie w dét — zo-
staly pozniej polaczone przez Kane’a i Mele, aby modelowac topologiczny
izolator nie famigcy symetrii wzgledem odwrécenia czasu.) [W moim
modelu] zlamanie tej symetrii wprowadzaja niezerowe fazy zespolonych
amplitud odpowiadajacych przeskokom miedzy drugimi co do oddalenia
sasiadami; fazy te moga by¢ skutkiem wystepowania w centrum kazdej
z heksagonalnych komérek ferromagnetycznie uporzgdkowanych dipoli
magnetycznych (zaznaczonych sybolem *) skierowanych prostopadle do
dwuwymiarowej plaszczyzny. Dipole takie wytwarzajg lokalnie strumien
pola magnetycznego, ktéry cho¢ scatkowany po caltej komorce jest zerowy
(dzieki czemu standardowa struktura Blocha pozostaje nienaruszona), ma
jednak rézne wartosci w obszarach zaznaczonych na rysunku literami a,
bic

wang przez Fradkina, Dagotto i Boyanovskiego (Frad-
kin i inni, 1986) realizacj¢ anomalii parzystosci zdalem
sobie sprawe z tego, ze koniecznym warunkiem wysta-
pienia efektu Halla nie jest obecno$¢ pola magnetycz-
nego, lecz po prostu ztamanie symetrii wzgledem od-
wrocenia czasu. Wniosek ten wiasciwie powinien byt
zosta¢ odczytany z samego wyniku TKNN, ale najwy-
razniej nie zostal wczeéniej dostrzezony. Zaproponowa-
tem wiec (Haldane, 1988) bardzo prosty uklad poka-
zany na ryc. 4, wzorowany na dwuwymiarowej poje-
dynczej warstwie grafitu (w owym czasie byt to czysto
zabawkowy model — mozliwos¢, ze kiedy$ powstanie
grafen wydawala sie wtedy czystym science fiction). Na-
zwalem go modelem kwantowego efektu Halla bez po-
zioméw Landaua. Jego konstrukcja zamiast zaleznych
od pola magnetycznego egzotycznych standéw wystepu-
jacych w modelu Hofstadtera wykorzystywata standar-
dowe stany Blocha. Konstrukcje te nazywa sie obecnie
modelem anomalnego kwantowego efektu Halla albo izo-
latorem Cherna.

Skonstruowany przeze mnie uklad mozna tez na-
zwal pierwszym topologicznym izolatorem, z tym ze
izolatorem ze ztamang symetriag wzgledem odwrdécenia
czasu. Okazuje si¢ bowiem, ze w dwuwymiarowym gra-
fenie bedace wierzchotkami stref Brillouina punkty Di-

raca, w ktérych pasmo przewodnictwa i pasmo walen-
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cyjne stykaja si¢ ze soba, sg stabilne tylko wtedy, gdy za-
réwno symetria wzgledem odwrdcenia czasu, jak i syme-
tria wzgledem przestrzennego odbicia pozostaja niena-
ruszone: krzywizna Berryego jest wtedy tozsamo$ciowo
réwna zeru, a czynniki fazowe Berryego odpowiada-
jace zamknietym drogom w strefie Brillouina sg [czy-
sto] topologiczne i majg wartosci exp(ig) = 1, zalez-
nie od tego, czy liczba owinie¢ drogi wokét punktéw
Diraca jest parzysta, czy nieparzysta. Badany wcze$niej
przez Semenoffa (Semenoff, 1984) oddzielony przerwa
od reszty widma energetycznego nietopologiczny stan
izolatorowy powstaje, gdy zlamana jest symetria wzgle-
dem odbicia przestrzennego. Natomiast w zabawkowym
modelu, ktory ja badatem, przerwa w punktach Diraca
tworzy si¢ dzigki ztamaniu symetrii wzgledem odwroé-
cenia czasu; jej zlamanie wskutek przyjecia, ze ampli-
tudy przeskokow do drugich (co do bliskosci) weztéw
tej samej podsieci, sg zespolone (maja niezerowe tzw.
chiralne fazy) powoduje powstanie kwantowego stanu
hallowskiego. Gdy tylko utworzy si¢ przerwa zrywajaca
we wnetrzu ukladu potaczenie pasma przewodnictwa
i pasma walencyjnego, pasma te zaczynajg mie¢ prze-
ciwne liczby Cherna +1; istnieja tez jednokierunkowe
stany brzegowe. Najlepiej jest to widoczne na ,,zygzako-
watym” brzegu: poniewaz elektrony nie majg tam mozli-
wosci przeskakiwania do drugich co do oddalenia we-
zi6w, stan brzegowy o zerowej energii zajmuje jedna
trzecig powierzchni strefy Brillouina, taczac punkty Di-
raca w sposdb przypominajacy ten, w jaki stany po-
wierzchniowe zwane fukami Fermiego, tacza punkty
Diraca tréjwymiarowego potmetalu Weyla odkrytego
ostatnio przez Ashvina Vishwanatha wraz ze wspdlpra-
cownikami (Waniinni, 2011). Kiedy otwiera si¢ przerwa,
albo z powodu zfamania symetrii wzgledem odbi¢, albo
symetri wzgledem odwrocenia czasu, albo obu tych sy-
metrii na raz, stany brzegowe w kazdym majacym teraz
przerwe punkcie Diraca (tzw. masywnym punkcie Di-
raca) muszg przylaczyc¢ sie albo do pasma walencyjnego,
albo do pasma przewodnictwa, co prowadzi do czterech
mozliwosci pokazanych na ryc. 5.

Ten prosty, zabawkowy model okazal si¢ bardzo uzy-
teczny: cho¢ w wersji oryginalnej byl modelem nata-
dowanych fermionéw, do$¢ nieoczekiwanie zostat prze-
robiony na model neutralnych bozonéw i fotonowego
krysztatu (Haldane i Raghu, 2008) pokazujac, jak w ta-
kich uktadach mogg takze powstawac jednokierunkowe
stany brzegowe. Wynik ten zapoczatkowal powstanie
dziedziny zwanej fotonika topologiczng. Stany takie
udato si¢ wytworzy¢ eksperymentalnie w ramach foto-
niki mikrofalowe;j.

Mozliwos¢ istnienia niezmienniczego wzgledem od-
wrocenia czasu analogu efektu Halla (spinowego efektu
Halla) byta w roku 2004 wcigz przedmiotem dyskusji.

® gapless graphene “zig-zag” edge

Broken inversion
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Ryc. 5. Zygzakowaty brzeg grafenu po uwzglednieniu zaburzajacych czto-
néw tamigcych symetrie wzgledem odbicia przestrzennego lub symetrie
wzgledem odwrocenia czasu. Przy braku zaburzenia istnieje stan brzegowy
aczacy dwa sgsiednie punkty Diraca, w ktérych wypelnione pasmo wa-
lencyjne (zaznaczone na czerwono) styka si¢ z niezapetnionym pasmem
przewodnictwa (zaznaczonym na zielono). Gdy wprowadzenie zaburzenia
spowoduje powstanie przerwy, stan brzegowy moze taczy¢ si¢ z pasmami
na cztery rézne sposoby. Dwa z nich — polaczenie pasm walencyjnego
i przewodnictwa — sg topologiczne

Pierwszy model spinowego efektu Halla podali dopiero
Charles Kane i Eugen Mele (Kane i Mele, 2005). Pola-
czyli oni dwie kopie mojego modelu: jedna kopia repre-
zentowala elektrony o spinie do gory, ktorych pasmo
walencyjne charakteryzowalo si¢ liczbg Cherna réwna
£1, a druga elektrony o spinie w dét, ktérych pasmo wa-
lencyjne mialo liczbe Cherna przeciwna, tj. réwna F1.
Mody brzegowe elektronéw o spinie do gory i o spinie
w dot propagowaly si¢ w przeciwnych kierunkach. Po-
niewaz sumaryczna liczba Cherna pasm walencyjnych
elektronéw o obu kierunkach spinu byla réwna zeru,
zaden kwantowy efekt Halla nie wystepowat. Naiwnie
mozna byto sadzié, ze nic nie zabrania, by nieoddzielone
od reszty widma przerwa mody brzegowe rozpraszaly
sie do tylu i mieszaly [z modami we wnetrzu ukladu],
co, po uwzglednieniu sprzezenia spin-orbita typu Ra-
shbyego, powinno prowadzi¢ do powstania przerwy. Za
pomocg obliczenn numerycznych Kane i Mele odkryli
jednak, ze jesli tylko niezmienniczo$¢ wzgledem odwrdé-
cenia czasu nie byla zlamana, mody brzegowe w isto-
cie nie mieszaly sie z powodu istnienia wcze$niej nie-
oczekiwanego niezmiennika topologicznego Z,, zwiaza-
nego z degeneracja Kramersa. Ten nowy niezmiennik
ma swoje tréjwymiarowe uogdlnienie, ktére w tym sa-
mym czasie i niezaleznie odkryli Joel Moore i Leon Ba-
lents (Moore i Balents, 2007), Rahul Roy (Roy, 2009)
oraz Liang Fu i Kane i Mele (Fu i inni, 2007). Dopro-
wadzito to do eksperymentalnego odkrycia tréjwymia-
rowych niezmienniczych wzgledem odwrdcenia czasu
topologicznych izolatoréw i, wreszcie, do ogloszonego
przez grupe QiKun Xue z uniwersytetu Tsinghua w Pe-
kinie (Chang i inni, 2013) eksperymentalnego zreali-
zowania anomalnego kwantowego efektu Halla w cien-
kich blonach z niezmienniczych wzgledem odwrécenia
czasu topologicznych izolatoré6w domieszkowanych ma-
terialem magnetycznym.
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Przejde teraz do innego (dokonanego w 1981 r.) uho-
norowanego ta nagroda Nobla odkrycia: do nowych sta-
néw typu ciecz spinowa jednowymiarowych antyferro-
magnetykow zbudowanych z kwantowych spinéw cal-
kowitych. Stany takie (w przypadku uktadéw spinow
S réwnych 1,3,...) zostaly ostatnio przez Xiao-Gang
Wena i wspotpracownikéw (Chen iinni, 2013) zaliczone
do Klasy stanéw topologicznych chronionych przez syme-
trig; w tym przypadku symetrig tg jest niezmienniczos¢
wzgledem odwrdcenia czasu i wzgledem odbicia prze-
strzennego.

Standardowe stany podstawowe jednowymiaro-
wego magnetyka, powszechnie rozpatrywane przed
rokiem 1981, byly typowo stanami nie wykazujacymi
splatania. Charakteryzowaly sie zwykle dlugozasiego-
wym uporzagdkowaniem magnetycznym i mozna je byto
modelowa¢ jako iloczyn prosty niezaleznych standw
spindw S [(catkowitych lub poléwkowych)] ulokowa-
nych w kolejnych weztach. Przykladami takich niespla-
tanych stanéw iloczynowych sg np. stan ferromagne-
tyczny (... 111111 ...) albo antyferromagnetyk Néela
(.. NMMNT ...). W pokazanych tu konfiguracjach
sasiednie spiny sg ustawione albo réwnolegle albo anty-
réwnolegle w stosunku do osi z, ale w przypadku (izo-
tropowego) magnetyka Heisenberga stany takie famig
spontanicznie symetri¢ wzgledem obrotéw, bo 0§, w sto-
sunku do ktérej s3 one ustawione albo réwnolegle, albo
antyréwnolegle, wyréznia jeden kierunek (moze on by¢,
oczywiscie, wybrany dowolnie). W przypadku ferro-
magnetyka Heisenberga kierunek uporzadkowania jest
[zarazem] kierunkiem makroskopowego wektora mo-
mentu pedu i zachowanie momentu pedu, [obowigzu-
jace w ukladach, ktorych hamiltonian jest] niezmien-
niczy wzgledem obrotéw, uniemozliwia zmiany ferro-
magnetycznego ,,parametru porzadku” (czyli kierunku,
wzdtuz ktérego ustawione sg spiny) przez fluktuacje.

W przypadku antyferromagnetyka nie ma jednak
zasady zachowania, ktéra by chronila strukture stanu
podstawego przed skutkami fluktuacji. Stynne twier-
dzenie Mermina-Wagnera, ktére w przypadku zacho-
dzacej przy niezerowej temperaturze przemiany fazo-
wej Kosterlitza—Thoulessa byto przyczyng paradoksu,
ma, w przypadku jednowymiarowych uktadéw kwan-
towych, podobne konsekwencje: stan podstawowy jed-
nowymiarowego ukladu kwantowego, ktorego hamil-
tonian jest niezmienniczy wzgledem symetrii ciaggle;j,
nie moze, bez istnienia zabezpieczajacych go praw za-
chowania, wykazywa¢ dlugozasiegowego uporzadkowa-
nia charakteryzujgcego si¢ lamigcg te symetri¢ nieze-
rowa wartosécig parametru porzadku. W wyzszych wy-
miarach uklad spinéw Heisenberga moze mie¢ famigcy
symetri¢ ferromagnetyczny stan podstawowy i nieod-
dzielone oden w widmie energetycznym przerwa wzbu-

dzenia Goldstonowskie znane jako (antyferromagne-
tyczne) fale spinowe, ktdre s3 matymi harmonicznymi
fluktuacjami parametru porzadku wokét jego jedno-
rodnej w stanie podstawowym konfiguracji. Jednak
w przypadku jednowymiarowego antyferromagnetyka
o spinie S, gdyby nawet przyja¢ zalozenie, ze wysta-
pilo dlugozasiegowe antyferromagnetyczne uporzadko-
wanie typu Néela stanu podstawowego, to, jak fatwo
stwierdzi¢, skutkiem harmonicznych fluktuacji wyste-
pujacych w stanie podstawowym byloby zniszczenie ta-
kiego zalozonego dlugozasiggowego uporzadkowania.

W tym miejscu do opowiesci tej wkracza, okazuje
swoja moc i wprowadza zamieszanie $cisly (ale nie
w pelni zrozumiany) matematyczny wynik! W roku 1931
Hans Bethe (ktory pdzniej miat zosta¢ opiekunem pracy
doktorskiej Davida Thoulessa na uniwersytecie Cor-
nella), zanim jeszcze odkryl, jak reakcje jadrowe zasi-
lajg Stonce, pracowal m.in. nad jednowymiarowym fan-
cuchem Heisenberga traktowanym jak zabawkowy mo-
del magnetyzmu. Wymyslit wtedy (Bethe, 1931) wazny
Ansatz noszacy dzi$§ jego imie (tzw. Ansatz Bethego),
ktory dawal $ciste rozwigzanie problemu standéw wla-
snych modelu jednowymiarowego ukladu spinéw S =
% oddzialujacych kazdy tylko ze swoimi najblizszymi
sasiadami i umozliwial otrzymanie w jawnej postaci
widma warto$ci wlasnych takiego uktadu. Zrozumienie
stojacej za tym wynikiem struktury matematycznej za-
jeto jednak niestety ponad sze$¢ dziesigciolecii w latach
siedemdziesiatych XX w. z tego $cislego rozwigzania
wcigz udawalo sie znajdowac jedynie poziomy energe-
tyczne uktadu i jego wlasciwosci termodynamiczne, ale
nie funkgje korelacji. Otrzymywane za pomoca Ansatzu
Bethego widmo energii najnizszych wzbudzen uktadu
spindw pozornie przypominalo przewidywania teorii
fal spinowych z tym wszakze, ze przewidywana w ten
sposob predkos¢ [rozchodzenia si¢] fal o duzej dtugosci
réznila sie od ich predko$ci przewidywanej przez teorig
fal spinowych o czynnk 7/2.

Cho¢ szczegoly Ansatzu Bethego byly dos¢ nieja-
sne i wymagaly pewnego wtajemniczenia, powszech-
nie uznawano, iz jest on dowodem na to, Ze obraz
fal spinowych jest mniej wigcej poprawny, mimo zna-
nego faktu niszczenia dltugozasiegowego uporzadkowa-
nia przez efekty kwantowe. Dzi§ wiemy, ze elementarne
wzbudzenia wystepujace w modelu, ktdry rozwigzat Be-
the, nie majg w istocie zadnego zwigzku z falami spino-
wymi — sa one powstajacymi parami topologicznymi
wzbudzeniami ukladu spinéw 3 (Fadiejew i Tachta-
dzjan, 1981), ktdre teraz nazywa sie spinonami. Nawet
jednak w latach siedemdziesigtych powinno byto si¢ za-
uwazy¢, ze ciepto wlasciwe wyrazone przez predko$é
rozchodzenia si¢ wzbudzen o duzej dlugosci fali przewi-
dywane przez teorie fal spinowych jest dokladnie dwu-
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krotnie wigksze niz przewidywane przez scisty Ansatz
Bethego, co oznacza, ze nie ma zadnego zwigzku mie-
dzy teorig fal spinowych i niskoenergetycznymi wzbu-
dzeniami rozwigzywalnego modelu Bethego.

W poczatku lat siedemdziesigtych z prac Alana Lu-
thera i Ingo Peschela wylonita si¢ nowa technika po-
zwalajgca obej$¢ od dawna nierozwigzywalny problem
otrzymania funkcji korelacji z rozwigzania Bethego.
Znéw wazna okazala si¢ pewna stara (jeszcze starsza niz
ta Bethego!) praca: Luther i Peschel wykorzystali mia-
nowicie transformacje Jordana-Wignera (Jordan i Wi-
gner, 1928) odwzorowujaca jednowymiarowy magne-
tyk, czyli fancuch spinéw S = % z oddzialywaniem naj-
blizszych sasiadéw, na model bezspinowych fermionéw
przemieszczajacych si¢ w jednym wymiarze dzigki prze-
skokom miedzy najblizszymi weztami sieci, powodowa-
nym przez wzajemne oddzialywanie czastek znajduja-
cych sie w sasiednich wezlach. Jesli wymienne oddziaty-
wanie Heisenberga majace postac sprzezenia J Sp-Snit
uogdlni si¢ do postaci J*SESX, | + J7'S,S) ., + J*SESE

n n n“n+l
i przyjmie J* = 0 oraz J* = J7 = J*7, wowczas kwan-
towy model XX oddzialywania spinéw S = 3 zostaje

odwzorowany na model nieoddzialujacych wzajemnie,
czyli swobodnych fermiondéw, ktory moze by¢ do konca
jawnie rozwigzany, a jego wlasciwosci fizyczne [(w tym
funkgje korelacji)] zbadane.

Wezesniej, bo juz w polowie lat szes¢dziesiatych,
Joaquin Luttinger (Luttinger, 1963) zauwazyl, ze ,za-
bawkowy” model oddziatujacych bezspinowych fermio-
néw o liniowym, typu dirakowskiego, zwigzku dysper-
syjnym i oddzialywaniu ograniczonym do rozpraszania
do przodu z malym przekazem pedu, powinien by¢ $ci-
$le rozwigzywalny przy wykorzystaniu bozonéw Tomo-
nagi wprowadzonych przez Sin-itiro Tomonage (Tomo-
naga, 1950). Gdy wystepujace poczatkowo problemy z
rozwigzaniem Luttingera zostaly wyjasnione przez Da-
niela Mattisa i Elliota Lieba (Mattis i Lieb, 1965), wyrosta
z tego wazna technika ,,bozonizacji” (pozwalajaca repre-
zentowa¢ jednowymiarowe ukltady fermionow w jezyku
modo6w oscylatora harmonicznego Tomonagi), ktéra zo-
stala jawnie sformutowana przez Schotte’go i Schotte'go
(Schotte i Schotte, 1969) w ich pracy z 1969 roku poswie-
conej uproszczonemu traktowaniu problemu osobliwo-
sci brzegowych promieni X.

W roku 1975 Luther i Peschel (Luther i Peschel,
1975) zaadaptowali te nowg technike bozonizacji do mo-
delu antyferromagnetyka o niezerowym sprzezeniu J* =
MJ¥| z A < 1, tj. antyferromagnetyka majacego tzw.
tatwa plaszczyzne. Odwzorowali ten model na pewna
efektywna kwantows teori¢ pola w dwdch (1 + 1) wy-
miarach, ktdrg z kolei mozna bada¢ odwzorowujac ja
metodg bozonizacji na problem oscylatora harmonicz-
nego. Znaleziony w wyniku zastosowania takiego podej-

$cia (i po dokonaniu tzw. obrotu Wicka pozwalajacego
zamiast teorii pola w 1 + 1-wymiarowej przestrzeni Min-
kowskiego rozpatrywac te samg teorie pola w dwuwy-
miarowej przestrzeni euklidesowej), [stan podstawowy
ukladu] byl catkowicie réwnowazny niskotemperaturo-
wej uporzgdkowanej topologicznie fazie klasycznego, ba-
danego w tym samym czasie przez Kosterlitza i Tho-
ulessa, dwuwymiarowego modelu XX o funkcjach kore-
lacji typu Néela, zanikajacych wedlug obowigzujacego
przy duzych wartosciach r6znicy |n — n'| prawa potego-
wego

(SiSw) = (SIS)) ~ (~1)" | = n'|",
(8385~ (=1)" " [m =1,

z nieuniwersalnym, bo zalezacym od wartodci stalej
sprze¢zenia A, wykladnikiem 7. Przyjecie nastgpnie cal-
kowitej nieizotropowodci, tj. J* # J”, odwzorowuje
ten model (model XY) na teori¢ pewnego masywnego
pola (na tzw. model sinus-Gordona), ktorego wzbudze-
nia oddziela od stanu podstawowego przerwa energe-
tyczna o szeroko$ci zaleznej od réznicy J* — ] potegowo,
przy czym wykladnik potegi jest wyznaczony przez pa-
rametr #.

W owym czasie §cisle rozwigzanie Bethego izotropo-
wego (o J* = J” = J*) modelu XXX Heisenberga oddzia-
tujacych spinow S = % zostalo juz przez Rodneya Ba-
xtera uogolnione na w pelni nieizotropowy model XYZ,
co stalo si¢ mozliwe dzigki zidentyfikowaniu algebry
Baxtera-Yanga jako kluczowego elementu, ktory spra-
wia, ze korzystajac z Ansatzu Bethego daje sie otrzymac
rozwigzanie takze i tego modelu. Luther i Peschel mogli
wiec wykorzystaé te informacje, by w sposob okrezny
otrzyma¢ w funkcji parametru A warto$¢ wyktadnika #
charakteryzujgcego funkcje korelacji modelu XXZ ma-
jacego tatwg ptaszczyzne (tj. o |A| < 1). Ustalili oni, ze
gdy sprzezenie J jest dodatnie (co odpowiada antyfer-
romagnetykowi) wykladnik  roénie od wartoci 3, jaka
ma w punkcie A = 0 (4. gdy J* = 0), odpowiadajacym
w pelni rozwigzywalnemu modelowi XX nieoddzialujg-
cych fermiondéw, osiagajac wartosé¢ = n~! = 1 przy A =
1, co odpowiada heisenbergowskiemu modelowi XXX
antyferromagnetyka. Natomiast przy ujemnym sprzeze-
niu J* (odpowiadajacym ferromagnetykowi) wyktadnik
n maleje osiggajac warto$¢ zero przy A = -1, kiedy to
stan podstawowy ukfadu staje si¢ dalekozasiegowo upo-
rzagdkowany, a parametr porzadku staje sie wielko$cig za-
chowang. Teoriopolowe podejscie Luthera—Peschela nie
byto jednak w stanie objasni¢ pojawiania si¢ przy A > 1
przerwy energetycznej, kiedy to model nie odpowiada
juz antyferromegnetykowi majgcemu latwg ptaszczyzne,
lecz antyferrmagnetykowi o tatwej osi.

W roku 1979 pracowatem nad dokladnym sformu-
fowaniem metody bozonizacji i ustalilem (Haldane,
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1981b), ze mody o zerowym pedzie gestosci fermo-
néw powinny by¢ reprezentowane przez zmienne typu
dzialanie-kat, a nie przez mody oscylatora harmonicz-
nego Tomonagi, ktore reprezentuja mody majgce nie-
zerowy ped. Owe stopnie swobody dziatanie-kat maja
nature topologiczna, co rozwiazalo zagadke, w jaki spo-
s6b w jednym wymiarze fermiony moga by¢ repre-
zentowane przez bozony (mody oscylatora harmonicz-
nego): konstrukcja tej reprezentacji wykorzystuje w isto-
cie oscylatory harmoniczne oraz stopnie swobody odpo-
wiadajgce topologicznej liczbie nawinie¢. Oznacza to, ze
na widmo wzbudzen modelu bezspinowych fermionéw
spetniajacych periodyczne warunki brzegowe skladaja
sie dwa rodzaje wzbudzen topologicznych (charaktery-
zowanych dwiema oddzielnymi liczbami nawinie¢: pro-
pagujacych si¢ w prawo i propagujacych si¢ w lewo pdl
fermionowych) oraz mody fal dzwiekowych Tomonagi.

Znajomo$¢ energii dwoch topologicznych wzbu-
dzen pozwolila wyznaczy¢ nie tylko warto$¢ predko-
$ci dzwigku, ktéra mozna bylo sprawdzi¢ innym, nie-
zaleznym sposobem, ale takze wyktadnik # charakte-
ryzujacy funkcje korelacji. Stosujac te wyniki do wy-
korzystujacego Ansatz Bethego rozwigzania modelu
XXZ z zerowym zewnetrznym polem magnetycznym
(lub réwnowaznego mu poprzez transformacje Jordana-
Wignera modelu polowicznie zapelnionego pasma fer-
mionéw), mogltem si¢ przekona¢, Ze nowe wzory wyra-
zajace wykladnik # przez energie wzbudzen topologicz-
nych iich liczby nawinie¢ zgadzajg si¢ w tym przypadku
ze znaleziong w sposob okrezny przez Luthera i Peschela
doktadng zalezno$cig tego wyktadnika od sprz¢zen i sa,
wobec tego, poprawne i calkowicie ogélne.

Wynik ten stworzyl mozliwo$¢ otrzymania z roz-
wigzania wykorzystujacego Ansatz Bethego $cistych wy-
kladnikéw charakteryzujacych funkcje korelacji pew-
nych jednowymiarowych uktadéw wykazujacych kry-
tyczne zachowanie poprzez dopasowanie energii roz-
nych ich topologicznych wzbudzen do tego, co na-
zwatem (Haldane, 1981b) efektywna cieczg Luttin-
gera (albo, moze bardziej wlasciwie, cieczg Tomonagi-
Luttingera) reprezentowang przez model Luttingera.
Wyniki te otrzymano jeszcze przed pojawieniem sie sil-
niejszych metod, wykorzystujacych konforemna teorie
pola w dwdch (1 + 1) wymiarach, w ramach ktérych cie-
cze Luttingera okazuja si¢ ukladami, ktére wobec braku
ograniczen nakladanych przez niezmienniczos¢ lorent-
zowska daja si¢ rozlozy¢ na abelowe reprezentacje alge-
bry Virasoro.

Gdy rozpatrzylem z tego nowego punktu widzenie
pelna przestrzen parametréw wykorzystujacych Ansatz
Bethego rozwiazan tancucha spinéw XXZ (co w przy-
padku pasm fermionowych o zapelnieniu odbiegaja-
cym od polowicznego wymagalto numerycznego rozwia-

zywania rownania catkowego, do ktdrego prowadzi An-
satz Bethego), rzut oka na wyniki natychmiast ujawnit,
ze elementem, ktérego brakowato w pracy Luthera i Pe-
schela, byl proces typu umklapp (zagiecia w j. niem),
dzieki ktéremu przy potowicznym zapelnieniu pasma
ped ukiadu zmienia si¢ w wyniku rozpraszania o 4kg
(czyli o wektor Bragga); dwa lewobiezne elektrony o ni-
skich energiach (kazdy o pedzie bliskim —kr) moga
w wyniku takiego procesu przejs¢ w dwa elektrony pra-
wobiezne (kazdy o pedzie bliskim k).

oka [proces powi-
nien by¢ reprezentowany czlonem [oddzialywania]
Pl (x) W) (x) ¥ (x) ¥ (x). Czlon taki jest jednak niedo-
zwolony z powodu zakazu Pauliego. (Wyjasnia to praw-

Na pierwszy rzut ten]

dopodobnie, dlaczego proces umklapp nie zostal wziety
pod uwage w oryginalnej pracy Luthera i Peschela). Do-
zwolony jest jednak czlon nastgpnego rzedu postaci
(] (x)0 ¥} (%)) (WL (x)9x ¥ (x)), ktéry po ,zbozo-
nizowaniu” daje czton cos20 = cos(2(pr(x) — @1 (x)).
Proces umklapp jest w kwantowym analogu przemiany
Bierezinskiego—Kosterlitza-Thoulessa przejsciem po-
legajacym na rozdzieleniu sie podwdjnego wiru. Takie
przejscie jest dozwolone, podczas gdy przejscie pole-
gajace na rozdzieleniu sie pojedynczego wiru jest za-
bronione przez zasade zachowania pedu. W modelu
kwantowej teorii pola w dwdch (1 + 1) wymiarach ana-
logiem zwyklego procesu rozdzielnia si¢ pojedynczego
wiru z dwuwymiarowej teorii klasycznej bytby [pro-
ces reprezentowany przez czlon] cos 0, ktory staje si¢
istotny” (i prowadzi do powstania przerwy w widmie)
gdy n > 1. Uogdlniajac: czlon cos(m0) staje sie istotny,

gdy > $m?, co doskonale zgadza si¢ z tym, ze czlon
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easy plane l

H = Z %((fj(,’j+'[ + ("",!,-4»1("1') + /\(17,[‘ — %)(7”4,] — %)

A<l A > 1 easy axis

E A=0

free fermions

.
B

us
a

4kp = 2= (Bragg vector)

“Umklapp processes”

Half-filled band (in zero magnetic field)

Ryc. 6. Transformacja Jordana-Wignera odwzorowuje heisenbergowski
taficuch spinéw S = % 0 zerowym namagnesowaniu w potowicznie za-
pelnione pasmo oddzialujacych bezspinowych fermionéw; 4k jest tu

wektorem Bragga

5. W sensie klasyfikacji operatoréw wystepujacych w hamiltonianie
kwantowej teorii pola na istotne, marginalne i nieistotne, albo ina-
czej, na superrenormalizowalne, renormalizowalne i nierenormali-
zowalne (przyp. thum.).
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cos 26, powodujacy [proces bedacy analogiem] rozdzie-
lania si¢ podwodjnego wiru, staje si¢ istotny (przy braku
czlonu cos 0) doktadnie wtedy, gdy model staje sie typu
XXX, tj. izotropowy i wykladnik krytyczny # = 1.

Uwzglednienie tego elementu dopetlnito teoriopo-
lowy obraz [uktadu oddzialujacych] spinéw S = %, pod
ktéry podwaliny potozyli Luther i Peschel. Zlikwido-
walo takze pozornie wyrdzniony status modelu spinéw
S= %, ktéry wydawat sie wynika¢ z mozliwosci odwzo-
rowania go na model fermionéw. Bozonizacja pozwolita
teraz reprezentowal [takie ukltady] przez dwa chiralne
(lewo- i prawobiezne) [charakteryzujgce sie] topologicz-
nymi liczbami nawinie¢ pola ¢ (x) i ¢ (x), nie majace
zadnego oczywistego zwigzku z wartosciag S spinu cha-
rakteryzujaca wyjsciowy tancuch spinowy.

Plaski uklad spinéw typu XY mozna obrazowo
przedstawi¢ jako zbidr ,,igiet kompaséw” wskazujgcych
w kazdym punkcie dwuwymiarowej plaszczyzny pe-
wien kierunek (cos(¢(x)), sin(¢(x))). Jesli uklad spet-
nia periodyczne warunki brzegowe na okregu o obwo-
dzie réwnym L, to musi zachodzi¢ réwnoé¢ ¢(x + L) =
¢(x)+2nW.Liczba W jest tu topologicznym niezmien-
nikiem, liczbg nawinigé, ktéry nie moze si¢ zmienic, je-
$li pole ¢(x) zmienia si¢ z polozeniem x w sposéb
gladki. W klasycznym dwuwymiarowym modelu XY
pole ¢(x, y) jest gladkie wszedzie z wyjatkiem punktéw
osobliwych (x¢, o), w ktérych znajduja sie centra wi-
réw. W modelu kwantowym sformutowanym w 1 + 1
wymiarach, punkty takie stajg sie punktami (xy, ty) cza-
soprzestrzeni i reprezentuja miejsca zaj$cia proceséw
tunelowania (ktére nazwano instantonami), bedacych
osobliwymi procesami zachodzacymi niemal catkowi-
cie w punkcie xo w krétkim odcinku czasu wokét ¢,
w wyniku ktérych zmienia sie liczba nawiniec.

Okazalo sie, ze w przypadku tancucha spinéw
S majacego fatwa plaszczyzne i zerowe namagne-
sowanie w kierunku osi z typowo zachodzi zwy-
kly jednowirowy proces instantonowy Bieriezinskiego-
Kosterlitza-Thoulessa. Proces taki jest jednak wzbro-
niony przez Scistg kwantowgq interferencje, gdy 2S
jest liczba nieparzysta. Uwypukla to réznice istnie-
jaca miedzy klasyczng mechaniky statystyczna prze-
miany Bieriezinskiego—Kosterlitza-Thoulessa w dwdch
wymiarach i jej kwantowg wersja w 1 + 1 wymiarach. W
przypadku modelu klasycznego wiry wnoszg do czyn-
nika Boltzmannowskiego przyczynek, ktéry ma postaé
rzeczywistego i dodatniego czynnika zwanego lotno-
$cig; w kwantowym modelu w 1 + 1 wymiarach przyczy-
nek ten jest zespolong amplitudg tunelowania miedzy
topologicznie r6znymi konfiguracjami [pola] o réznych
liczbach nawini¢é; w modelach niezmienniczych wzgle-
dem odwrdcenia czasu jest on rzeczywisty, ale moze by¢
ujemny badz dodatni. Oznacza to, ze miedzy konkuru-

jacymi miedzy soba procesami instantonowymi moze
zachodzi¢ kwantowa interferencja.

W tym szczegélnym przypadku procesy tunelowa-
nia sg skoncentrowane na srodkowym punkcie zltgcza
pomiedzy dwoma sasiednimi spinami. Przy zalozeniu,
ze tafcuch spinéw jest niezmienniczy wzgledem prze-
strzennych przesunie¢ o jeden wezel, wartosé¢ amplitudy
tunelowania musi by¢ zawsze taka sama, niezaleznie od
tego, na ktérym ztaczu proces ten zachodzi. Kiedy jed-
nak dwa takie procesy zachodza na kolejnych ztaczach,
réznia si¢ one przede wszystkim tym, ze spin [znajdu-
jacy sie pomiedzy tymi zlaczami], ktéry przy jednym
procesie obracal si¢ 0 180° zgodnie z ruchem wskazowki
zegara, przy drugim procesie obraca sie o tez 180°, ale
w przeciwng strone. Oba te procesy roznig sie wiec na
czysto o obrot tego jednego spinu o 360°; ewolucja po-
zostalych spindéw [przy obu tych procesach] jest zasad-
niczo taka sama. Fundamentalna réznica miedzy fancu-
chami spinéw catkowitych i fancuchami spinéw potow-
kowych polega na tym, iz w przypadku tych drugich
w rezultacie takiego obrotu stan uktadu zmienia znak. Je-
§li zwigzany z procesem obrotu przekaz energii jest taki
sam, niezaleznie od zlacza, na ktérym obrot zachodzi,
oznacza to wystgpienie interferencji amplitud odpowia-
dajacych tunelowaniu poprzez instantony na kolejnych
zlaczach i interferencja ta jest destruktywna, gdy spiny
sa potdwkowe, a konstruktywna, gdy spiny sa calkowite.

Daje to topologiczne wyjasnienie, dlaczego proces
instantonowy, ktory staje sie istotny, gdy anizotropia
ukladu XXZ spinéw § = % zmienia si¢ z anizotro-
pii typu latwej plaszczyzny na typu latwej osi, odpo-
wiada rozdzielaniu si¢ podwdjnego wiru w przemianie
Bierezinskiego-Kosterlitza-Thoulessa. Proces taki po-
woduje tylko niestabilnos¢ topologicznie uporzadkowa-
nej fazy ukladu o tatwej plaszczyznie poniewaz, gdy
spin S jest poléwkowy, efekty dominujgcego procesu
odpowiadajacego pojedynczemu wirowi sg znoszone
przez destruktywna interferencje. Gdy jednak spin S
jest catkowity, efekty tego ostatniego procesu sg wzmac-
niane przez interferencje i przemiania BKT zachodzi,
gdy tylko wyktadnik # charakteryzujacy funkcje kore-
lacji dochodzi do wartosci granicznej 5 = 1, przy kto-
rej istotne staje si¢ tunelowanie miedzy stanami o réz-
nych liczbach nawinigé; topologiczne uporzadkowanie
zostaje wtedy zniszczone i w widmie wzbudzen po-
wstaje przerwa. W punkcie krytycznym korelacje Néela
(828%), (S1S),) zanikajg duzo szybciej, niz korelacje
(S2SZ,), co oznacza, ze przemiana zachodzi zanim jesz-
cze uklad stanie sie izotropowym uktadem Heisenberga.
Jest to takze przemiana, w ktdrej stan podstawowy
ukladu staje sie jednoznaczny (singletowy), natomiast
gdy istotny jest [dopiero] proces dwuwirowy, prowa-
dzi on do dwukrotnie zdegenerowanego (dubletowego)
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Ryc. 7. W 1 + 1-wymiarowej czasoprzestrzeni analogiem wiréw wystepu-
jacych w modelu sformufowanym w dwuwymiarowej przestrzeni eukli-
desowej sg instantonowe procesy tunelowania, w wyniku ktérych ulega
zmianie topologiczna liczba nawinie¢ fancucha spinéw majacego tatwa
plaszczyzne. Proces taki jest zesrodkowany na ztaczu pomiedzy kolejnymi
weztami, w ktorych lokalny parametr porzadku Néela staje si¢ nieciagly
na bardzo krotki czas

stanu podstawowego, poniewaz zachowuje liczbe nawi-
nie¢ modulo 2.

Dzieki tym wynikom stalo si¢ jasne, ze uszerego-
wanie modeli antyferromagnetykéw od majacych tatwa
plaszczyzne do majacych fatwa 0§ ma zupetnie inny cha-
rakter, gdy spin S jest calkowity i gdy jest potowkowy.
Gdy wzrasta warto$¢ parametru A taiicucha spinéw po-
téwkowych, przy wartoéci A = 1 zachodzi bezposrednio
podwdjna przemiana BKT od topologicznie uporzadko-
wanego antyferromagnetyka o latwej plaszczyznie i bez
przerwy [w widmie energii], gdy A < 1, do majacego
przerwe antyferromagnetyka o fatwej osi i dubletowym,
famigcym symetrie stanie podstawowym Isinga—Néela,
gdy A > 1. Natomiast w przypadku taiicucha spinéw cal-
kowitych przy A = A° < 1 zachodzi zwykla przemiana
BKT do stanu cieczy spinowej o nietamigcym Zadnej sy-
metrii singletowym stanie podstawowym, a dopiero po
niej, przy A = A > 1, nastepuje druga przemiana typu
Isinga do charakteryzujgcego sie¢ tatwa osig stanu Isinga-
Néela.

Ujawnia to fundamentalng topologiczng réznice
istniejaca miedzy antyferromagnetycznymi (izotropo-
wymi) tancuchami spinéw Heisenberga o spinach S
catkowitych i poléwkowych. Réznica ta podwazyta po-
wszechny wczeéniej poglad, ze warto$¢ S spinu pelni
tylko role parametru rozwiniecia wedtug poteg 1/S ana-
logicznego do semiklasycznego rozwinigcia wedtug po-
teg stalej Plancka /. Zgodnie z tym pogladem asymp-
totyczne dlugozasiggowe zachowanie funkcji korelacji
(S,-S,) powinno mie¢ postaé (=1)"~"'|n — n’[ ™ z wy-
ktadnikiem 7(S™!) bedacym gladkg funkcja argumentu
S™!, znikajaca, gdy S! — 0.

Moje — w roku 1981 heretyckie — stwierdzenie, ze
istnieje fundamentalna réznica miedzy jednowymiaro-
wymi kwantowymi antyferromagnetykami o spinach S
catkowitych i poléwkowych, bylo przypuszczalnie nie-
najlepiej uzasadnione i moja praca w pierwotnej swojej
wersji (Haldane, 1981a) zostala odrzucona przez kilka

czasopism; sceptycy nazywali zawarte w niej stwierdze-
nie hipoteza i to okreslenie, jak sie wydaje, do niego przy-
lgneto! Praca ta, zanim zostala w koncu opublikowana
(Haldane, 1983), zostala w duzym stopniu napisana na
nowo, by lepiej oméwic¢ przypadek izotropowego mo-
delu Heisenberga, a pierwotny jej preprint — tak si¢
wydawalo — w konicu zaginal, gdyz byly to czasy za-
nim preprinty zaczely by¢ archiwizowane w internecie.
Szczgsliwie odzyskalem niedawno jego kopie — prze-
chowat jg Jeno Solyom — i umiescitem jg w celach hi-
storycznych w internetowym archiwum arXiv (Haldane,
1981a). Pézniejsze studia Boteta i Julliena (Botet i Jullien,
1983) wykorzystujace $cista numeryczng diagonalizacje
potwierdzily stwierdzenia zawarte w tej pracy, a roz-
praszania neutronéw na quasi-jednowymiarowych or-
ganicznych zwigzkach NENP niklu zbadane przez Billa
Buyersa (Buyers i inni, 1986) dostarczyto w koncu ekspe-
rymentalnego dowodu na to, Ze stan podstawowy anty-
ferromagnetyka o spinie S = 1 jest stanem singletowym
i ze widmo energii takiego ferromagnetyka ma przerwe.

Bardziej zasadniczym powodem, dla ktérego mdj
wynik z 1981 roku byt tak nieoczekiwany bylo to, ze
stan cieczy spinowej fancucha spinéw S = 1 byl pierw-
szym przyktadem topologicznej materii kwantowej. Wy-
przedzit on dokonane przez Berryego w roku 1983 od-
krycie fazy nazwanej jego imieniem, ktdrej istnienie po-
twierdzilo fakt, ze w przypadku ukladéw spinowych spi-
nowa liczba kwantowa S odgrywa role topologiczna,
poniewaz wielkos$¢ 28 jest zawsze liczbg catkowity. Pa-
trzac przez pryzmat uzywanego przez fizykéw mate-
rii skondensowanej sformulowania hamiltonowskiego,
bardzo tajemnicze wydawalo sie to, iz mechanike kwan-
towa do wykorzystujacej ciagte pola teorii antyferroma-
gnetycznego tanicucha spinéw, opartej na tzw. nielinio-
wym O(3)-symetrycznym modelu sigma, trzeba — jak
sie wydawalo — stosowa¢ inaczej w przypadku spinéw
potéwkowych, a inaczej w przypadku spinéw catkowi-
tych. W roku 1983 bardzo pomocnej wskazéwki dostar-
czyla rozmowa, jaka odbylem z Edwardem Wittenem.
Wspomnial w niej, ze w lagranzowskim sformutowaniu
faworyzowanym przez fizykéw czastek elementarnych,
w lagranzjanie modelu sigma® moze wystepowaé do-
datkowy czton topologiczny, ktéry nie wystepuje w for-
malizmie hamiltonowskim i znika catkowicie w granicy
klasycznej. Czlon taki jest proporcjonalny do parame-
tru zwanego katem 6. Mozna tez latwo pokazaé, wy-
korzystujgc podejscie odwolujace sie do faz Berryego
zwigzanych z trajektoriami zakreslanymi przez ewolu-
ujace poszczegdlne spiny, ze kat ten musi by¢ réwny 278,

6. Model sigma pelni w fizyce czastek elementarnych role efektywnej
teorii oddziatywan niskoenergetycznych mezonéw, takich jak me-
zony 7, kaony itp. (przyp. thum.)
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czyli musi przyjmowac wartos¢ 0 modulo 27, gdy spiny
sa catkowite i warto$¢ m modulo 27, gdy spiny sa po-
towkowe (sa to tez jedyne dwie wartosci parametru 6
zgodne z symetrig odwrdcenia czasu). Parametr § ma
zwigzek z kgtem aksjonowym wprowadzonym w fizyce
wysokich energii w celu rozwigzania problemu nietama-
nia parzystosci kombinowanej CP przez oddzialywania
silne,” oraz z analogicznym katem wprowadzonym cat-
kiem niedawno w elektrodynamicznej teorii silnie topo-
logicznych izolatoréw przez Xiao-Liang Qi, Taylora Hug-
hesa i Shouchenga Zhanga (Qi i inni, 2008); w tej teo-
rii przyjmuje on warto$¢ 8 = 0 w przypadku nietopolo-
gicznych izolatoréw respektujacych symetrie odwrdce-
nia czasu i warto$¢ 0 = m w przypadku tréjwymiaro-
wych silnie topologicznych izolatoréw zachowujacych
te symetrie. Odkrycie mozliwo$ci wystepowania cztonu
0 w lagranzowskim sformutowaniu teorii pola jednowy-
miarowych antyferromagnetykéw wydaje si¢ cezura, po
ktérej lagranzowskie sformulowanie stalo si¢ powszech-
nie stosowanym w teoretycznej kwantowej fizyce mate-
rii skondensowanej i jest obecnie standardowym narze-
dziem uzupelniajacym podejscie hamiltonowskie.

Prosty modelowy stan, ujmujacy istote oddzielo-
nego przerwa od reszty widma stanu jednowymiaro-
wego antyferromagnetyka zbudowanego ze spinéw cal-
kowitych, zostal pozniej skonstruowany przez lana Af-
flecka, Toma Kennedyego, Hala Tasaki i Elliota Lieba
(Affleck i inni, 1987). Jest to takze Scisty stan podsta-
wowy zmodyfikowanego zabawkowego modelu AKLT.
Przyktad ten jest wyjatkowo pouczajacy, gdyz pokazuje
szczeg6lno$¢ natury kwantowego splatania stanu topo-
logicznego. W konstrukcji AKLT obiekt o spinie 1 jest
przedstawiony jako symetryczny stan dwéch spinéw 1,
potspinéw, z ktorych kazdy, przez sparowanie si¢ z jed-
nym z sgsiadujacych z nim poétspindw, moze tworzyé
splatany stan singletowy

1
%) = %(I ) =14)

wigzania walencyjnego. Je$li koice fancucha spindw S =
1 sa swobodne (tzn. jest on otwarty), to na kazdym
z nich pozostaje jeden niesparowany spin 3. Model ten
ujawnia zasadniczo splgtang nature stanu [taficucha spi-
néw catkowitych]: jesli tancuch taki rozetniemy na dwie
cze$ci, po obu stronach rozciecia pojawia si¢ niesparo-
wane spinowe stopnie swobodyo § = % Spektrum splgta-
nia takiego modelowego stanu jest wiec bardzo charak-
terystycznym prostym spektrum pojedynczego dubletu
spinéw % (Li i Halddane, 2008). To, ze wszystkie stany
w widmie splatania sg dubletami i Ze na swobodnych

7. O aksjonach i roli kata 8 w fizyce wysokich energii zob. wyklad
noblowski Franka Wilczka Postepy Fizyki 56 (4), 154 (2005) (przyp.
thum.).

konicach dlugiego otwartego taricucha spinéw zlokalizo-
wane s3 lokalne stopnie swobody spinu % (ryc. 8), jest
cecha wszystkich standw nalezacych do tej samej topo-
logicznej klasy stanéw co modelowy stan AKLT, wlacza-
jac w to takze standardowy antyferromagnetyk Heisen-
berga zbudowany ze spinéw S = 1, ktéry badalem wcze-
$niej.

Ryc. 8. W konstrukeji AKLT stanu podstawowego ukladu spinéw S =1,
kazdy spin § = 1 jest traktowany jak symetryczna kombinacja dwéch
pOlspinéw S = %, z ktérych jeden tworzy singletowe wigzanie walencyjne
z p6lspinem sgsiadujagcym z nim z prawej strony, a drugi z polspinem sgsia-
dujacym z nim z lewej strony. Na kazdym z otwartych krancéw lanicucha
pozostaje niesparowany jeden spin § = % i widmo splatania sktada sie
z pojedynczego dubletu

Mimo iz na koncach kazdego lancucha calkowi-
tych spinéw S istniejg lokalne stopnie swobody spinéw
%S i poniewaz elementarnymi wzbudzeniami calego
ukladu, oddzielonymi od stanu podstawowego przerws,
s3 magnony o spinie 1, ktérych stany moga by¢ zlokali-
zowane na krancach tancucha, spiny tam ulokowane sa
topologicznie chronione tylko wtedy, gdy S jest niepa-
rzystg liczbg calkowita. Ostateczna klasyfikacja (Chen
i inni, 2013) jest wiec taka, ze tylko stan fancucha spi-
néw o S bedacym nieparzysta liczbg catkowitg jest chro-
nionym przez symetri¢ (symetrig ta jest albo symetria
wzgledem odwrdcenia czasu lub symetria wzgledem od-
bicia przestrzennego) stanem topologicznym (czyli tzw.
stanem SPT) charakteryzujacym si¢ typowa podwdjng
degeneracjg stanow w widmie splatania.

Wieloletnie badania topologicznego stanu antyferro-
magnetyka Heisenberga zbudowanego ze spinéw S =1
okazaly si¢ niezwykle owocne. Szczegélowe badanie
jego topologicznej stabilno$ci doprowadzito do podania
przez Xiao-Gang Wena i wspotpracownikéow (Chen i
inni, 2013) jednolitej klasyfikacji chronionych przez sy-
metrie stanéw topologicznych zaréwno w jednym, jak
i w wiekszej liczbie wymiaréw. Ponadto spektrum spla-
tania takiego stanu jest gtéwnym elementem grupy re-
normalizacji macierzy gestosci (White, 1992) i technik
opartych na stanach macierzowo iloczynowych, ktére zo-
staly rozwiniete cze$ciowo w celu testowania i sprawdza-
nia tzw. hipotezy Haldane’a. Cechy nieoczekiwanie chro-
nionych topologicznie stanéw brzegowych ujawniajg sie
wcigz na nowo w zwiazku z topologicznymi stanami ma-
terii, np. przy okazji tzw. modéw Majorany, ktdre wyste-
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puja na brzegach topologicznych nadprzewodzacych wi-
réw; prosty zabawkowy model takich stanéw, odgrywa-
jacy podobna role co model AKLT, podat Kitajew (Ki-
tayev, 2001). Stany te s3 obecnie uznawane za mozliwe
podloze, na ktérym mozna bedzie zrealizowal przyszie
topologiczno-kwantowe przetwarzanie informacji. Roz-
woj fizyki materii skondensowanej, jaki wyniknat z nie-
oczekiwanego odkrycia okoto roku 1980 topologicznych
faz materii, okazat si¢ zaskakujgco bogaty!

Patrzac wstecz na to, jak rozwinela si¢ dziedzina
topologicznej kwantowej materii, ktorg zainicjowaly
tamte odkrycia uderza mnie, jak wazne w odkrywaniu
nowej fizyki byto wykorzystanie zabawkowych modeli
ilustrujacych sama istote rozpatrywanych problemow.
Zwyklo sie mysle¢ o modelach jednowymiarowych, ze
sg one tylko ,zadaniami domowymi”, ktére trzeba odro-
bi¢ przed przystgpieniem do badania rzeczywistych tréj-
wymiarowych ukfadéw. W istocie, cz¢§ciowo z powodu
tego, ze skutki kwantowych fluktuacji sa najbardziej
spektakularne w ukladach niskowymiarowych, wlasnie
taki sposdb postepowania umozliwit odkrycie wielu in-
teresujacych zjawisk i stworzenie zupelnie nowego spo-
sobu patrzenia na fizyke materii skondensowanej i egzo-
tyczne stany topologiczne.

Przypadt mi w udziale przywilej uczestniczenia
w otwarciu nowej dziedziny, do ktérej wielu innych
przyczynilo si¢ zdumiewajacymi odkryciami i ktéra do-
prowadzita do marzen o nowych kwantowych techno-
logiach przetwarzania infomacji. Dziekuje Krolewskiej
Szwedzkiej Akademii Nauk za uhonorowanie moich
wspoétlaureatéw oraz mnie samego i tym samym calej
tej ekscytujacej dziedziny fizyki.
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