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ALGORYTM OKRE SLANIA STANOW USTALONYCH
W MASZYNACH PR ADU PRZEMIENNEGO
BEZPOSREDNIO W DZIEDZINIE CZASU

ALGORITHM DETERMINING STEADY-STATES FOR AC MACHINES
DIRECTLY IN TIME DOMAIN

StreszczenieW pracy opisano algorytm wyznaczania standw ustallo w maszynach elektrycznychygu
przemiennego dla przypadkéw ich dwu-okresowegoattiaru. Algorytm umgliwia okreslenie rozwizan
ustalonych bezpgoednio w dziedzinie czasu pomimie przebiegi dwu-okresowe siepowtarzalne wad-
nym skaiczonym przedziale czasu. Badla rozwaan jest dyskretny operator zdiczkowania okréajacy
chwilowe wartdci pochodnej funkcji dwu-okresowej w wybranym zlzierpunktow na podstawie wastd
funkcji w tym zbiorze. Umgliwia on zapisanie rownaalgebraicznych okéajacych wartdci rozwigzania
ustalonego w tym zbiorze punktéw, a na ich podsadkirglenie wartdci rozwigzania ustalonego w dowol-
nej chwili nieskaczonego przedziatu czasu. Algorytm opisany w priasy konkurencyjny w stosunku do
znanych w literaturze réwihavyznaczajcych takie stany ustalone w dziedzinigstntliwosci metod, bilan-
su harmonicznych.

Abstract: The main aim of consideration is to find relatidos direct determination in time domain of peri-
odic steady-state solutions for differential eqoagi Consideration starts from a case of a séheél peri-
odic differential equations having periodic steatigte solution, for which that solution can be findre-
quency domain by harmonic balance method. Requérpdations have been find using relations between
Fourier coefficients and values of periodic funotia time, which has been done in the matrix foAmew
discrete operator of differentiating has been defirAs a result a set of algebraic equations has heitten.
Base on it an algorithm for nonlinear different&juations has been proposed. Numerical tests rese b
done both for a new discrete operator and for stetate analysis in a simply electromechanical eotev.

Stowa kluczowemaszyny prdu przemiennego, analiza stanéw ustalonycbzwigzania prawie-okresowe,
analiza w dziedzinie czasu, dyskretny operaténigzkowania
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1. Wstep Jest to uktad nieliniowych rowna6zniczko-

' wych, do ktérych nie mma bezpérednio sto-
Stany ustalone w maszynach elektrycznygh s sowa metod wyznaczania rozggan ustalo-
przedmiotem szczegolnego zainteresowania, nych znanych z teorii obwodéw elektrycz-
gdyz na ich podstawiegsokreslane parametry  nych.
techniczno-ekonomiczne. Metody wyznacza- W wielu przypadkach dla maszyn o syme-
nia standw ustalonych nale do elementar-  trycznej budowie i przy odpowiednio dobra-
nych problemoéw elektrotechniki iaspodsta-  nych zatgeniach upraszczggych udaje si
wowym narzdziem poznawania waiwosci sprowadzt réwnania elektryczne maszyny
uktadow elektrycznych. Problem okfenia  (1a) do uktadu liniowego o wspotczynnikach

rozwigzah ustalonych w maszynach elektrycz- niezalenych od lgta obrotu w postaci
nych pgdu przemiennego znaczniec dilom-

plikuje gdy nalezy poszukiwg& rozwigzan Lﬂ+R i +%M i =u(t)
uktadu réwna rézniczkowych o postaci at dt
d( i ) o dla ktérych stosunkowo latwo jest oki¢
G -0 +RI=u) (18)  stany ustalone przy zafeniu statej pedkosci
d2¢ d¢ obrotowej maszyny. Jest to po§t§¢ lszer(_)k_o
Jdtz +DE=Tem(i,¢)+Tm(t,¢) (1b) rozpowszechnione w praktyce zimierskiej.

Jednak w przypadkach koniecZnouwzgkd-
nienia nieliniowdci obwodu magnetycznego,



rzeczywistych rozkladow pola w szczelinie
powietrznej czy zaburiezewrgtrznego mo-
mentu mechanicznego konieczne jegtzhe
rozwigzywanie réwna (1la) oraz (1b). Poszu-
kiwanie rozwjzan ustalonych dla rowna
elektrycznych (la), nawet przy zaémiu sta-
tej predkosci obrotowej, stwarza powae
problemy obliczeniowe. Rozwian ustalo-
nych naley bowiem poszukiw& w postaci
dwu-okresowych szeregéw Fouriera, z ktorych
pierwszy wynika z okresu zmienst naptc¢
zasilapcych, a drugi z okresu zmiergu in-
dukcyjnaci, wynikajgcego z pgdkosci kato-
wej wirnika maszyny.

W pracy [3] podano algorytm wyznaczania
rozwigzah okresowych dla réwna(la) przy
zalazeniu liniowasci obwodu magnetycznego
maszyny  przy  uwzgbnieniu  wielo-
harmonicznej zalaosci indukcyjngci uzwo-
jen maszyny od #a obrotu. W pracy [5]
uogolniono ten algorytm na przypadek nieli-

niowego obwodu magnetycznego. W pracach

[6][71[8] opisano algorytm wyznaczania stanu
ustalonego dla symetrycznej maszyny syn-
chronicznej przy zak@niu liniowasci obwodu
magnetycznego i mono-harmonicobprze-
ptywéw uzwojer poddawanie okresowych za-
burzeniom momentu mechanicznego, co wy-
magato 4cznego rozwjzywania réwna (1a)
oraz (1b). Wszystkie te algorytmy wyznaczaty
rozwigzania w dziedzinie estotliwasci, czyli
wyznaczaly rozwjzania w postaci dwuokre-
sowego szeregbw Fouriera funkcji prawie-
okresowej. Algorytmy te komplikowaly i
znacaco w przypadkach nieliniowego charak-
teru ukladu rowna gdyz wymagaty wielo-
krotnego obliczania warfoi nieliniowych
funkcji w wybranych chwilach czasu na pod-
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dx
—=f(xt 2
o= o) ()
w ktérym x jest wektorem poszukiwanych
rozwigzan, zawieragcym zaréwno zmienne
elektryczne jak i mechaniczne, fgx,t) jest

wektorem nieliniowych funkcji wzghem
tych zmiennych. Rozwkrania ustalone dla
maszyn elektrycznych @idu przemiennego
mozna w wikszdci przypadkéw przewidzie
w postaci szeregu Fouriera funkcji dwuokre-
sowej

xt)= & T X, eoeed  (3)
0 dwdch niezalenych okresach bazowych:
T, =21/Q,, - wynikajacym z pedkosci kato-
wej wirnika maszyny orad, = 2r/Q, - wyni-
kajacym z okresowgci nape¢ zasilajcych.
Na wytek dalszych rozwan ukiad (2) naley
sprowadzt do postaci

dx

a (3)

aproksymujc nieliniowe funkcje w wektorze
f(x,t) szeregami Taylora wzglem zmien-
nych wektorax. W tym réwnaniu wektob(t)
musi by dwuokresow funkcja czasu aby
rozwigzanie ustalone byto dwuokresowe.

W celu utworzenia algorytmu wyznaczania
rozwigzania ustalonego bezfgpednio w dzie-
dzinie czasu zostanie zdefiniowany dyskretny
operator raniczkowania funkcji dwuokreso-
wej okrelajacy wartaci jej pochodnej w wy-
branym zbiorze chwil czasowych na podsta-
wie wartgci funkcji w tym samym zbiorze
chwil czasowych. Operator taki, dziajey
bezpadrednio na chwilowych wartgiach

A(X)x+b(t)

stawie ich szeregéw Fouriera oraz powtérnego funkcji stanowicej rozwhzanie uktadu (3),

obliczania wspotczynnikdw szeregéw Fouriera
dla nowych wartéci tych funkcji.

W niniejszej pracy opisano algorytm u#ie
wiajacy bezpérednie obliczanie chwilowych
wartasci dwuokresowych przebiegéw ustalo-
nych w przypadkach, gdy nalerozwigzywat
tacznie réwnania (1a) oraz (1b).

2. Sformutowanie problemu

Z punktu widzenia matematyki postawiony w
pracy problem sprowadzasgio poszukiwania
rozwigzania uktadu nieliniowych rowiardz-
niczkowych o postaci

pozwoli zbudowda algorytm iteracyjny pro-
wadzcy do poszukiwanego rozgzania.

3. Okreslenie dyskretnego operatora
rézniczkowania funkcji dwuokresowej
w dziedzinie czasu

Stosunkowo prosto moa okréli¢ operator
rézniczkowania funkcji dwuokresowe] w
dziedzinie cgstotliwosci. Jeeli zatary¢, ze
poszukiwana funkcja dwuokresowa posiada
pierwsz pochodn to zachodzi

Ko S S, +s0) X0 @)

= S§=w

dt



Maszyny Elektryczne — Zeszyty Problemowe Nr 3/2Q0%)

Relacg migdzy wspotczynnikami szeregu Fo-
uriera tej funkcji i jej pierwszej pochodnej
mozna zapisaw postaci

X'=jQ X (5)
W tym zwigzku X' jest odpowiednio upo-
rzadkowanym hiper-wektorem wspotczynni-
kéw Fouriera pochodnej funkcji dwuokreso-
wej ztozonym z wektorowX',

JT

x':[... X, Xy X
A

z ktérych kady ma posta
X', X' X'
Analogicznie X jest odpowiednio upoge-
kowanym hiper-wektorem wspétczynnikow
Fouriera funkcji dwuokresowej zionym z
wektorow X,
o

x:l )(_1 Xo )(1
T

z ktérych kady ma posta
)(r =1.. Xr‘_l X
Macierz Q jest dla funkcji dwuokresowej
operatorem réniczkowania w dziedzinie €z
stotliwosci i ma posté hiper-macierzy diago-
nalnej
Q =diad- Q, Q, Q -

= X'

r-l r,0 rl

X

r,0 rl

w ktorej poszczegdlne maciere, s diago-
nalne i ma postaci
Q =diad-- Q E Q. E QE -

gdzie Q  =rQ +sQ oraz E jest macierz

jednostkovy.
Aby otrzyma& operator réniczkowania w
dziedzinie czasu natg powigza® wspotczyn-
niki Fouriera funkcji dwuokresowej i jej po-
chodnej z ich warteiami. Mazna to zrohi
jezeli uwzgkdnic w szeregu (3) skazory
liczbe wyrazéw -R <r <R oraz -S<s<S.
W tym celu przewidywane rozeganie (3) na-
lezy zapis& w postaci funkcji dwdch zmien-
nych [5]
R S
Xa(pia): 2 Zxr,seirpejsg

r=-Rs=-S

(6)

definiujagc p=Q t orazc=Q.t jako nieza-
lezne zmienne. Taka funkcja jest okresowa dla
kazdej z tych zmiennych

X,(0,0) =X, (p+ 2m,0)

X,(0,0) =X, (0,0 +2n)

Dla takiej funkcji okréli¢ mozna jednoznacz-
ne zwhpzki miedzy jej wartdciami a wspot-
czynnikami szeregu (6) wybiesaj nas¢puja-
ce zbiory punktéw

p.=ka, -R=<k=R, a=2r1/(2R+1)

o =B, -S=I<S, B=2r/(2S+1).

Po odpowiednim upogzlkowaniu mana je
zapis& w postaci

x, =T X, @)

W tym zapisiex, jest hiper-wektorem warto-
sci funkcji (6) w punktach(p,,c, ) uporzd-
kowanych zgodnie z pargzym zapisem.
Wektor x, tworzy 2R+1 wektorowk;

x, =b o g ool
z ktérych kady ma postéa
XpElxie e XL XE, X e X

i zawiera wartéci funkcji (6) w punktach
(P:5)) -

Wektor X, jest hiper-wektorem utworzonym
ze wspotczynnikow szeregu (6) upgikowa-
nych analogicznie. Tworzy go 2R+1 wekto-
row X;

X, =[x% oxyoxs oxe o xif
Z ktérych kady ma postéa
Xe=lxag oo xE,oXxe, X o x4f

i zawiera wspotczynnikiXy, szeregu (6). Hi-
per-macierZT ma postéa

a*’B a"B a’B aFB a®’B
a"B aB a’B a'B a®B
T=| a%B aB aB a’B a’B
a®B a’B aB aB a"B
_a‘RzB a®"B a’B a°B a¥’B |
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b b°> b° bS - b¥]
b b B b b
B=| b b® b® b° b® |
b-S b-l bO bl bS
b-SZ b‘-S 50 b‘S bS2
) b=e )

MacierzeB s3 mna@one w macierzyT przez
wersora=¢e" w odpowiednich pegach. Ma-
cierz T jest kwadratowa, ma wymiary
[(2R+1)(2S+1)x(2R+1)(2S+1)]. Mma wyka-
za® ze jest unitarna i spetnia warunek

T (T") = (2R+1)(2S+1E

gdzie prze£ oznaczono macierz jednostkow

3. Okreslanie ustalonych rozwizan
dwu-okresowych w dziedzinie czasu dla
rownan maszyn prdu przemiennego
W celu utworzenia réwna algebraicznych
okreslajgcych dwuokresowe rozwianie usta-
lone bezpé&rednio w dziedzinie czasu naje
zasgpi¢ pochodg czasow po lewej stornie
réwnania (3) dyskretnym operatorenemicz-
kowania (10), a funkcje prawej strony ich war-
tosciami w punktach(p, ,o, ) uporadkowane
tak jak w wektorze poszukiwanych waito
rozwigzania. Prowadzi to do ukladu rowna
algebraicznych o og6lnej postaci
Dx,=A(x,)x,+b, (11)

w ktorym diagonala hiper-macies& (x, jést
utworzona z wartei macierzy A X )z (3) w
zbiorze punktéw (p,,c, ) uporadkowanych

0 stosownych wymiarach. Macierz odwrotna jak w wektorzex, . Tworz ja macierzeA,

ma wkc posta
T'!:= 1 (T")
2R+ D(S+])

Pozwala to zapisazwiazek midzy wspot-
czynnikami szeregu Fouriera (6) oraz warto-
sciami funkcji x,(p,0) w punktach(p,,c, )
W postaci

X, =T"x, 8)

Zwiazki (7) oraz (8) pozwalaj zdefiniowa
dyskretny operator ediczkowania w dziedzi-
nie czasu w oparciu o operator (5) w dziedzi-
nie czstotliwosci, ograniczony do rozmiaréw
wynikajacych z (6). W tym celu naky wyko-
nat operacje przedstawione w posEym
réwnaniu

TX,=j(TQT)(TX,)

Prowadzi to do relacji ndzy wartgciami

pochodnej funkcji (6) oraz jej wadciami w

zbiorze punktow(p, .o, )
x',=Dx,

(9)

Macierz D jest poszukiwanym dyskretnym
operatorem réniczkowania funkcji dwu-
okresowej

D=|TQ.T" (10)

Operator ten zostanie wykorzystany do utwo-
rzenia algorytmu wyznaczania ustalonych
rozwigzan dwuokresowych uktadu nielinio-
wych réwna rézniczkowych (3).

A =diagA A, A, A, Al
z ktoérych kada ma posia
A= diad.Ak,-s o A Ao A Ags

gdzie A,, s3 to wartégci macierzy A x ) w
punkcie (p, .o, ). Wektor b, jest tworzony na
podstawie wektor(t) analogicznie jakx, .
Macierz A(x_ ) zalery od wartdci rozwigza-

nia, co symbolicznie zaznaczono,ewiuktad
rownar (11) musi by¢ rozwigzywany intera-
cyjnie

= (D-A0K))" D, (12)
Dyskretny operator ediczkowania mge by
zastosowany bezpednio do réwna maszy-
ny w postaci (1a,b), gayich sprowadzenie do
postaci (3) w pewnych przypadkach radoy¢
ktopotliwe. Dla przyktadu, gdy natg rozwia-
za jedynie réwnanie

X

d
—IL@,)i)+Ri=u(t
L LED)+RI=u()
odpowiadaice przypadkowi gdy ruch obro-
towy jest okrélony lecz uwzgidniana jest
nieliniowos¢ obwodu magnetycznego oraz
rzeczywiste zalosci indukcyjncci wia-
snych i wzajemnych odaka obrotu, rownanie
odpowiadajce (12) ma

L) +R)i) =u, (14)

Macierze w tym réwnaniugsutworzone na za-
sadach opisanych dla rownél2).

(13)
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W przypadku gdy zachodzi konieczdoroz-
wigzywania réwna (la,b) icznie naley im
nada& posta

d*x
2 dt?
Odpowiadajce mu réwnanie okgtajace war-
tosci chwilowe rozwijzan w punktach(p, ,c,)
ma posta

(A,D* +DA,(x)+A,) X" =b

a ~ ™a

A +%(Al(x) x)+A, x=b(xt) (15)

(16)

Wszystkie macierze i wektory w tym réwna-
niu § tworzone analogicznie jak w (12).
Roéwnania (12), (14) i (16) wyznaczajvarto-
$ci rozwigzar w wybranym zbiorze punktow
(p.,0,) wobszarze

17)

W celu okrglenia rozwizania w dowolnej
chwili czasu z przedziatu E{oqod naley

obliczy¢ wartaci zmiennych pomochiczych
(p,,0,) dla tej chwili czasowej, zlokalizowa
ten punkt w obszarze (17), a rgmtie aprok-
symowa warta¢ rozwigzania w chwili t' na

podstawie warte&i w najblizszych punktach

(Pc,0)) -

6. Whnioski

W pracy wyprowadzono réwnania uphiovia-
jace bezpérednie obliczanie warfgi chwi-
lowych ustalonych rozwzan dwuokresowych
dla nieliniowych réwna maszyn pgdu prze-
miennego. Maj one posta uktadéw nielinio-
wych rowna algebraicznych i elimingj po-
trzeky postugiwania s szeregami Fouriera.
Istotnym elementem tych uktadow jest dys-
kretny operator réniczkowania funkcji dwu-
okresowej, ktory jest kluczowym elementem
prezentowanego w pracy sposobu ékneia
ustalonego rozwizania niepowtarzalnego w
skonczonym przedziale czasu.

- <p, =m -1 <0, =1
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