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1. Metody rekonstrukcji konturu

Zagadnienie odtworzenia konturu czy dowolnej krzywej na podstawie pewne;j
iloSci punktéw kontrolnych jest istotne w grafice komputerowej, przetwarzaniu obrazu
1 w tych galeziach nauki, w ktérych wazne jest zrekonstruowanie ksztattu obiektu. Na
przyktad w sytuacji, gdy zdjgcie satelitarne nie przedstawia catego konturu budynku,
istnieje potrzeba przyblizenia ksztaltu na podstawie posiadanych lub przewidywanych
punktéw charakterystycznych dla danego obiektu. Innym przykladem zastosowania
metod odtwarzania konturu jest zagadnienie kompresji mapy. Na mapie w zaleznosci od
jej przeznaczenia mogg wystgpowac réznego rodzaju linie otwarte czy zamkniete (np.
potudniki, réwnolezniki, poziomice, warstwice, izobary, izobaty, izohipsy itd.).
Zapamigtanie kazdej linii na mapie za pomocg odpowiedniego zbioru weztéw
(kompresja mapy) i rekonstrukcja z duza dokladno$ciag (dekompresja bezstratna lub
matostratna) to tematyka wcigz aktualna w zwigzku z rosnacg iloscia danych
potrzebnych do analizowania, przetwarzania i archiwizowania. Rdwniez w obrazie video
zapamigtanie ksztattu obiektu i odtworzenie konturu po przemieszczeniu obiektu jest
waznym tematem.

W celu aproksymacji ksztattu stosuje si¢ wielomiany lub krzywe wyzszego
rzedu [25]. W zastosowaniach informatycznych wykorzystuje si¢ przede wszystkim
przyblizenie (aproksymacj¢) konturu za pomoca krzywych Béziera. Sg to parametryczne
krzywe wielomianowe powszechnie stosowane w programach do projektowania
inzynierskiego CAD (Computer Aided Design), projektowania grafiki komputerowej (np.
Corel Draw), do reprezentowania obryséw znakéw w fontach komputerowych (np.
TrueType), w systemach przetwarzania grafiki (np. PostScript) oraz w grafice
wektorowej (format SVG- Scalable Vector Graphics). Ksztalt krzywej Béziera
determinuja wielomiany dowolnego stopnia n na podstawie n+/ punktéw kontrolnych
P, z ktérych dwa pokrywaja si¢ z koncami krzywej, natomiast pozostate n-/ punktéw
lezy poza krzywa i stuzy do jej okreslenia [23]. Liczba wielomianéw jest réwna
wymiarowi przestrzeni, tzn. do opisu krzywej plaskiej potrzebne sa dwa wielomiany



(x,y) = (X(1),Y(1)), t € [0;1], a dla krzywej w 3D trzy wielomiany (x,y,2)=(X(t),Y(t),Z(t)),
t € [0;1]. Dowolny punkt na krzywej opisywany jest rOwnaniem:

n ny . ,
P(t)= Z P -B(t) dla te[0;1]; B,"(¢) = ( ‘Jt’ (1-1)"" - wielomiany bazowe
i=0 i
Bernsteina.
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Rys. 1. Krzywa Béziera trzeciego stopnia.

Wspétrzedne dowolnego punktu P(¢) na krzywej z Rys. 1 mozna znalez¢ nastepujaco:

(x(1)y(t)=P(t)=Po(1-t)'+ 3P, #(1-1)+3P, £(1-)+ P; £  dlate [0;1].

Teoretycznie krzywa moze opisywaé¢ dowolna ilo$¢ punktéw kontrolnych, lecz

wielomiany stopnia wigkszego niz trzy nie sg stosowane w praktyce z dwéch wzgledéw:

a) zlozono$¢ obliczeniowa wyznaczania punktu na krzywej jest duza;

b)  wszystkie punkty kontrolne maja wplyw na ksztalt krzywej, przez co trudniej
kontrolowac¢ jej ksztalt i niewielkie przesunigcie jednego z punktéw kontrolnych
moze znaczaco wplyna¢ na przebieg krzywej (niestabilno$¢ metody).

W zwiazku z tym najcze$ciej wykorzystuje si¢ wielomiany stopnia trzeciego (Rys. 1) lub
skleja si¢ kilka krzywych i tworzy krzywa B-sklejang (B- spline). Podkresli¢ nalezy dwie
wady krzywych Béziera w odtwarzaniu konturu.
— Rekonstrukcja ksztattu za pomoca krzywych Béziera nie jest rekonstrukcja
doktadng, czyli kompresja konturu za pomocg punktéw kontrolnych oraz odtworzenie
konturu z wykorzystaniem krzywych Béziera jest dekompresja stratng i moze byc
stosowane tylko tam, gdzie dopuszczalne s pewne znieksztalcenia ksztaltu obiektu (np.
niewidoczne lub mato znaczace dla oka ludzkiego). Natomiast w przypadku wymaganej
rekonstrukcji bezstratnej lub matostratnej wielomiany czy krzywe B-sklejane nie moga
by¢ uzyte.

—  Wigksza ilos¢ punktéw kontrolnych nie zawsze wiaze si¢ z wigksza doktadnoscia

odtworzenia konturu, lecz moze prowadzi¢ do znacznych znieksztalcen krzywej;

przesunigcie jednego punktu kontrolnego zmienia calg krzywa.
Oprécz krzywych Béziera w aproksymacji konturu wykorzystywane sa krzywe

Hermite’a (réwniez sa to parametryczne krzywe wielomianowe) [11]. Inna technika

zapisu konturu jest reprezentacja ksztaltu obiektu za pomocg grafu [16]. Dzigki temu



stopien kompres;ji obrazu jest lepszy niz w wielu powszechnie stosowanych metodach,
lecz dekompresja jest stratna. Przykladem stratnej kompresji konturu jest takze
kodowanie ksztattu z wykorzystaniem wspétrzednych biegunowych i Dyskretnej
Transformaty Cosinusowej [20]. Rowniez aproksymacja za pomoca wielomiandw
i krzywych wyzszego rzedu metoda PPE (Progressive Polygon Encoding) [13] jest
stratng rekonstrukcja konturu. Stosowane jest takze budowanie konturu na podstawie
szkieletu, np. podzial konturu i odtworzenie metoda DCE (Discrete Curve Evolution)
[12,24], lecz i takie podejscie moze prowadzi¢ do niedoktadnej rekonstrukeji konturu.

Brak jest bezstratnej lub matostratnej oraz efektywnej obliczeniowo metody
rekonstrukcji konturu, ktéra wraz ze wzrostem liczby punktéw charakterystycznych —
przy zachowaniu wysokiego stopnia kompresji — zapewni doktadne odtworzenie ksztattu
obiektu.

2. Przedmiot badan

Przedmiotem badan sa metody kompresji i bezstratnej lub malostratnej
dekompresji konturu obrazu czarno-bialego. Wykorzystywane metody rekonstrukcji
konturu nie pozwalaja na dokladne odtworzenie dowolnego konturu. Wigkszosé
istniejacych obecnie metod kompres;ji bezstratnej daje lepsze efekty w przypadku obrazu
kolorowego (zdjgcia, grafika) niz czarno-bialego. Metody bezstratne pozwalaja na
odpowiedni rzad kompresji kosztem ztozono$ci obliczeniowej. Natomiast metody
stratnej kompresji moga by¢ stosowane tylko w tych zagadnieniach, gdzie nie jest
wymagane dokladne odtworzenie oryginalnego obrazu. Jezeli konieczna jest wierna
rekonstrukcja danych, wéwczas nalezy uzy¢ metod bezstratnej kompres;ji.

Rodzina macierzy Hurwitza-Radona wymiaru N = 2, 4 oraz 8 zostata
wykorzystana do budowy dyskretnego, ortogonalnego operatora macierzowego.
Macierze HR sa macierzami sko$no-symetrycznymi oraz wszystkie ich kolumny
1 wiersze s parami ortogonalne. Gtéwna ideg przySwiecajaca konstrukcji operatora OHR
na podstawie tych wlasnie macierzy jest fakt, iz kazda sko$no-symetryczna macierz
wymiaru N = 2, 4 oraz 8 (i tylko takiego wymiaru) mozna zapisa¢ jako kombinacje
liniowa N-1 macierzy HR o elementach 0, -1, 1 i macierzy identycznosciowej Iy. Taka
skosno-symetryczna macierz jako operator liniowy M ze wspétczynnikami dobranymi
dla weztéw (Rys. 2, 3) posiada wszystkie kolumny i wszystkie wiersze parami
ortogonalne. Kolumny stanowig ortogonalne wektory bazowe, ktére dla wspoétczynnikéw
zapisanych w wektorze pierwszych wspétrzednych x pozwola wyznaczy¢ wektor drugich
wspétrzednych y z réwnania y = M-Xx. Dowolna kombinacja liniowa macierzy HR
i macierzy identyczno$ciowej wymiaru N moze by¢ utozsamiana z elementami
przestrzeni R% R*, R®: liczbami zespolonymi, kwaternionami i oktonionami (zwanymi
liczbami Cayley’a). Operator M: R*—=R" oraz operator odwrotny M"': R*>R" zostana



wykorzystane do obliczenia brakujacych wspétrzednych punktéw obrazu dzigki
zaleznosciom: Mx =y oraz My = x.

W rozprawie doktorskiej dokonano analizy probleméw zwigzanych z bezstratng
1 stratng kompresja konturu i obrazu oraz opracowano i wykorzystano dyskretny,
macierzowy, ortogonalny operator zbudowany na podstawie rodziny macierzy Hurwitza-
Radona [19]. Autor niniejszej pracy opisal i uzasadnit wlasnoéci tego operatora
(nazwanego operatorem OHR) oraz skonstruowal metod¢ bezstratnego odtwarzania
punktéw konturéw obrazéw czarno-biatych (zwang metoda MHR), wykorzystujaca
operatory OHR.

3. Celi zakres pracy

Sformulowanie podstawowego zagadnienia

Waznym zagadnieniem we wspétczesnej nauce jest zapis danych (np. obrazu)
z uzyciem takiej ilosci informacji, ktéra pozwoli na zrekonstruowanie skompresowanych
danych w sposéb odpowiedni do aktualnych potrzeb. Kompresja bezstratna polega na
doktadnym odtworzeniu pierwotnych danych, natomiast kompresja stratna dopuszcza
pewne niedokladnosci. Metody kompresji stratnej cechuja si¢ nizsza ztozono$cia
obliczeniowa niz metody bezstratne i umozliwiaja wysoki stopien kompres;ji, jednak
w zwiazku z wystgpujacymi niedoktadnosciami podczas dekompresji nie moga zostaé
wykorzystane tam, gdzie wymagana jest wierna rekonstrukcja danych (np. w medycynie
czy topografii). Metody kompresji bezstratnej czesto nie moga by¢ stosowane ze
wzgledu na zbyt duza ztozonos¢ obliczeniowa lub za maty stopien kompresji.

W przypadku wykorzystania rodziny macierzy Hurwitza-Radona kazda krzywa
(np. litera, kontur obiektu, krawedZ obrazu itp.) jest skompresowana do pewnej ilosci
punktéw (wezly interpolacji - punkty charakterystyczne wybrane przez eksperta). Punkty
kompresji s3 punktami, w ktorych lokalnie wystepuje warto$¢ najwicksza lub
najmniejsza jednej ze wspétrzednych oraz punkty lezace pomiedzy takimi punktami.
Dzigki tym weztom mozliwa bedzie dekompresja, czyli odtworzenie krzywej (Rys. 2, 3).
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Rys. 2. Krzywa o dziewigciu weztach ze stalym krokiem wspétrzednej x;: h=1.



W przeksztalceniu MHR wezly sa punktami charakterystycznymi lezacymi na
pewnej krzywej w R%. Mozna sformutowaé znany problem [6,2,18]: czy jest mozliwe
odtworzenie dowolnego punktu lezacego na krzywej, jezeli znana jest skonczona ilo§¢
punktéw (x,y)e R tej krzywej, zwanych weztami, takich, ze kazde (x,y;) ma albo staty
krok w x; (Rys. 2), albo staly krok w y; (Rys. 3)? Pojawia si¢ wi¢c pytanie: czy jest
mozliwe odtworzenie krzywej opisanej zbiorem weztow (x;,y;)?

W proponowanej w rozprawie metodzie wartosci wspotrzednych (x;y;) zostang
powiazane bazg ortogonalng dzigki wykorzystaniu rodziny macierzy HR. Na podstawie
zbudowanych baz ortogonalnych o wspétczynnikach odpowiednich dla danych weztéw
obliczone zostang brakujace wspétrzedne punktéw lezacych pomigdzy weztami.
Zrekonstruowane punkty pozwolg na odtworzenie calej krzywe;j.
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Rys. 3. Krzywa o czternastu weztach ze statym krokiem wspétrzednej y;: h=1.

Transformacja. MHR pozwala na dokfadna rekonstrukcje weziéw konturu
(kompresja bezstratna) i dekompresj¢ punktow konturu lezacych pomigdzy weztami
z duza dokladnoscia (kompresja malostratna) oraz szybkie dziatanie w czasie
rzeczywistym. W grafice rastrowej wystgpuje ogdlny problem z przeksztalceniami
geometrycznymi obiektu (przesuniecie, obrét, skalowanie mapy bitowej- powiekszenie
lub pomniejszenie). W przypadku macierzy HR wystarczy przeksztalci¢ tylko wezty
i odtworzy¢ obiekt po przeksztalceniu. Przeksztalcenie HR pozwala na biezace
modelowanie konturu przez uzytkownika przy komputerze i kreowanie obiektéw
w czasie rzeczywistym oraz uzupelnienie i korygowanie (poprawe¢) konturu obiektu.
Dobér weztéw w taki sposob, iz posiadaja staly krok w jednej ze wspétrzednych
powoduje, ze wezly ,dobrze” opisuja dang cze$¢ krzywej, tzn. jest mozliwe jest
znalezienie dowolnego punktu lezacego na krzywe;.

Tezy pracy

Zbadanie wiasnosci macierzy Hurwitza-Radona i wykorzystanie ich w rekonstrukcji
konturu obrazu pozwala na sformutowanie tez pracy. Sformutowano dwie tezy pracy:



Ortogonalny, dyskretny, macierzowy operator, zbudowany z wykorzystaniem
rodziny macierzy Hurwitza-Radona o wymiarach 2x2, 4x4 i 8x8, znajduje zastosowanie
w bezstratnej i efektywnej obliczeniowo metodzie kompresji i dekompresji konturow
obrazow binarnych (czarno-biatych), zakodowanych w postaci weztow.

Przeksztatcenie HR jest metodg kompresji bezstratnej o ztozonosci obliczenio-

. .. . 2 . . e . . ,

wej kompresji i dekompresji rzedu O(N°) oraz wysokim stopniu kompresji i moze byc¢
stosowana do kompresji i dekompresji obrazéw czarno-biatych.

Tezy rozprawy zostang wykazane poprzez rozwigzanie jednego z gtéwnych stawianych
problemdéw:

Problem

Dana jest klasa obrazéw typy kontur o wymiarach N x N pikseli. Zaktadamy,
ze znane s3 wlasno$ci formalizmu rodziny macierzy Hurwitza-Radona i dla danego
obrazu znana jest skonczona ilo$¢ weztéw (x,y) € R% wezly maja staty krok
wspotrzednej x; lub staty krok wspétrzednej y; oraz wezly ustalone sa w wartosci
minimum i maksimum lokalnego (jezeli wspétrzedne x; s3 rdéwnoodlegle, to ekstremum
lokalne dotyczy minimalnych i maksymalnych warto$ci wspétrzednej y;, natomiast jezeli
staly krok posiadaja wspétrzedne y;, to ekstremum lokalne dotyczy minimalnych
i maksymalnych wartosci wspétrzednej x;) oraz w co najmniej jednym punkcie lezacym
pomiedzy sasiednimi ekstremami lokalnymi (w polowie odcinka). Czy mozliwe jest
odtworzenie obrazu konturu opisanego danym zbiorem wezléw metoda o ztozonosci
obliczeniowej O(N*)?
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Rys. 4. Przyktad weziéw opisujacych kontur.

Rozwigzanie przedstawionego problemu jest istotne w kontek$cie wykorzystania metod
bezstratnej lub matostratnej kompres;ji obrazu w wielu zastosowaniach technicznych.



Problem szukania dowolnego punktu krzywej na podstawie zbioru weztéw na
plaszczyznie kartezjafiskiej jest istotny ze wzgledu na mozliwo$¢ odtworzenia ksztaitu
obiektu; istnieje takze mozliwo$¢ poréwnania dwdch obiektéw opisanych réznymi
zbiorami weztéw (sprawdzenie czy ten sam punkt lezy na dwoch krzywych). Dzigki
macierzom HR mozliwe jest takze opisanie dowolnej krzywej ciaglej za pomoca
skoficzonego zbioru punktéw i wykorzystanie modeli dyskretnych HR danej krzywej
przy obliczeniach komputerowych. Na przyktad pojedynczy, zeskanowany w tomografii
komputerowej, przekrdj fragmentu ciata jest pewna krzywa. Grubos$¢ tej krzywej jest
nieistotna 1 przeksztalcenie MHR pozwala na dokfadne (ogélnie z duza dokladnoscia)
odtworzenie konturu skanowanego narzadu cztowieka. Model organu w trakcie analizy
wymaga przeksztalcen geometrycznych: obrotéw, przesuni¢é, powigkszenia lub
pomniejszenia. W transformacji MHR przeksztalceniu ulega nie caty kontur, lecz tylko
punkty charakterystyczne, a nast¢pnie na podstawie nowych weztéw odtwarzany jest
kontur po przeksztalceniu. Istotnym zastosowaniem przeksztalcenia MHR moze byé
takze odtwarzanie ksztattu kosci przed wypadkiem 1 na tej podstawie projektowanie
protezy.

Wazng cecha transformacji MHR jest fakt, iz przy duzej ilosci weztéw nie ma
potrzeby postugiwania si¢ jednym operatorem globalnym, lecz dziala si¢ na operatorach
lokalnych opartych na kilku lub kilkunastu wezlach. Zaletg przeksztalcenia MHR jest
fakt, iz macierz HR jest ortogonalna. Zapewnia to stabilnos¢ i wysoka doktadno$¢
obliczen. Operator dyskretny dobrze nadaje si¢ do obliczen komputerowych. Znaczaca
cecha transformacji MHR jest mozliwo$¢ wykorzystania go przy aproksymacji lub
interpolacji funkcji [1,4]. Niektére metody aproksymacji lub interpolacji (np. interpolacja
Lagrange’a lub Newtona) nie radza sobie z funkcjami, ktére nie sa rézniczkowalne
w jakim$ punkcie danego przedziatu [6,2,18], np. f(x):|x| lub z funkcjami, ktérych
wykres znacznie rézni si¢ od wielomianu interpolujacego, np. y=1/x. Przeksztatcenie
MHR nie sprawia takich ktopotéw.

Do najwazniejszych wynikéw rozprawy doktorskiej nalezy zaliczy¢:

e  opracowanie sposobu budowania macierzowego, dyskretnego, ortogonalnego
operatora na podstawie macierzy Hurwitza-Radona oraz omdéwienie i uzasadnienie
wiasno$ci tego operatora, nazwanego przez autora operatorem OHR;

e  zastosowanie operatora OHR w oryginalnej, bezstratnej metodzie kompresji
i rekonstrukcji konturéw obrazéw czarno-biatych, zakodowanych w postaci zbioru
weztow (nazwanej metoda MHR);

e zastosowaniec MHR w medycynie, zapis i odtworzenie obrazu w tomografii
komputerowej, projektowanie implantéw kosci;

e  poréwnanie istniejacych metod kompresji i1 rekonstrukcji konturu lub obrazu
z MHR;
poréwnanie MHR z metodami rekonstrukcji obrazu tomograficznego;
zastosowanie operatora OHR w odtwarzaniu obrazu tréjwymiarowego.



Wykorzystywane obecnie metody bezstratnej kompresji obrazu dajg lepsze
efekty w przypadku obrazéw kolorowych niz czarno-biatych. W wielu zastosowaniach
technicznych (np. w medycynie lub topografii) istnieje potrzeba zapisu obrazu binarnego
z duzym stopniem kompresji. Stosowane metody przyblizania konturu za pomoca
wielomianéw lub krzywych wyzszego rzedu sg aproksymacjg stratng. Rodzina macierzy
Hurwitza-Radona o wymiarach 2x2, 4x4 i 8x8 moze znalez¢ zastosowanie w budowie
bezstratnej metody rekonstrukcji konturéw obrazéw czarno-biatych zakodowanych
w postaci zbioru weztéw.

4. Opis metody MHR
4.1 Budowa operatora OHR i operatora odwrotnego do OHR

Baza ortogonalna w skonczenie wymiarowej (n-wymiarowej) przestrzeni
z iloczynem skalarnym jest to zbiér n liniowo niezaleznych wektoréw o n elementach
takich, iz iloczyn skalarny dwéch dowolnych wektoréw z tej bazy jest réwny zero [14].
Przyktad: dane s3 dwa dowolne ortogonalne wektory bazowe u = (uy,uy,...,u,) € R" oraz

t = (t,t,...,1,) € R". Wéwczas iloczyn skalarny <u,t> = ZLti t;,=0. Np.dlan=2:
i=1

u = (1;0), t = (0;1). Ortogonalno$¢ bazy jest waznym czynnikiem w zapisie kazdego
elementu przestrzeni n-wymiarowej jako kombinacji liniowej wektoréw bazowych.
W tym rozdziale ortogonalne wektory bazowe sa rozpatrywane jako wiersze lub
kolumny macierzy HR wymiaru n = 2, 4 oraz 8. Rodzina macierzy [7,8,17] Hurwitza-
Radona (HR) spetnia:

AA+ACA=0, AP =-1, AT'=A"=-A;  dlaj#k jk=1.n
Kazda skosno-symetryczna macierz wymiaru N = 2, 4 lub 8§ (i tylko takiego wymiaru)
mozna zapisa¢ jako kombinacj¢ liniowa N-I macierzy HR o elementach 0,-1,1
i macierzy identyczno$ciowej Iy. Sko$no-symetryczna macierz jako operator liniowy M
ze wspdtczynnikami dobranymi dla weztéw posiada wszystkie kolumny i wszystkie
wiersze parami ortogonalne [3,15,21]. Kolumny stanowig ortogonalne wektory bazowe,
ktére dla wspotczynnikéw zapisanych w wektorze pierwszych wspétrzednych xe RY
pozwolg wyznaczy¢ wektor drugich wspétrzednych y z réwnania y = M-x [5,22].

Problem szukania dowolnego punktu krzywej na podstawie zbioru weziéw
(Rys. 2-4) na plaszczyznie Kartezjanskiej jest istotny ze wzgledu na mozliwo$¢
odtworzenia ksztaftu obiektu; istnieje takze mozliwo$¢ poréwnania dwoch obiektdw
opisanych réznymi zbiorami weztéw (sprawdzenie czy ten sam punkt lezy na dwéch
krzywych- poréwnanie obliczonych wartosci dla tych samych argumentéw). Dzieki
macierzom HR mozliwe jest takze opisanie dowolnej krzywej ciaglej za pomoca



skonczonego zbioru punktéw i wykorzystanie modeli dyskretnych HR danej krzywej
przy obliczeniach komputerowych. W dalszej czgsci pracy pokazany jest sposéb budowy
ortogonalnego, liniowego operatora dyskretnego, stuzacego do znalezienia brakujacych
punktéw krzywej (np. konturu obrazu, ksztattu obiektu itp.).

Dane sa: X = (x,X,...x)" € R*- ztozony z pierwszych wspéhzednych weztéw
(zwany tutaj wektorem argumentéw) oraz y = (y,y»...yx)'€ R¥ - zlozony z drugich
wspétrzednych weztéw (zwany tutaj wektorem wartosci). Czy mozliwe jest znalezienie
operatora macierzowego M : R* — R¥ takiego, aby y = Mx i operator M umozliwiat
znalezienie wspShrzednych y* = M x  dla innych wspéhzednych x € R*? Problem
odtworzenia krzywej jest postawiony w kategoriach odtworzenia punktéw lezacych na
tej krzywej. Operatoréw M oraz M bedziemy szukali z wykorzystaniem ww. macierzy
HR [19].

Jedna z podstawowych wilasnosci rodziny macierzy HR jest taka, iz tylko dla
wymiaréw N = 1, 2, 4 oraz 8 rodzina HR moze liczy¢ N-I macierzy. Stanowig one wraz
z macierzg identycznos$ciowa N ortogonalnych macierzy.

Niech w ogélnym przypadku dla N = 1, 2, 4 oraz 8§ bedzie zdefiniowana [19]
macierz W(w) (oznaczona dalej W) oraz W(wy, w) dla w = (wy,...,wy.;) € R™:

N-1 N-1
W=W(w)= ZW[ ‘W, wa =1, Wwe,w)=W+wl,, w0, (1)
i=1 i=1
gdzie Wi,..., Wy, naleza do rodziny macierzy HR o elementach catkowitych 0, +1
i wymiarze N, za§ wy, # Ow,...,wy; sa liczbami rzeczywistymi. Operator M
skonstruowany jest z macierzy W(wg, w). Dla N =1 liczba rzeczywista W(wg,_w) = wy-1.

Dla N = 2 otrzymano macierze (1):

w, w
W:[O Wl}, W(wy,w)=| ° ak 2)
-w 0 -w, W,
Dla N = 4 macierz W jest kombinacja liniowa trzech macierzy HR, za$

Wwe,w) =W +wl,:

0 wooow, owy Wo w W, W3
-w, 0 w, Ww - w -—w, W
_ | 3 2 1 0 3 2
W_ —w, w O —w 1) W(WO,W) —_ (3)
2 3 1 —W, W; Wo —W



Dla N=8 macierz W jest kombinacja liniowg siedmiu macierzy HR, za$
Wwe,w) =W +wly:

0w ow, wy ow, wy w, wy
w0 wyo-w, oW, —w, —w, W
-w, —wy 0w ow, ow, W, W
-wow, -w, 0w o—w, ow, —w,

W= 0
-W, —w, —wW, —w, wooow, W
-w, o ow, —w, ow, —wp 0 —wyoow,
-w, ow, ow, —wy —w, w0 —w
W ow ows ow, —wy —wy, w0
wWe W, W, W, W, W, W, W,
W W Wy =W, Ws —W, =W, W
-w, —w; W, W, Wy W, =W, —Ws
W W, W W, W, —We W5 —W, “)
W (W() ) LV ) -
—W, =Wy =W, —Ww, W, W, W, W,
—Ws Wy —W, W —Wp o W, W3 W,
—We Wy Wy —Ws =W, W Wo —W
—-w, =W, W w, —w, —w, W w,

Jezeli  zdefiniowany  zostanie nowy  wektor  pierwszych  wspéirzednych
u = (upuy...,uy) € RY spehiajacy relacie u = x - wyy taki, ze dla pewnego w, # 0
zachodzi y = W-u, to wéwczas iloczyny skalarne: <u,y> =0, <x,y>#0dlau#x,y #0,
x # 0. Mozna wyprowadzi¢ réwnanie: X = u + wyy, X = -W-y + wy'y,

x = (-W+wolp)y. ®)

Réwnanie (5) tworzy uktad réwnan liniowych, ktérego rozwiazanie wy,wj,...,wy.; jest
nastgpujace dla danych weztow x = (x;,x,...,xy) € RN, x#0,y=0ny2...0v) € RY, y#0
[19].

Dla N = 2 ukfad réwnan (5) jest nastgpujacy po uwzglednieniu (2):

X Wy —W y .
{ 1}: 0 | { 1]%3’11 Wo1 =Wy =X Wo Yy WY = X,
X, W, w, Y2

Wyznacznik gtéwny tego uktadu wynosi )’12 + y22 >0 (przynajmniej jeden wezet
musi mie¢ wspdtrzedna y; niezerowa). Rozwiazanie uktadu:



_ANnt X%y, _Nh TN,
2 2 - 2 2
oty oty
Dla N = 4 ukfad réwnan (5) jest nastgpujacy po uwzglednieniu (3):

Wo

X Wo —W =W, —Ww; Vi
Xl W1 Wy Wi =Wy | | D2
X3 W, —w; W, w V3
Xy Wy W, —W W, V4

Czyli:  woy, =Wy, =W,y =Wy, = X,
WoYy TW Y =Wy Yy W3y = X,
WoY3 W Y, + Wy = W3y, = X3,
WoYy =W Y3 T Wy Y, W3y =X,
Wyznacznik gtéwny tego uktadu wynosi:
J’14 + y24 + y34 + y44 + 22 yi2 . yj2 >0 dla i,j=1,2,3,4 oraz i < j (przynajmniej
jeden wezet musi mie¢ wspotrzedng y; niezerowa).
Po uproszczeniu wyrazen dane sg rozwigzania:

_NN XY, Xy XY, NV XY, T XY, XY,
- 2 2 2 2 s Wi = 2 2 2 2
Yoty ty; +y, Yo ty, +y; ty,
NV XY, XYy XY, NV XY, XY XY,
- 2 2 2 2 > - 2 2 2 2
Yo tY, Ty Ty, Yo Y, Ty Ty,
Dla N = 8 ukfad réwnan (5 )jest nastgpujacy po uwzglednieniu (4):

’

w,

' wo mwo=wy —wy o —wy —ws —we —wy | [y ]
X2 W Wy Wy Wy W W, Wy T W LY,
X, w, W, Wy, —W o —We —W, W, W Vs
Xy | | W3 =W, W Wo —W; We —Ws W, 11,
X5 Wy Ws We w; Wo =W =W, =W 1Y
X6 Ws =W, W, =W, W Wo Wy Wy | Y
X7 We —W; —W, Ws W, =W W, W Y7

X | (W, W —ws —w, oWy w, —wow, || s |




Wyznacznik gtéwny tego uktadu:

yl -y2 -y3 -y4 -y5 -y6 -y7 -y8
y2 yl y4 -y3 y6 -y5 -y8 y7
y3 -y4 yl y2 y7 y8 -y5 -y6
yA y3 -y2 yl y8 -y7 y6 -y5
y5 -y6 -y7 -y8 yl y2 y3 y4
yo y5 -y8 y7 -y2 yl -y4 y3
y7 y8 y5 -y6 -y3 y4 yl -y2
Ly8 -y7 y6 y5 -y4 -y3 y2 yl |

jest rézny od zera, jezeli przynajmniej jeden wezet posiada wspdirzedna y; niezerowa.
Rozwigzanie wy,wy,...,wy.; dla N = 2, 4 oraz 8 i wezldw x = (x;,x3...,xy) € RN,
x#0, y=(y,y2....yx) € RY, y # 0 mozna zapisa¢ nastepujaco:

dlaN=2:
W0:|: 1 |: N y2:||:xl:|’ (6)
LW A Al S O | [
dlaN=4:
Wo o Y Y V)
Wi 1 |7V N Ya —M| %, 7
W, iy; Vi Ve R N %
Wsl S 7YVe Vs TV N M
dlaN=8:
[, | I A AR S A S R N
w V2 N Ve Vs Y s Yoo TVl |,
W, —; V4 Vi =Y, TV X Vs Vs X, (8)
O T U B PR U R R R S PR A B
wo | Z*:yl_z =Y Ve ¥ ¥ M M TV || %
Ws i=1 Yo Vs Ys TV Y2 N Yoo TV | %
We =Y 7Y TYs Yo Y3 TY4o N > X,
LW7 | L™ Ys Y1 Vs Vs Vs Y3 =Y, Y | [ K]

Z réwnania (5) wyznaczono y: y = (-W+wy D'x, y=Mx dla M=(-W+w, '

Szukany operator HR (OHR) wynosi: M :1 1 sW+w,[) .
+W,




Jezeli dla dowolnych wektoréw wspétrzednych weztéw X = (x,x,....xy) € RY, x # 0,
N-1
y=(y1y2...yy) € RY y # 0 wspélczynniki w; nie spehia zatozenia: zwl?:l,

i=1

to wowczas (=W +w, 1 Yy = (W +w,I). Rozwigzania (6), (7), (8) nadal sa

N-1

-~ )
wa
0

aktualne oraz szukany operator OHR i odwrotny do OHR réwne sa dla N =2, 4 oraz 8:
-1
M:N—ll 0’V+WOI)’ M :WOI—W. (9)

2
2
i=0

Budowa operatora Hurwitza-Radona (OHR) i odwrotnego OHR:

Krok 1. Danych jest N punktéw (N =2, 4 lub 8) w przestrzeni R,
Krok 2. Obliczenie wspétczynnikdw w;dla i = 0,1...N-1: wzory (6), (7), (8).
Krok 3. Budowa operatora M lub operatora odwrotnego M (9).

4.2 Metoda MHR

Wyprowadzenie metody MHR bazuje na zatozeniu, iz krzywa opisuje zbidr
wezlow  (xo,v0),  (X1,Y1)ees (X Yn)€E R*> o statym kroku h/2 we wspélrzednej

Xi (E =X, — X;) lub we wspétrzednej y; (g =Y, — ;). Jezeli wezty majg staty
krok w pierwszej] wspétrzednej, wowczas w celu obliczenia wartosci dla argumentu
z przedziatlu [x),x;] nalezy wyznaczy¢ dwa operatory OHR: M, zbudowany na weztach
(a=x0,Y0), (X2,Y2),--, (Xan.2,¥2n-2), natomiast M, zbudowany na weztach (b=x,y;), (x;,y3),...,
(xon.yan1) dla N = 2, 4 oraz 8. Dzieki operatorom M, i M; mozliwe jest okreSlenie
wartosci dla dowolnego argumentu ¢ € [a;b] i kolejnych N-I argumentéw z krokiem h.
Jezeli wezly majg staty krok w zmiennej y, wowczas w celu obliczenia zmiennej x dla
drugiej wspétrzednej z przedziatu [y,y;] nalezy wyznaczyé dwa operatory OHR: M,’
zbudowany na wezlach (xo,a=y,), (x2,Y2),-., (Xov.2,Y2n.2), natomiast M,! zbudowany na
weztach (x;,b=y;), (x3,3),...,(Xan.1,¥2n.1) dla N = 2, 4 oraz 8. Dzigki operatorom M, iMm!
mozliwe jest okreslenie pierwszej wspotrzednej dla dowolnej drugiej wspétrzednej
ce [a;b] 1 kolejnych N-1 wspéirzednych z krokiem h.

Wyznaczanie wartos$ci posrednich



Algorytm wykorzystania operatoréw M, i M; do konstruowania operatora §redniego M,
oraz wykorzystania operatoréw M, i M,” do konstruowania odwrotnego operatora
sredniego M, jest nastepujacy:

1) Niech ¢ (Rys. 5) bedzie wartoscia posrednia z przedziatu [a,b].

k
B=-"
m+k m+k
3) Wyznacza si¢ operator $redni M, jako kombinacj¢ wypukia M, i M, lub odwrotny
operator $redni M, " jako kombinacje wypukta My” i M,

M,=a-M,+B-M,, M, =a-M," +B-M,". (10)

2) Obliczasi¢ & = ; jest oczywiste, ze o+p=1.

C-&=Mm h-c=k

a c h

Rys. 5. Proporcje podzialu odcinka [a;b] maja swoje odzwierciedlenie przy budowaniu
operatora §redniego M,.

h
Mozna wtedy zapisaé: ¢ =a-a+(1—a)-b. Niech 5 =b—a oznacza

staty krok jednej ze wspétrzednych weztéw. Jezeli M, jest operatorem zbudowanym dla
pierwszego wezta o wspdtrzednej a 1 kolejnych weziéw z krokiem wspétrzednej 4, to
kolumny macierzy M, stanowig ortogonalne wektory bazowe dla tych weztéw
(stuzacych do budowy operatora M,). Podobnie macierz M; zawiera ortogonalne wektory
bazowe dla pierwszego wezta o wspélrzednej b 1 kolejnych weztéw z krokiem
wspétrzednej h. Jezeli c=a-a+(1—a)-b, to dla wektoréw bazowych zachodzi

taka sama kombinacja liniowa & M ,+(1—¢a)-M,. Oznacza to, iz punktowi c

i kolejnym z krokiem & odpowiada operator M, =o- M, +(1-a)-M,.

Metoda macierzy Hurwitza-Radona (MHR) odtworzenia brakujacych punktow
krzywej

Zalozenie: na wejéciu dane sa punkty charakterystyczne w R’ opisujace krzywa
(wybrane przez eksperta), posiadajace stalty krok w pierwszej lub w drugiej
wspétrzednej. Na poczatku kontur nalezy podzieli¢ na czgsci opisane weztami ze statym
krokiem jednej ze wspdlrzgdnych, ustanowionymi w ekstremach lokalnych innej
wsp6trzgdnej oraz w punktach znajdujacych si¢ pomiedzy nimi (co najmniej jeden punkt
lezacy pomig¢dzy sgsiednimi ekstremami lokalnymi).



Na wyjsciu obliczone sg brakujace wspétrzedne punktéw lezacych na krzywej: na
podstawie wyznaczonych punktéw mozliwe jest odtworzenie krzywej (odpowiedni
dobdr weziéw zapewnia bezstratng lub matostratng rekonstrukcje krzywej).

Podziat konturu na poszczegdlne czgsci zakodowane w postaci zbioru weztow
o statym kroku w jednej ze wspétrzgdnych powoduje, ze kazda cze$¢ konturu moze by¢
zrekonstruowana oddzielnie i umieszczone na jednym obrazie wszystkie odtworzone
punkty przedstawig zrekonstruowany caty kontur.
Krok 1. Wybér weztéw (x;;y;) € R* dla i = 0,1,...,n, pogrupowanych dla kazdej czesci
konturu w podzbiory ztozone z co najmniej pigciu weztdw o statym kroku A/2 jednej ze
wspétrzednych. Weztami sg ekstrema lokalne jednej ze wspdtrzednych oraz punkty
znajdujace si¢ pomigdzy nimi (co najmniej jeden lezacy migdzy kazdg para sasiednich
ekstreméw lokalnych).
Krok 2. Zbudowanie dwéch operatoréw OHR (wymiaru N = 2, 4 lub 8) na podstawie
kolejnych 2N-weztéw: np. jeden operator M, zbudowany z kolejnych weztéw (x;y;)
o indeksach parzystych i kroku 4 (i = 0,2,...,2N-2), drugi M, z kolejnych weztéw (x;y;)
o indeksach nieparzystych (i = 1,3,..2N-1). W przypadku weztéw o réwnoodlegtych
drugich wspétrzgdnych nalezy wykorzysta¢ operatory odwrotne do OHR.
Krok 3. Wybdr liczby ¢ € [a;b], dla ktdrej zostanie wyznaczona poszukiwana
wspétrzedna x lub wspétrzedna y: w przypadku stalego kroku pierwszej wspotrzednej
a = xp, b = x;; natomiast w przypadku statego kroku drugiej wspétrzednej a = y,, b = y;.
Dla liczby ¢ nalezy ustali¢ parametr o € [0;1],aby c =@ -a+ (1—a)-b (Rys. 5).

Krok 4. Budowany jest operator §redni M, =a-M,+(1—a)-M, (w przypadku
weztow o statym kroku pierwszej wspdtrzgdnej) wg wzoréw (10) lub operator $redni
Mz_1 = a"MO_l +(1—6¥)-M1_1 (w przypadku weztéw o statym kroku drugiej
wspétrzedne;j).
Krok 5. Oblicza si¢ wektor drugich wspéhrzgdnych Y(C)=M,-C dla
C=[c,c+h,.,c+(N—1)-h]" w celu wyznaczenia brakujacych wspétrzednych
rekonstruowanych punktéw, gdzie Y (C) = [yc, Vernseeos Ve +(N_1)h]T oraz y.;, dla
j=0,1,..,N-1 jest obliczona druga wspétrzedna dla pierwszej wspdtrzednej c+j-h. W
przypadku weztéw o statym kroku drugiej wspdtrzednej oblicza si¢ wektor pierwszych
wspélrzednych X (C)=M,™ -C, gdzie X(C)= [xc,xc+h,...,xc+(N_1)h]T oraz
Xesjn dlaj=0,1,..,N-1 jest wyznaczong pierwsza wspétrzedng dla drugiej wspotrzedne;j
c+j-h.

Tak wiec kontur obrazu nalezy rozdzieli¢ na czgéci, ktére moga zosta¢ opisane

za pomocg weztéw o statym kroku jednej ze wspétrzednych. Odtworzenie brakujacych
punktéw przebiega w poszczegblnych podzbiorach B; weztéw o stalym kroku danej



wspétrzednej. Jezeli stosowane sa operatory wymiaru N = 2, to rekonstrukcja jednej
czgsci konturu odbywa si¢ za pomocg nastgpujacych podzbioréw weztdéw:
Bo = {(xoy0)-.(xsy0)}, Br ={gy)..(egys)}, Bz = {(xgys).(xzyi)}.
B; ={(x4;V4)---(Xgi+4,Y4i+4)} aZ do wyczerpania weztdéw opisujacych dang czes¢ konturu.
Jezeli stosowane sa operatory wymiaru N = 4, to rekonstrukcja jednej czesci konturu
odbywa si¢ za pomoca nastepujacych podzbiorow weztow: Bo={(xyy0)...(xsVs)},
B:={(xs;ys)...(x16:¥16) ), Bo={(X16:V16)--(X24,20) } o Bs={(Xgisysi)-.. (Xsivssysivg)} @z do
wyczerpania weztdw opisujacych dang czg$¢ konturu. Jezeli stosowane s3 operatory
wymiaru N = 8, to rekonstrukcja jednej czg$ci konturu odbywa si¢ za pomoca
nastgpujacych podzbiorow weztéw: By = {(xo,y0)...(x16,Y16)}, B = {(X16:Y16)---(X32,¥32) },
By = {(X32,32).-- (X4 Ya8) } .. By = { (X165 V16i)--(X16i416:V 16i+16) } @2 do wyczerpania weztow
opisujacych dang czg$¢ konturu. Ogdlnie: korzystajac z operatora OHR wymiaru N = 2,
4 lub 8 przy rekonstrukcji danej czgsci konturu jeden podzbiér weztéw B; zawiera 2N+1
weztow oraz B; = {(XoniYawi)---(onieaws Yonison) ). Jezeli ostatni wezet opisujacy jedng
czg$¢ konturu nie ma indeksu postaci 2N-i+2N, to wtedy ostatni podzbiér weztéw dla
danej czgsci konturu sktada si¢ z koncowych 2N+1 weztéw. Tak wiec ostatni
1 przedostatni podzbiér weztéw, jak rowniez dwa dowolne podzbiory weztéw B; dla
danej czedci konturu, moga zawiera¢ wigcej niz jeden identyczny wezet (co najmniej
jeden wezet musi by¢ rézny).

Uwaga

Wymiary operatoréw OHR uzytych przy rekonstrukcji dwoch czesei konturu moga by¢
rézne.

Definicja 1

W przypadku konturu ztozonego ze skoniczonej ilo$ci punktdw stopien (rzqd) kompresji
MHR jest stosunkiem liczby weziéw kompresji do liczby wszystkich punktéw konturu.

4.3 Wiasnosci metody MHR

Jezeli przyja¢ klasycznie, ze odtworzony kontur ma ksztalt wielomianu
interpolacyjnego, to oszacowanie btedu znajduje si¢ w [6]. Metoda MHR pozwala jednak
na wierniejsze odtworzenie oryginalnego konturu niz tylko za pomoca wielomianu.

Najwazniejsza cecha operatora OHR jest to, iz jego macierz zawiera
ortogonalne wektory kolumnowe lub wierszowe, ktdére stanowig ortogonalng baz¢ dla
punktéw weztowych, stuzacych do budowy danego operatora OHR. Kolumny stanowig
ortogonalne wektory bazowe, ktére dla wspdiczynnikéw zapisanych w wektorze
pierwszych wspéhizednych x € R pozwola wyznaczyé wektor drugich wspéhzednych y
z réwnania y=M-X. Znaleziona baza (9) jest wigc najlepsza baza pod katem zachowania
informacji o weztach i pozwala na odtworzenie punktéw lezacych migdzy weztami.



Istotny jest dobér weziéw w punktach charakterystycznych konturu: ekstrema lokalne
oraz punkty lezace migdzy nimi (co najmniej jeden). Dzieki takiemu wyborowi punktéw
kompresji jest pewne, iz pomiedzy sasiednimi weztami funkcja jest niemalejaca albo
nierosngca (rekonstruowane punkty pomiedzy sasiednimi weztami lezg w prostokatnym
obszarze [x,x;] X [y,y,] wyznaczonym przez te wezly, zachowana jest podstawowa
informacja o monotonicznosci i ekstremach krzywej). Innym waznym czynnikiem
wplywajacym na doktadnos¢ obliczen jest fakt, iz kombinacja liniowa dwdch operatoréw
(10) jest wypukta. Dzigki temu jest pewnos¢, ze jezeli dla dwdch kolejnych weztéw np.
(1Y), (x22) € R* o statym kroku pierwszej wspétrzednej zbudowane sa operatory
i poszukiwana jest warto$¢ y dla x € [x;,x2], to ye [y;,y,]. Podobnie jezeli wezty posiadaja
staly krok drugiej wspdtrzednej i poszukiwana jest pierwsza wspéirzedna x dla
y € [y,y2], to x nalezy do przedziatu [x;,x;].

Konstruowanie OHR po redukcji wyrazen

Operator OHR zbudowany na wezlach (x,y)), (xy)€ R’ réwny  jest:

1 X XNt TN
X tx, X XY N

M= 1 {x1y1+x2y2 x2y1—x1y2}
XY, =% 40 TN,

Operator odwrotny do OHR skonstruowany na weztach (x;,y;), (x;y2)€ R’ réwny jest:

— 1 X X y y
{ }|: },

1 {x1y1+x2y2 x1y2_x2y1}
y12 + y22 X0 = XY, ) TX),

Operator OHR zbudowany na weztach (x,,y;), (x2,52), (X33), (X4Y4) € R’ o statym kroku
wsp6trzgdnej x; réwny jest:

2 2
X +X2

M™ =

Uy U U, Uy
1 —U, U, — U, U | dla
M=——— 2| _
X tx, tx; +x, U, Uy Uy u,
—Uy; TU, U Uy

U, =Xy, +X2y2 +x3y3 +x4y4,u1 =—XYy, +x2y1 +X3y4 —X3Y3,

Uy ==X Y3 =X Yy T XY X4 Yo Uy ==X Yy X3 = X3), T X,



Operator odwrotny do OHR zbudowany na weztach (x.,y;), (x2,y2), (X3,3), (X4Y4) € R?
o statym kroku wspdtrzednej y; réwny jest:
Uy —U —Uy —U

M= 1 u, Uy U  —Uy |,

2 2 2 2
Yoty Fy Yy, Uy Uy U U
Uy Uy, —U U

Operator M zbudowany na weztach (x,y;) € R% i = 1,2...8 o statym kroku wspétrzednej
X; réwny jest:

Uy u, u, U U, us Ug U, Uy
—u,  u, Uy, —u, U5 —U, —U; U u,
—U, —U; U u, Ug u; —uy —Us u,
1 | —uy w, —uw,  ou, u, —u, u; —uy, |, u, |,
M = 3 u=
ZX 2| Uy —Us —Ug —U; Uy u; u, Us u,
i
i=1 —us U, —Uu; Uy —U U, —U; U, Us
—uy U, U, —us —U, U, U, —u ug
| "U; TUg  Us Uy —Us —U, U Uy | 47 ]
D R R R B =)
B O R Feoo T x
TN T T & B R S A
¥y T¥ 0 Yoo T M e Vs | | Hs
u=

T N T T R I
Ve TV e T¥WOOV: N Vs TV | %
Ve TNy TXs Ye X TN oW ) &y
| ¥ T Y M s TV A | | %]

Operator odwrotny M zbudowany na weztach (x,y;) € R%, i =1,2..8 o statym kroku
wspétrzednej y; réwny jest:



_"‘0 —u, —Uu, —uU; —U, —Us; —U —u7_
u, Uy  —Uy; U, —Us Uy U, —Ug
u, U, Uy —Uu U Tl Uy Us
M~ = 1 U, —U, u Uy —U; Ug —Us Uy
8 yiz u, Us Ug u, U, —Uu, —U, —Us
=l Us —uy U;  —Ug U Uy u, —u,
Ug —u; —U, Us U, —uy; U, u,
| U7 Ug —Us Uy U u, U Ug |

Dokladno$¢ metody MHR i przyklad oszacowania bledu

W weztach o elementach rzeczywistych wspétrzgdne obliczone sg doktadnie za pomocg
operatora OHR lub operatora odwrotnego do OHR (interpolacja). A co dzieje si¢
z wyznaczonymi punktami o wspdtrzednych rzeczywistych, lezacymi migdzy weztami?
W celu otrzymania odpowiedzi na to pytanie oszacowano btad przyblizenia MHR.

Jezeli dana jest pierwsza wspdlrzedna ¢ € [a;b], c=a-a+ b,
a+ =1, oapel0;]] [Rys. 5), to wartoS§¢ y. obliczona wzorem

Ve M ¢ .
= Wynosi:
yc+h ’ c+ h ’

2ahy, + Wy, +h’y, + 4a’y, +6ahy, +3hy, —h’y, )=
4a® +4ah+2h’ 4a® +8ah + 5h’
2ahy, +h’y, +hy, 2ahy, +2h’y +h’y,
4a° +4ah+20*  4d’ +8ah+5h’
Warto zauwazyé, iz o’ + B> +af+off=(a+B)* =1. Wystepuje tu
analogiczny zwigzek wspotczynnikéw przy drugich wspétrzednych jak w przypadku
c=a-a+f-b,gdziea+ f=1.

Yo =a’y, + By + afy, + af(

=a’y, + By, +aby, +afy, +ab( ).

Definicja 2
2ahy, +h2y0 +hzy2 2ahy, +2hzy1 +hzy3
4a* + dah+2h* 4a* +8ah +5h*

nazwano resztq obliczania drugiej wspotrzednej y. za pomoca operatora Sredniego OHR
wymiaru N = 2.

Wielkos¢ = r(h) = af(

Druga wspétrzedng y., obliczong za pomocg MHR dla N = 2, mozna zapisa¢ jako:



yc:(a+,5)(ayo+ﬁy1)+r:ayo+,6y1+r- (1)

Z (11) wynika wazny fakt: interpolacja MHR nie jest interpolacja liniowa.

Oszacowano teraz doktadno$¢ MHR w klasie wielomiandw stopnia 1 w punkcie
o wspohrzednej c € [a;b], c=a-a+ B-b, a+ =1, 0,p € [0;1] Rys. 5).
Zalozenie: odtwarzana funkcja f nalezy do klasy funkcji liniowych (Scislej - afinicznych)
pomiedzy sasiednimi weztami (a=xy,y,) € R (b=x1,y1) € R’ o statym kroku pierwszej
wspétrzednej b-a = h/2 € R. Wtedy (11):

|f(c)—yc :|ayo + 0y, -y, :|r|-
Uwaga
Warto$¢ bezwzgledna reszty |r| jest najwicksza dla a = =0.5, tzn. gdy
wspétrzedna c lezy w potowie przedziatu [a;D]. Woéwczas
e 0'25(2ahy(2) +h’y, + hzzy2 B Zahy12+ 2%y, + h22y3 ).
4a” +4ah+2h 4a” +8ah+5h

Przyktad oszacowania: jezeli #/2 = 0.1 (krok wspétrzednej x;), xo= 3.2, x;= 3.3, x,=3.4,
x5=3.5,0=3,y1=7.9,32= 0, y3= 2, a=0.12, to wéwezas | f (c) — y,| =|r] = 0.09.

Z oszacowania bledu przyblizenia wartosci w punkcie lezacym pomiedzy
weztami (x,y0) 1 (x,y;) wynika, Ze jest on tym mniejszy, im mniejsza jest wielkoS¢

|y1 - y0| lub krok A/2 = x;-xy oraz im mniejsza jest odlegto$¢ szukanego punktu od

jednego z dwodch sasiednich weztéw (dla weziéw o statym kroku wspdtrzednej x;).
W przypadku weztéw o statym kroku wspéirzednej y; oszacowania btedu przebiegaja
analogicznie.

Z1o0zonos¢ obliczeniowa dekompresji (rekonstrukcji) MHR

Ztozono$¢ obliczeniowa rekonstrukcji konturu ztozonego z M pikseli oszacowano
nastgpujaco. Zatozenie: przyjeto wariant najwigkszej zlozonosci obliczeniowej
w przypadku, gdy kompresowany obraz o wymiarach M x M (M > 8) sklada si¢ tylko

z czarnych pikseli.

Rys. 6. Kwadratowy obraz ztozony tylko z czarnych pikseli.



Kazda linia pozioma jest zapisana za pomoca pewnej liczby weziéw o wspdirzgdnych
naturalnych i nastepnie kazda linia pozioma jest po kolei odtworzona za pomocag MHR
przy wykorzystaniu operatora OHR odpowiedniego wymiaru. Wyznaczajac ztozono$¢
obliczeniowa wzigto pod uwage liczbe wykonanych dzialan mnozenia i dzielenia.
Oszacowanie zlozono$ci obliczeniowe] rekonstrukcji konturu ztozonego z M pikseli
wykonano na przykladzie krzywej (linii) zbudowanej z M pikseli. Jest oczywiste,
ze jezeli w kazdej linii poziomej ilo§¢ weztéw wynosi s, to rzad kompresji réwna si¢
s-M s

M?* M

Ztozono$¢ obliczeniowa rekonstrukcji obrazu za pomocg operatoréw OHR wymiaru 2x2
Zalozenie: kazda linia pozioma jest zapisana za pomocg pieciu weziéw o wspétrzednych
naturalnych. Wéwczas ze wzgledu na wymiar operatora OHR N = 2 ilo$¢ operacji
mnozenia i dzielenia wykonanych przy rekonstrukcji kazdej linii wynosi
(N+2)M+7=4M+7, co po przemnozeniu przez ilo§¢ linii M da wielko$¢ (4M+7)M
dziatan mnozenia lub dzielenia.

Ztozono$¢ obliczeniowa dekompresji obrazu o wymiarach M x M z uzyciem
MHR za pomoca operatorow OHR wymiaru 2 x 2 jest nie wigksza niz 4M*+7M przy

5

kompresji rzedu =—.
Presji rze M M

Ztozonos$¢ obliczeniowa rekonstrukcji obrazu za pomoca operatoréw OHR wymiaru 4x4

Zalozenie: kazda linia pozioma jest zapisana za pomoca dziewigciu wezidw
o0 wspdlrzednych naturalnych. Wéwczas ze wzgledu na wymiar operatora OHR N = 4
ilo§¢ operacji mnozenia i dzielenia wykonanych przy rekonstrukcji kazdej linii wynosi
(N+2)M+21=6M+21, co po przemnozeniu przez ilo§¢ linii M da wielkos¢ (6M+21)M
dziatan mnozenia lub dzielenia.

Ztozono$¢ obliczeniowa dekompres;ji obrazu o wymiarach M x M w MHR za
pomoc operatoréw OHR wymiaru 4 x 4 jest nie wigksza niz 6M’+2IM przy kompresji

oM 9

M> M’

rz¢du

Ztozonos$¢ obliczeniowa rekonstrukciji obrazu za pomoca operatoréw OHR wymiaru 8x8

Zalozenie: kazda linia pozioma jest zapisana za pomoca siedemnastu weziow
0 wspdlrzgdnych naturalnych. Wéwczas ze wzgledu na wymiar operatora OHR N = §
ilo§¢ operacji mnozenia i dzielenia wykonanych przy rekonstrukcji kazdej linii wynosi
(N+2)M+73=10M+73, co po przemnozeniu przez ilo$¢ linii M da wielkos$¢ (10M+73)M
dziatan mnozenia lub dzielenia.



Ztozono$¢ obliczeniowa dekompres;ji obrazu o wymiarach M x M w MHR za
pomoca operatoréw OHR wymiaru 8 x 8 jest nie wicksza niz 10M’+73M przy kompresji
17M 17

M?> M

rzgdu

Uwaga

Przy wigkszej ilo$ci weztéw w kazdej linii pogarsza si¢ rzad kompresji, ale zwigksza si¢
doktadnos¢ obliczen: na przyktadzie dwéch pierwszych weztéw (xy;vp) i (x;;y;) wielkosci
|)c1 - x0| oraz | Y - y0| odgrywaja czolowa role w oszacowaniach dokfadnosci.

Ztozono$¢ obliczeniowa przy wykorzystaniu operatoréw OHR danego wymiaru
pozostaje bez zmian.

Twierdzenie (o niezmienniczoSci zlozono$ci obliczeniowej dekompresji MHR
w przypadku podwajania ilosci weziow)

Zatozenie: ilos¢ réwnoodlegtych weztéw o elementach rzeczywistych w kazdej linii
poziomej wynosi s > 4. Niech k - 2 = N oznacza wymiar wszystkich operatoréw OHR
uzytych w MHR (k = 4, 6 lub 10; N = 2, 4 lub 8). Dodatkowo niech liczba weztow
powiazana bedzie nastgpujaca rekurencja: s(0) = 5, s(i) = 2s(i-1)-1 dlai = 1,2...M (ilo§¢
weztow s =5,9,17,33...).

Teza: jezeli dla liczby wezléw s zlozono$¢ obliczeniowa rekonstrukcji obrazu
o wymiarach MxM pikseli za pomocg MHR wynosi kM*+mM, to przy ilosci weztéw
2s-1 (kazdy nowy wezet powstaje w potowie odcinka migdzy wczesniej istniejacymi juz
weztami) ztozono$¢ obliczeniowa rekonstrukcji obrazu o wymiarach M x M pikseli
w MHR za pomoca operatoréw OHR o niezmienionym wymiarze N = k-2 wynosi
kM +(2m+k)M.

Dowdd:

Dla minimalnej ilosci weztéw s = 5 w przypadku wykorzystania operatoréw OHR
wymiaru 2x2 zlozono$¢ obliczeniowa zostata pokazana wyzej: kM+m=4M+7. Dla
minimalnej ilosci weztéw s = 9 w przypadku wykorzystania operatoréw OHR wymiaru 4
x 4 zlozono$¢ obliczeniowa zostata pokazana: kM+m=6M+21. Dla minimalnej ilosci
weztow s = 17 w przypadku wykorzystania operatoréw OHR wymiaru 8 x 8 ztozono$¢
obliczeniowa zostata wykazana: kM+m=10M+73.

M —
Niech dla ilosci weztéw s wielkos¢ kM +m =1t -u + 1S - p-q, gdzie:
3 s-1 o . -
= 5 —2 oznacza ilo$¢ operatoréw OHR danego wymiaru, potrzebnych do

obliczen;



u jest iloScia operacji mnozenia i dzielenia wykonanych przy budowie jednego operatora
OHR danego wymiaru (u = 9 dla operatora OHR wymiaru 2 x 2, u = 25 dla operatora
OHR wymiaru 4 x 4, u = 81 dla operatora OHR wymiaru 8 x 8);
p réwna si¢ iloéci dziatah mnozenia i dzielenia wykonanych przy budowie jednego
operatora $redniego i pomnozeniu operatora Sredniego przez wektor odpowiednich
wspétrzednych (p=8 dla operatora OHR wymiaru 2 x 2, p = 24 dla operatora OHR
wymiaru 4 x 4, p = 80 dla operatora OHR wymiaru § x 8);
s—=1 2
q= 2 = Et jest ilosciag podprzedzialéw wyznaczonych przez kolejne wezly
i potrzebnych do obliczen.
‘ S,
Weedy: k=29 m=m —qu. Dia iloci weztéw 2s-1 ilosé dziatai mnozenia
s— s —
i dzielenia potrzebnych do rekonstrukcji jednej linii ztozonej z N pikseli wynosi:
2t~u+w~2p~q=2tu+wpq=Mﬂ+2tu—M+ﬂ=kM +2m+k.
25 -2 s—1 s—1 s—1 s-1
Po wymnozeniu przez ilos¢ linii M otrzymano kM’+(2m+k)M. Jest to ztozonos¢
obliczeniowa rekonstrukcji obrazu o wymiarach M x M pikseli za pomoca MHR

z wykorzystaniem operatoréw OHR wymiaru N = k-2 =2, 4 oraz §. [

Uwaga
Zwigkszenie ilosci weztéw powoduje wzrost doktadnosci rekonstruowanego konturu
przy niezmienionej ztozonosci obliczeniowe;.

Whiosek

Rekonstrukcja konturu ztozonego z M pikseli za pomoca MHR obarczona jest
ztozonoscia obliczeniowa O(M) niezaleznie od ilosci weziéw 1 wymiaru uzytych
operatoréw OHR. Rekonstrukcja obrazu binarnego zlozonego maksymalnie z M
konturéw za pomocg MHR obarczona jest ztozonoscia obliczeniowa O(M’) niezaleznie
od ilo$ci weztéw i wymiaru uzytych operatorow OHR.

Z1o0z0nos¢ obliczeniowa kompresji MHR
Na poczatku nalezy oszacowa ztozono$¢ obliczeniowa podziatu catego konturu na
czgsci K;, a nastepnie obliczy¢ ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia weztdw kompresji
dla kazdej czesci konturu .

Podziat konturu na poszczegdlne czesci K; odbywa sie dzieki poréwnaniu
réznicy odpowiednich wspotrzednych trzech sasiednich pikseli. Zatem dla konturu K



ztozonego z M pikseli wykonanych jest M-2 poréwnan, czyli ztozono$¢ obliczeniowa
tego etapu kompresji MHR jest rzedu O(M).

Kolejnym etapem kompresji MHR jest wyznaczenie weziéw kompresji dla
kazdej czesci konturu. W tym celu nalezy wyznaczy¢ ekstrema lokalne dla czesci
konturu K;. Niech cze$¢ konturu K; sktada sie z M; pikseli, i = 1,2,...,L. Zachodzi

L

réwnos¢: ZM . =M + L—1. Zeby wyznaczy¢ ekstrema lokalne czgsci konturu K;
i=1

ztozonej z M; pikseli nalezy wykona¢ 2(M; —2) poréwnah odpowiednich wspétrzgdnych

trzech sgsiednich pikseli. Zatem liczba wszystkich po7réwnaf dla catego konturu K

L L
wynosi: > 2(M, -2)=2> M, -4L=2(M +L-1)—4L=2M -2L-2.
i=1 i=1
Czyli ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia ekstreméw lokalnych caftego konturu
ztozonego z M pikseli metodg MHR jest rz¢du O(M).

Whiosek

Kompresja konturu ztozonego z M pikseli za pomocg MHR obarczona jest ztozonoscia
obliczeniowa O(M). Kompresja obrazu czarno-bialego ztozonego maksymalnie z M
konturéw za pomoca MHR obarczona jest ztozonoscia obliczeniowa O(M?).

Przyktad obliczen [10] dla nastgpujacego konturu (czes¢ I i III cechuja sig
weztami o stalym kroku wspotrzednej x;, natomiast czg$¢ II posiada wezly o statym
kroku wspétrzednej y,):

v III czedé kontuna
250

200
150 / \‘?‘ )
100 / *-—,  [Dozedt kontury
C o ——
YW

20

50

VS

*
i T —— T T T
40 &0 20 100 120 140 180

-30

I czedd kontura

Rys. 7. Kontur podzielony na trzy czesci.



Czgs¢ I konturu (w innej skali niz na Rys. 7) opisana jest weztami:

Xi= Yi=
10 80
s om |
20 55 -0 |
25 59 kLl A
30 70 0 |
35 42 40
40 20 30 4
45 31 20 4
50 40 1 ’—‘
55 21 a ' ' o
60 10 A0 20 AC g0 an 1100
65
70
75 26
80 57

Rys. 8. Wezty I czgéci konturu.

Ilos¢ weztéw dla I czesci konturu jest mniejsza niz siedemnascie, czyli nie mozna
skorzystac z operatoréw OHR wymiaru 8 x 8. Punkty I cz¢sci konturu rekonstruowane sg
za pomocg operatoréw OHR wymiaru 4 x 4 w dwéch podzbiorach weztéw (kazdy
zawiera dziewie¢ weztdw): podzbidr B, zawiera wezty od (10;80) do (50;40), podzbiér
B; zawiera wezly od (40;20) do (80;57). Np. Dla weztéw o wspétrzednych x = [10 20 30
4017, y=1[805570 201" WYZnaczono operator:
1598 -0382 1147 0917
0382 1598 -0917 1.1&7
0 |-L167T 0917 1598 0352

-0917 -1.167 -0382 1588

Dla weztéw o wspétrzednych x = [15 25 35 45]", y = [23 59 42 31]" wyznaczono
operator:

1142 -0272 0501 -0.108

_| 0272 1142 D102 0501
1 |-0501 -0.108 1.142 0272
0102 -0.501 -0272 1142



Przyktad obliczen drugich wspétrzednych punktéw dla pierwszych wspétrzgdnych
zapisanych w wektorze p = [12223242]: M, =0.6-M,+0.4-M,

1416 0338 09 0507 50632
|03 1416 0507 09 | 56308
270y oswr rae oz | aF | soses

0507 -09 0333 1416 33743

’

Przyktad wybranych zrekonstruowanych punktéw I czesci konturu:

100

80 -+

60 -
40

20 A

0
0 20 40 60 80 100

Rys. 9. Czgs¢ odtworzonych punktéw naniesiono na wykres.

Dla catego konturu z Rys. 7 umieszczono odtworzone przykladowe punkty:

250

200 m
o MY 29
150 +

~ J’.Q
w
100
»V?O A
50 -

0 1 1 1
0 50 100 150 200

Rys. 10. Czgs¢ zrekonstruowanych punktéw dla konturu z Rys. 7.

MHR jest metoda o zlozonosci obliczeniowej rzedu O(M?) dla obrazu
o wymiarach MxM pikseli, pozwalajaca na doktadne odtworzenie konturu obrazu na
podstawie zbioru punktéw charakterystycznych. Punkty te moga by¢ traktowane jako
zbiér weztéw kompresji, za pomoca ktdrego zostala zapamigtana krzywa. MHR jest



metodg bezstratng o wysokim stopniu kompresji. W rozdziale opisano sposéb budowy
i wlasnosci operatora OHR, oszacowano biad przyblizenia w klasie wielomianéw stopnia
1 oraz oszacowano zlozono$¢ obliczeniowag i podano przyktady obliczen
z zastosowaniem MHR.

5. Zakonczenie
Wyniki badan

Operator Hurwitza-Radona (OHR) moze zosta¢ wykorzystany w rekonstrukcji
konturu obrazu monochromatycznego [9,10]. Podstawa bezstratnej dekompres;ji
z zastosowaniem dyskretnego, ortogonalnego, macierzowego, liniowego operatora OHR
jest zapis konturu za pomocg skoficzonego zbioru punktéw  charakterystycznych,
zwanych  weztami, (x,y;) € R* w przypadku obrazu ptaskiego. Wezly kompresji
dobierane s w minimum i maksimum lokalnym jednej ze wspétrzednych oraz
w punktach lezacych pomiedzy ekstremami lokalnymi (co najmniej jeden punkt).
Dodatkowo wezty musza cechowac si¢ statym krokiem wspdtrzednej x; (nalezy wowczas
znalez¢ operator M) lub statym krokiem wspodtrzednej y; (wtedy stosuje si¢ operator
odwrotny M'). Na podstawie operatoréw zbudowanych dla odpowiednich weztéw
konstruuje si¢ operator usredniony, ktéry stuzy do obliczenia brakujacych
wspétrzednych odtwarzanych punktéw Operator usredniony jest kombinacja liniowa
(wypukta) danych operatoréw OHR (10). Wspétczynniki kombinacji liniowej zaleza od
potozenia odtwarzanego punktu pomigdzy weztami (Rys. 5). Metoda kompresji
1 dekompresji zostala nazwana przez autora niniejszej pracy metodg Macierzy Hurwitza-
Radona (MHR). Ztozono$¢ obliczeniowa dekompresji za pomocg MHR jest rzedu O(N?)
przy rekonstrukcji obrazu ztozonego z N” pikseli. Stopien kompresiji zalezy od stosunku
liczby weztéw do liczby wszystkich punktéw obrazu. Doktadno$¢ metody w rozprawie
doktorskiej oszacowano w klasie ciggtych funkcji schodkowych oraz wielomianéw
stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego. MHR mozna zaliczy¢ do metod kompresji
polegajacych na zbudowaniu modelu matematycznego kompresowanego obiektu, gdyz
macierzowe operatory OHR opisuja kontur w danym przedziale weztow.

Opisano sposéb konstruowania operatora OHR i operatora odwrotnego oraz ich
wlasnodci, takie jak: dokfadne odtworzenie za pomocg operatora OHR wspdtrzgdnych
w weztach, sposéb tworzenia operatora OHR o mniejszej ztozonosci obliczeniowe;.
Zastosowano operator OHR w metodzie MHR i pokazano cechy MHR, takie jak:
minimalna liczba weztéw dla MHR, ztoZonos¢ obliczeniowa oraz doktadnos¢ MHR.

Poréwnanie MHR z metodg bezstratnej kompresji RLE i metodg stratnej
kompresji JPEG na wybranym przykladzie wykazuje wyzszos¢ MHR pod wzgledem
ztozonosci obliczeniowej lub rzgdu kompresji. Obecnie istniejace metody przyblizania
konturu za pomocg wielomianéw lub krzywych wyzszego rzedu (krzywe Béziera,



Hermita i krzywe B-sklejane) czy inne metody (oparte na teorii graféw, korzystajace
z Dyskretnej Transformaty Cosinusowej, tworzace szkielet obiektu) s3 aproksymacja
stratng, natomiast MHR zapewnia rekonstrukcje ksztattu obiektu z duza
doktadnoscig. Poréwnano doktadno$¢ rekonstrukcji i ztozonos$¢ obliczeniowa
metody Béziera z metoda MHR dla przyktadowej krzywej: metoda MHR cechuje
sie lepszymi parametrami.

Metoda Béziera i krzywe B-sklejane:

1) kontur nie zawsze jest odtwarzany dokladnie (krzywa Béziera i krzywe B-sklejane
s klasy C2, czyli znieksztalcenia wystapia np. w sasiedztwie punktéw konturu,
gdzie brak wyzszej pochodnej);

2) zwigkszenie liczby punktow kontrolnych nie zawsze prowadzi do lepszej
aproksymacji konturu (mozliwe sg duze znieksztatcenia konturu przy matej zmianie
punktéw kontrolnych);

3) niewielkie przesuniecie jednego punktu kontrolnego moze istotnie zmieni¢ cafg
krzywa (niestabilno$¢ metody).

W metodzie MHR doktadno$¢ rekonstrukcji dowolnej krzywej uzalezniona jest od

sposobu wyboru weztdéw i liczby weztéw. Dodatkowo przeksztalcenia geometryczne

(przesuniecie, skalowanie oddzielnie kazdej wspdirzednej, obrét) wymagaja jedynie

przeksztalcenia weztéw i odtworzenia obrazu za pomoca MHR z niezmieniong

ztozonoscig obliczeniowa.

Tabela 1. Poréwnanie ztozono$ci obliczeniowej dekompresji MHR z uzyciem réznych operatoréw
OHR (liczba m zalezy od ilosci weztow 1 jest stata dla danej liczby weztéw).

Fozonosc obliczeniowa rekonstrukcji
konturu ztozonego z N pikseli

weymiar OHR [ilosc dziatan
22 dh+m
4xd G+
Bxd TON+m




Tabela 2. Poréwnanie zlozonoéci obliczeniowej dekompresji metod JPEG i MHR dla
przyktadowego konturu.

Fardwnanie ztoZzonosci abliczeniows]
dekompresji przy kompresji 5%

JPEG 532224  dziatah
MWHF 2241 dziatah

Tabela 3. Poréwnanie stopnia kompresji i zlozonosci obliczeniowej bezstratnej dekompresji
metod RLE i MHR dla przyktadowego obrazu binarnego.

Pordwnanie ztozonosci obliczeniovwe]
dekorpres|i oraz stopnia kompresji

FLE | 224 dziatah
hHR 89%| 268 dziatan

MHR moze znalez¢é réwniez zastosowanie w klasycznej interpolacji funkcji.
Interpolacja Lagrange’a czy Newtona posiada wady, jezeli interpolowana funkcja nie jest
rézniczkowalna w jakim$ punkcie lub rdézni si¢ znacznie ksztaltem od wielomianu
w danym przedziale weztéw: wowczas wielomian interpolacyjny nie jest w stanie
przyblizy¢ funkcji z zadowalajaca doktadnosciz. MHR przy podobnej ztozonosci
obliczeniowej nie posiada tej wady.

Kierunki dalszych badan

Dalsze badania przewidywane przez autora beda dotyczy¢ zastosowania MHR
w kompres;ji i rekonstrukcji obrazu kolorowego oraz wykorzystania MHR w innych
dziedzinach nauki. Dokonane zostang modyfikacje MHR w zalezno$ci od posiadanych
punktéw charakterystycznych, np. w sytuacji, gdy wezly nie posiadaja stalego kroku
jednej ze wspdirzednych lub w przypadku przestrzeni o dowolnym wymiarze. Do
budowy operatora mozna wykorzysta¢ nie tylko kombinacje liniowe macierzy HR
o elementach catkowitych {-1;0;1}, lecz takze macierzy HR o elementach
rzeczywistych: dzigki temu istnieje mozliwo$¢ wyboru najlepszej bazy sposréd wielu baz
ortogonalnych w danej sytuacji.

Kompresja i dekompresja z uzyciem MHR znajduje zastosowanie nie tylko
w przypadku obrazu komputerowego, lecz takze moze dotyczy¢ innego typu danych, np.
dzwigku. Nalezy takze zastanowi¢ si¢ nad mozliwosciami wykorzystania innych
dyskretnych operatoréw macierzowych (nie tylko ortogonalnych) w omawianych
zagadnieniach 1 budowaniu na ich podstawie modeli matematycznych badanych



obiektéw (np. obrazu komputerowego czy dzwigku) oraz wykorzystaniu operatoréw
macierzowych w efektywnych obliczeniowo metodach transformacji danych.

Podsumowujac: dalsze badania beda polegaty z jednej strony na szukaniu
dalszych zastosowaf rodziny macierzy Hurwitza-Radona, operatora OHR i metody
MHR, z drugiej za$ strony na analizie mozliwosci wykorzystania innych dyskretnych
operatoréw macierzowych w istotnych problemach naukowych i technicznych.
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