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Projekcyjna charakterystyka deficytu wypuktosci czastki ciata statego

Wstep

Cechy geometryczne czastek ciata statego naleza do grupy najistot-
niejszych parametrow opisujacych struktur¢ materiatu ziarnistego
[Koch, 1984; Sztaba, 1964]. Rozmiar i ksztalt czastek moga mie¢ decy-
dujacy wptyw na przebieg procesu, w ktérym dany materiat jest wyko-
rzystywany, w zwiazku z czym problem wiasciwego ich opisu stanowi
jedno z naczelnych zadan lezacych u podstaw wigkszosci technologii
wykorzystujacych materiaty rozdrobnione [Bodziony, 1965]. Konstruk-
cja charakterystyk struktury geometrycznej czastek jest zagadnieniem
ztozonym i pomimo intensywnie prowadzonych w tej dziedzinie badan,
stanowi wciaz temat otwarty [Ohser i Mucklich, 2000].

W niniejszej pracy podjgto probeg stworzenia matematycznych pod-
staw metody opisu ksztattu czastki przy wykorzystaniu pewnych mody-
fikacji elementarnych operacji morfologii matematycznej [Serra, 1983].
Przyjete bedzie zatozenie, ze ksztatt czastki moze by¢ opisany na pod-
stawie analizy cech geometrycznych jej dwuwymiarowego obrazu pro-
jekeyjnego.

Podstawowe pojecia geometryczne

Dla zapewnienia przejrzystosci prowadzonych rozwazan celowe wy-
daje si¢ by¢ przypomnienie definicji niektorych poje¢ z zakresu geome-
trii wykorzystywanych w niniejszej pracy.

Czgstka. Pojecie to oznacza¢ bedzie pewien obiekt materialny, ktore-
go geometrycznym modelem jest zwarty i spojny podzbior C przestrze-
ni R’ [Rudin, 1973].

Zbior wypukly . Zbior C nazywany bedzie wypuktym, jezeli wraz
z kazdymi dwoma swoimi punktami P, Q zawiera on rowniez laczacy te
punkty odcinek [P, O] [Rudin, 1973].

Powloka wypukta. Pod pojgciem powtoki wypuktej zbioru C, ozna-
czanej symbolem C lub Conv(C) rozumiany bedzie najmniejszy zbior
wypukly zawierajacy zbior C [Rudin, 1973].

Obraz projekcyjny. Obrazem projekcyjnym tréjwymiarowego zbioru
C nazywany bedzie jego rzut ortogonalny na ustalong dwuwymiarowa
podprzestrzen R przestrzeni R’ [Serra, 1983].

Erozja pierscieniowa

W niniejszej pracy czastka C reprezentowana bgdzie przez swoj
obraz projekcyjny, dla oznaczenia ktérego bedzie stosowany symbol
C — ten sam, ktdry oznacza cata rozwazana czastke tréjwymiarowa.
Przyktad projekcyjnego obrazu czastki wraz z jego powtoka wypukta
przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Projekcyjny obraz czastki C i jego powtoka wypukta ¢ = Conv(C)

Zasadniczym celem niniejszej pracy jest stworzenie metody opisu
cech geometrycznych strefy deficytu wypuktosci projekcyjnego obra-

zu czastki. Pod pojeciem strefy deficytu wypuktosci, oznaczanej sym-
bolem /', rozumiany begdzie zbidr stanowiacy réznicg mnogos$ciowa
pomiedzy powtoka wypukta C a obrazem czastki C. Tak wigc strefa
deficytu wypuktosci I zdefiniowana jest wzorem

I.=C-C )]
i stanowi ona tg czgs$¢ przestrzeni, o ktora nalezatoby uzupetni¢ obszar
projekcyjnego obrazu czastki C aby otrzymac jego powtoke wypukta.
Strefe deficytu wypuklosci I rozwazanego obrazu projekcyjnego
czastki C przedstawiono na rys. 2.

Rys. 2. Strefa deficytu wypuktosci projekcyjnego obrazu czastki

Proponowana w niniejszej pracy charakterystyka geometryczna jest
funkcja opisujaca ewolucjg strefy deficytu wypuktosci 7'~ w przypadku
gdy projekcyjny obraz czastki C podlega procesowi redukcji powierzch-
ni przy pomocy pierscienia erozji o wzrastajacej w sposob ciagly gle-
bokosci. Pod pojgciem pierscienia erozji o glgbokosci ¢, dla oznaczenia
ktérego stosowany bedzie symbol R(¢), rozumiany bedzie zbior stano-
wiacy cze$¢ wspolna powtoki wypuklej € oraz sumy mnogo$ciowej
zbioru wszystkich kul o promieniu &, ktorych srodki sa punktami brze-
gowymi zbioru C. Tak wigc pierécien erozji R(¢) jest zbiorem postaci

Re(e)=Cn { UK(x,E)}

x € Fr(C)

@)

Przyktad konstrukcji pierscienia erozji przedstawiono na rys. 3.
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Rys. 3. Pierscien erozji projekcyjnego obrazu czastki

Rozwazana operacja redukcji obszaru obrazu czastki C za pomoca
pierscienia erozji R () zostanie nazwana erozja pier§cieniowa. Tak wigc
erozja pierscieniowa zbioru C o glgbokosci ¢ jest operacja morfologiczng
prowadzaca do wyznaczenia zredukowanego obrazu czastki, dla
oznaczenia ktorego stosowany bedzie symbol C(e), bedacego roznica
mnogosciowa zbioru C oraz pierscienia erozji R(¢). Tak wigc
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C(e) = C—Rcle) 3)

Efekt redukcji obszaru obrazu projekcyjnego czastki za pomoca
piericienia erozji zilustrowany jest na rys. 4.
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Rys. 4. Zredukowany obraz projekcyjny

Konsekwencja wzrostu glgbokosci pierscienia erozji jest stopniowy
zanik obszaru projekcyjnego obrazu czastki az do jego catkowitej anihi-
lacji. Najmniejsza warto$¢ parametru ¢, dla ktorej pierscien erozji Rq(¢)
redukuje obraz czastki do zbioru pustego nazywany bedzie glgboko-
Scig krytyczna i oznaczany symbolem &y. Tak wigc warto$¢ ¢y dana jest
wzorem

£y = inf{€ > 0:Rc(€) > C} (C))

Pierscien erozji o glgbokosci ¢y nazywany bedzie pier§cieniem kry-
tycznym. Latwo zauwazy¢, iz mozliwa jest sytuacja, w ktorej, dla pew-
nej wartosci parametru ¢, zredukowany obraz czastki C(e ) jest zbiorem
wypuktym czyli zbiorem, ktorego strefa deficytu wypuklosci jest zbio-
rem pustym. Najmniejsza warto§¢ parametru ¢, dla ktorej zaobserwo-
wac¢ mozna opisany efekt nazywany bedzie progowa glgbokoscia pier-
Scienia erozji. Dla jej oznaczenia stosowany bedzie symbol ¢p. Tak wige
warto$¢ ¢p, o ile istnieje, dana jest wzorem

€r = inf{e > 0:{C - Re(&)} = {C - Re(&)}} )

Pomigdzy rozwazanymi dwiema charakterystycznymi warto$ciami
parametru ¢ zachodzi oczywista nierdwnos¢

(6)

Ep < Ey

Piericien erozji o glgbokosci ep nazwany bedzie pierScieniem progo-
wym i oznaczany symbolem R(ep). Obraz czastki zredukowany pier-
Scieniem progowym nazywany bedzie jadrem wypuktym projekcyjne-
go obrazu czastki C i oznaczany symbolem J.. Zgodnie z okres$leniem
jadro wypukle jest wige rd6znica mnogosciowa pomigdzy obrazem pro-
jekeyjnym czastki C a progowym pierscieniem erozji J.. Spelniona jest
wigc definicyjna rownos¢

Jo=C— R (gp). (7

Rozmiar i potozenie jadra wypuktego ualeznione sa od cech geome-
trycznych strefy deficytu wypuklosci projekcyjnego obrazu czastki.
W przypadku gdy projekcyjny obraz czastki jest zbiorem wypuklym,
jego strefa deficytu wypuktosci jest zbiorem pustym co prowadzi do
wniosku, ze parametr ¢p, 0znaczajacy progowa glebokos¢ pierscienia
erozji, przyjmuje warto$¢ rowna zeru.

W konsekwencji, w takim przypadku jadro wypukte pokrywa sig
z projekcyjnym obrazem czastki i zachodzi oczywista rowno$é

Je=C ®)
Ksztalt i potozenie jadra wypuklego rozwazanego geometrycznego
modelu projekcyjnego obrazu czastki przedstawiono na rys. 5.
Nalezy podkresli¢ fakt, iz jadro obrazu projekcyjnego C moze by¢
w pewnych szczegdlnych przypadkach zbiorem pustym.
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Rys. 5. Jadro wypukte projekcyjnego obrazu czastki

Funkcja erozji pierscieniowej
Dla opisu cech geometrycznych strefy deficytu wypuktosci projek-
cyjnego obrazu czastki wykorzystana zostanie funkcja erozji pierscie-
niowej F(f), ktora wyraza stosunek pola projekcyjnego obrazu czastki
zredukowanego pierScieniem erozji o gtebokosci ,ze,” (¢ € [0,1]), do
pola powtoki wypuktej C, zredukowanej tym samym pierécieniem ero-
zji. Tak wigc funkcja erozji pierscieniowej dana jest wzorem:

A(C - Re(t€x))
A(C - Re(tex))’
gdzie A(-) oznacza miarg Lebesgue’a (pole) [Lojasiewicz, 1973] zbioru
na ptaszczyznie, natomiast parametr £, wyraza, zdefiniowana wezesniej,
krytyczna glgbokos¢ pierScienia erozji. Mozna wykaza¢ ze funkcja
F () posiada nastgpujace wlasciwosci:
1. Fe(9:[0,1] —[0,1].
Funkcja F(f), na mocy definicji przyjmuje oczywiscie warto$ci nie-
ujemne. Biorac ponadto pod uwagg fakt, iz prawdziwa jest inkluzja
(C - Re(t€x)) € (C - Re(tex)), dochodzimy do wniosku, ze zacho-
dzi nierowno$¢ Fe(f) < 1. Ostatecznie wnioskujemy wige, ze spet-
niony jest warunek (V¢ € [0,1])(0 < Fe(6) = 1),
2. F(t) jest funkcja ciagta.
3. F(?) jest funkcja niemalejaca.
_A©)
4. F(0) A6
Wartos¢ funkcji F(f) w punkcie ,,0” rdwna jest stosunkowi pola ob-
razu projekcyjnego czastki C do pola jego powtoki wypuktej C
Fep/ex)=1
Wiasciwosé ta wynika wprost z definicji funkcji F(¢) 1 jest prosta
konsekwencja réwnosci A(C — Re(€r)) = A(C - Re(€5)).
6. F(f)=1dlat= (€p/Ex)
Warunek ten, ktory oznacza, ze funkcja F(f) osiaga swoja maksy-
malng warto$§¢ w punkcie ¢ = €p/€x i od tego momentu jest funkcja
stala, ktorej warto$¢ rowna jednosci, jest prosta konsekwencja warun-
kow sformutowanych w pkt. 31 5.

Fe(1) = 0<t<1 ©)

e

Funkcja erozji pierscieniowej obrazu projekcyjnego
czastki rzeczywistej

Rozwazane sa obrazy projekcyjne dwoch rzeczywistych czastek ciata
statego, C,, C, przedstawione na rys. 6, 8. Na ilustracjach tych przed-
stawiono rowniez obraz powtoki wypuktej i1 jadra erozyjnego kazdej
z rozwazanych czastek. Wykresy funkcji erozji pierScieniowej bada-
nych obiektéw sa przedstawione na rys. 7, 9.

Podsumowanie

Zaproponowana w niniejszej pracy charakterystyka ksztaltu jaka jest
funkcja erozji pierscieniowej I (f) zdefiniowana wzorem (9), w synte-
tyczny sposob opisuje strukturg geometryczna strefy deficytu wypukto-
$ci I'¢ obrazu czastki stanowiacej réznicg mnogosciowa pomiedzy po-
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wloka wypukta projekcyjnego obrazu czastki a samym obrazem. Wérod
istotnych cech funkcji I'(¢), z ktorych wigkszo$¢ zostata scharakteryzo-

wana w tekscie pracy, na szczegdlng uwagg zastuguje warto$¢ rozwaza-
nej charakterystyki funkcyjnej w punkcie # = 0. Warto$¢ ta, zgodnie ze
wzorem (9), rowna jest
A©O)
Fe(0)=—=- 10
gdzie, jak wczeéniej wspomniano, A(C) oznacza miarg zbioru C na

ptaszczyznie. Tak wige rozwazana warto$¢ F(0) wyraza stosunek pola
powierzchni obrazu czastki do pola powierzchni jego powtoki wypuklej

Rys. 6. Powloka wypukia i jadro wypukte obrazu projekcyjnego czastki C, i jako taka moze by¢ traktowana jako pewien globalny wspotczynnik
ksztattu, ktory nazywany bedzie wspotczynnikiem deficytu wypuktosci
1 / obrazu czastki. Dla jego oznaczenia przyjeto symbol A(C). Warto$é
0.08 liczbowa rozwazanego wspotczynnika podlega oczywistym ogranicze-
niom
0.96 /
/ 0<AO)=1 (11)
o 0o / ijest tym wigksza im mniejszy obszar zajmuje strefa deficytu wypuklosci
* 0902 w obrazie czastki. Istotnym elementem wykresu funkcji F(f) jest
warto$¢ zmiennej ¢ (o ile istnieje), dla ktorej funkcja ta po raz pierwszy
0.9 przyjmuje warto$¢ 1. Zgodnie z punktem 5) dzieje sig tak dla
0.88 1=¢ep/ey (12)
08 jako, ze wowczas pierscien erozji pochtania catkowicie strefe deficytu

5 i
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

RN wypuklosci obrazu czastki, a pozostata jego czg$¢ staje si¢ zbiorem
wzgledna gtebokos¢ erozji pierscieniowej t"

wypuktym. Mozna oczywiscie poda¢ przyktady projekcyjnych obrazéw
czastek, dla ktorych rozwazane zjawisko nie wystgpuje. W takim
przypadku warto$¢ funkcji F(f) jest stale mniejsza od 1. Na uwage
zastuguje rowniez przypadek

Rys. 7. Funkcja erozji pier§cieniowej obrazu projekcyjnego czastki C,

Fdn=1 (¢t < [0,1]) (13)

W tej sytuacji nalezy wnioskowa¢, ze projekcyjny obraz czastki C
jest zbiorem wypuklym tozsamym ze swoja powloka wypukla C.
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