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POROWNANIE METOD MODELOWANIA
MATEMATYCZN EGO KSZTALTU SKORUPY

JAJ KURZYCH

Comparison of methods for mathematical modeling of the  shell shape
of hen’s eggs

Slowa kluczowe: jaja kurze, powierzchnia skorupy, metody
modelowania.
W artykule przedstawiono dwie metoay matematycznego mo
delowania powierzchni ksztaltu skorupy jaja kurzego. Bryle
3D wg Mieszkalskiego zloz'ono z powierzchni zewnetrznej
skorupy, stosujqc krzywq Beziera, kto'ra obracano wedlug osi
Z ukladu wspo'lrzednych. Model matematyczny bryly 3D opie
ra  sie na  dlugos'ci osi dlugiej i kro'tkiej jaja oraz na  wspo'l
rzednych punkto’w wezlowych i kontrolnych. Wg Prestona
podluz'ny kontur jaja (model 2D) moz'na opisaé za pomocq
czterech parametro'w. Kontur zdefiniowany za  pomoca metoafi/
Prestona pozwolil na  okres'lenie objetos’ci i porownaniejej do
wyniko'w opracowan Stonehouse—a i Coulson-a. Wizualizacje
modeli 2D i 3D wykonano w programie Mathcad W propo
nowanych metodach nie uwzgledniono wewnetrznej struktury
jaja kurzego.

WSTEP
Swiatowa produkcja jaj kurzych 0d lat wykazuje tenden

cje wzrostowa [5]. Polska jest jednyrn z najwiekszych eks
porteréw tego asortymentu W Unii Europejskiej [3]. Podaz jaj
z produkcji krajowej znaczaco przewsza zapotrzebowanie
rynku wewnetrznego.

W dalszym ciagu, pomimo rozwoju technologii, wyzwa
niem sa  metody selekcji jaj przeznaczonych do inkubacji [4].
Wsparcie tego procesu moga stanowic’ metody obliczeniowe
i graficzne.

Z geometrycznego punktu widzenia jajo ptasie jako cialo
biologiczne jest uloZone prosto. Jednak specyfika ksztaltéw
jaj u roZnych gatunkéw ptakéw generuje pewne trudnos’ci
w trakcie ich opisu i klasyfikacji. W warunkach terenowych
jest moZliwos’c wykonania tylko dwoch pomiarow z jaja:
s’rednicy i dlugos’ci. Z pewnos’cia nie jest to wystarczajace do
pelnego opisu ksztaltu. Dodatkowe parametry moZna pobraé

Key words:  hen’s eggs, shell surface, modelling method.
The article shows two methods for mathematically modelling
the surface of the shell of a hen s egg. The 3D block of Miesz
kalski was composed from the outside of the shell using the
Bezier curve, which was rotated according to the Z—axis of the
coordinate system. The mathematical model of the 3D body is
based on the length of the long and short axis of the egg and
the coordinates of the nodes and control points. According to
Preston, the elongated contour of the egg (model 2D) can be
described with four parameters. The contour defined by the
Preston method made it possible to determine the volume and
compare it with the results of Stonehouse and Coulson. The
visualizations of the 2D and 3D models were created with
Mathcad The methods proposed do not take into account the
internal structure of the hen s egg.

albo z rzutu plaskiego (plany, zdjecia) lub za pomoca specjal
nie skonstruowanych urzadzer’i [7].

Alimardani i in. poréwnali dwie metody modelowania
wielkos’ci jaj, wykorzystujac algorytrn przetwarzania obrazu,
ktéry oblicza mniejsza i wieksza s'rednice jajka. W pierwszej
metodzie zaproponowano model matematyczny. W drugiej
zastosowano technike sztucznej sieci neuronowej (ANN —
Artificial Neural Networks) (10 oszacowania objetos'ci jaja.
Objetos’c’ jaj wyznaczona tymi metodami zostala poréwnana
statystycznie z wartos’ciami rzeczywistymi. Wyniki wskazaly,
2e modelowanie matematyczne dalo bardziej satysfakcj onuja
ce rezultaty [9].

W 2009 roku Buchar i in. przedstawili wyznaczanie geo
metrii skorupy jaja, wykorzystujace i analizujace cyfrowy
obraz jaja oraz techniki detekcji krawedzi. Wykryte punk
ty na konturze jaja zostaly dopasowane za pomoca szeregu
Fouriera. Uzyskane rownania opisujace profil jaja posluZyly

Adres do  korespondencji — Corresponding author:  Leszek Mieszkalski, Szkola Gléwna Gospodarstwa Wiej skiego w Warsza
wie, Instytut InZynierii Produkcji, Wydzial InZynierii Produkcji, ul. Nowoursynowska 164, 02-787 Warszawa, Polska, e-mail:
mieszko@poczta.fm
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do obliczenia objetos’ci, powierzchni i promienia krzywizny
jaja z duZo wiekszq dokiadnos'ciq w poréwnaniu z wczes’niej
publikowanymi podejs’ciami. Wykazano, Ze promienie krzy
wizny w punktach krytycznyeh profilu jaja (ostry koniec,
tepy koniec i waitos’é maksymalna) sq niezaleZne 0d indek
su ksztaitu jaja. Pole powierzchni jaja jest jednowartos’ciowq
funkc obj etos’ci jaja. Dzieki temu istnieje moZliwos’é doklad
nego oszacowania tej wielkos’ei na podstawie dos’wiadczal
nie stwierdzonej wartos’ci objetos’ci jaja. Ocene ksztaltu jaja
i jego dalszych parametréw na  podstawie cyfrowego obrazu
jaja moZna przeprowadzié w bardzo krétkim czasie (rzedu
sekund) przy pomocy np. programu MATLAB. Procedura
ta moZe wiec poprawié efektywnos’é obliczen, co  jest bardzo
przydatne w przemys’le drobiarskim i/lub badaniach biolo
gicznych oraz rozszerza i udoskonala wczes’niej publikowane
metody [1].

Celem artykulu jest przedstawienie dwéch metod ma-
tematycznego modelowania ksztaltu skorupy ja j  kurzych
oraz poréwnanie wynikow z trzech wzorow na  ich obje-
tosc'.

MATERIALY | METODY
Materialem badawczym by10 jajo kurze 0 nastepujqcych

wymiarach: diugos'é [a] — 65mm, s’rednica max [b] — 46mm,
s’rednica min [c] — 46mm. Wybrane jajko byio czyste, s’redniej
wielkos’ci, 0 giadkiej skorupce, bez uszkodzen mechanicz
nych. Jajko zmierzono suwmiarkq, nastepnie sfotografowa
no i wczytano do programu Inkscape. Obraz przeskalowano
i wyznaczono kontury poprzecznych przekroj 6w jaj a.  Na  pod
stawie krzywych Beziera wyznaczono wspéhzedne punktéw
kontrolnych i wezlowych. Za  pomocq programu Mathcad
zwizualizowano modele 2D i 3D  wedlug poniZej przedsta
wionego schematu.

Wymiary: diugos'c’ a, s’rednica max b, s’rednica min 0:

[a b c] [65 46 46] (1)

Wspéhzedne punktéw weziowych i kontrolnyeh dla krzy
wej wyznaczono wg rysunku 1. W macierzy (2) zamiast wy
miaru z osi Y, wykorzystano wymiar z osi Z.

371 21 .0  a.
12' 7-2 24:38 65  (2)
x3 33 35.4 1.19

at 24 O '0

Na podstawie powszych wspéhzednych, wyznaczono
rewnania parametryczne krzywej Béziera opisujqce kontury
jaj a, ktére maja} nastepuj c postac’:

(x. x (1 am x (1 a“ +-
(3 )

+3.53 3-: .3 x (i)2 X (1 — i) -+ 17+ x (if)

(2:. x (rt—733+ x .3 x(1—%YT+
(4)

+ z_at x 3 x (i): x (1 —fi) +24% (33)
gdzie: i — liczba wierszy w macierzy;

N — rozmiar macierzy.

Kat obrotu krzywej Béziera obliczono na  podstawie wzo
ru:

231m: '5. = —:J (5)
gdzie: j — liczba kolumn w macierzy.

W celu uzyskania powierzchni 3D  jaja, krzywe Beziera
obrécono wzgledem osi Z wykorzystujqc poniZsze réwnania
(6), (7), (8)1

Kai-J = I‘- K SERGE?)- (6)

85%.. H3 Fa. . = xi 3-: cas_(s_,:j1.; (7)

Eag- = z-I- (8)

PoniZej przedstawiono wyskalowane macie
rzowe rownania wspélrzednych X,  Y, Z opisuja,
ce ksztalt zewnetrzy skorupy (9), (10), (11).

Ii

- mfxflfl—igminfiafl  " (9)
Adm, Y1) A409! V49 

y = 4 3*: Fr: 10mfi'aHf—lxminfl’ah ' ( )
Rys. 1. Segment kubiczny krzywej Beziera: X1,  yl ,  Zla  X4 :  y4, Z4 ' wspél- “I" '

r zgdne  punk téw W¢Z10Wych ;  X2 ,  y2 ,  22 ,  X3,  y3 ,  23  _ wspéh‘Zae  z = — x En  (11 )punktow kontrolnych.
Fig. 1.

control points.
Zrodlo :  Opracowanie wiasne na  podstawie [6]

Saurce :  Own study based on [6]

Cubic  segment of the Bezier curve: x1, y l ,  z l ,  x4, y4, z4 — coo-
rdinates of  the  nodes; x2, y2, z2, x3, y3, Z3 — coordinates of  the

maxEZa}+(-1K1nin[3a)]

Bryle jaja (rys. 2)  zloZono na  podstawie mo
delu matematycznego opisujqcego powierzchnie
zewnetrznq skorupy.
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mad'} + {—1 x. may = 415 (12)

maxCYJ+ {—1 X miniYJJ = 4'6 (13)

maxfiij + {—“1 x mi:1(ZJJ = 65 (14)

11
EU

D
1D

, 20
30

Rys. 2. Model 3D bryly ja ja  kurzego.
Fig. 2 .  3D-model of  the hen’s egg.
Zrédlo :  Opracowanie Wlasne

Saurce :  Own study

Drugi model matematyczny opisujqcy charakterystyke
skorupy jajka kurzego zostat przedstawiony na  podstawie
wzoréw Prestona [8].

W macierzy (15) zapisano wspolczynniki, ktore rézmq sie
w zaleZnosci od  jaja i muszq byé znalezione dos’wiadczalnie.

o a?
{—0 1 (15)

Réwnania parametryczne przekroju podmmego jaja
przedstawiono poniZej (16):

$1 ' i [ __ _:X  “35( -  i i }  3*: ( 1+fl1X

X 5511(311) +62 X 5511(BHJZ -+ (16)

-|— 03 .X flaw“? + 1:, K sinf 111‘)

yin = % x1 sinCHu) +5  (17)

gdzie: a— punkt poioZony w potowie miedzy dwoma
koficamijaja;

b — po1owa dlugos’ci jaja

i l=D. . . 2xN (18)
gdzie: N — rozmiar macierzy (przyjeto N=60)

. 1r.
_ = " - — 19a“ uxzxmz ( )

Na rysunku 3 przedstawiono wykres jaja z modelu Presto
na, dla ktérego:

maxfxl} + {—1 x min(x1JJ = 46,04 (20)

maxfyl} +{1—1 x 11.111911) = '65 (21)

7E!

133:F
955}— .""
gig-

-\
\

an 35-

‘i 1213
F11:

'_' 331

-_
I‘-

 
:2

 
‘?

=
I-

_

?-- K
\

fim 113mg 41's 1 51-5. 
at M 15:11 :22: :21 '

3:. egg

X3131

Rys. 3. Wykres jaja z modelu Prestona.
Fig. 3. Egg graph for the  Preston model.
Zrédlo:  Opracowanie wiasne

Saurce :  Own study

Poréwnanie modelu 3D skonstruowanego z krzywych
Be’ziera z modelem Prestona przedstawiono poniZej:

n- = n 15 (22)

gdzie: n — numer kolejnego przekroju.

15.i = JIM — 11m. (23)

an; = 215—11 - 3119*; (24)
53:115.: I 1m- '_  x11}: (25)

11311" : 2"154m - Fin (26)
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{31:13 = 111' (315—11. _ $159.“):- +.. (27)

+ (215-11. — Tlfifl—n}?

42 .13 . :  J(Ii5+n —'xln )2  + (2151-11 —y1—nj'2 (28 )

'- 11,734 -
11,6113
11,5115
11,428
11,233
11,353
11,573

_ 11,314
111w: 1,0113 (29)

1,113
1,147
1,1167
11,94

11,7113
6,3913

3,5117 x 111—15.

'- 11,734 -
11,753
11,815
11,942
1,1111
1,369
1,463

_ ., 1,573
1112“,: 1,615 (30)

1,599
1,53

1,414
1,343
11,939
11,599

1,643 x 10—15.
Objetos’c’ jaja wg Prestona wyraZono zaleZnos’cia matema

tyczna poniZej:

VP: Ex” 1 11-6 >1" (.1 X b): X (1 +2 i“ ‘2) (3”

VP = 5,914.}; 10'“ (32)
Objetos’c’ wg Stonehouse obejmuje jajko lacznie ze sko

rupka — przedstawiono poniZej [10]:

1751 = 11,534 x 1 x a 11 (1-1111)? (33)
l1131 = 7,3073: 111* (34)

w 5- 10.0 = 44246 (35)

1152 = 11,51 11 (a x (3)2} (36)

V52: 7,1115 11 111-“ (37)

L132?) _ _ - _
w, * 100  — 1.461 (38)

Objetos’c’ wg Coulson [2] zostala oszacowana na podsta
wie objetos’ci wewnetrznej, gdzie przyjmuje sie, 2e wynosi
ona 0 ,487 .

111:": .G,4Bfi-><'(a x (11)?) (39)

111:": 6,693 11111“ (40)

1711—1141; __ _ . , .
T * 190 — 3,114 (41)

PODSUMOWANIE
PrzybliZone metody daja moZliwos’é generowania modeli

2D i 3D  jaj kurzych. Na podstawie przeprowadzonej analizy
moZna stwierdzic, 2e modele z duZa dokladnos’cia odzwier
ciedlaja ksztalt skorupy. R6wnania przedstawione w modelu
3D zawieraja parametry takie jak: dlugos'c osi krétkiej i dlu
giej, wspolrzedne punktéw kontrolnych i wezlowych odczy
tanych z krzywej Be’ziera. Model matematyczny Prestona k0
rzysta z takich wymiaréw jak dlugos'c, szerokos'c i asymetria.
Dzieki wygenerowanemu konturowi moZemy okres’lié obje
tos’c’, a objetos’é nie moZe byé oszacowana na  mniejszej licz
bie pomiaréw. RéZnice w wynikach objetos’ci jajka wynikaja
z réZnych zaloZer’l przyjetych do obliczer'l np. niektorzy auto
rzy wzorami opisuja objetos'c jaja lacznie ze skorupka, a nie
ktérzy z wylaczeniem skorupki. Wzér wg Stonehouse wyraZa
obj etos’é calkowita razem ze skorupka, a wynik wg Coulsona
pokazuje objetos'c z wylaczeniem skorupki jajka kurzego.

SUMMARY
Approximate methods offer the possibility to generate

2D and 3D models o f  chicken eggs. Analysis shows that the
models reflect the shape of  the egg shell very accurately. The
equations presented in the 3D  model include parameters such
as the length of  the short axis and the long axis, the coordinates
of  the control points and nodes that are read from the Be’zier
curve. Preston’s mathematical model uses dimensions such
as length, width, and asymmetry. With the created contour
we can determine the volume. The different results o f  the
egg volume are due to  different calculation assumptions, e.  g .
some authors use formulas to describe the volume of  the egg
including the shell and some with the exception of  the shell.
The Stonehouse formula gives the total volume including the
shell and the Coulson result shows the volume without the
shell of  a chicken egg.
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