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Streszczenie

We wczéniejszej pracy autorow [3] zbadano wpltyw pewnegoutystabié podica pod plyt
nawierzchni drogowej sztywnej w zagadnieniu Weatedn [1,2], tj. okr&leniu maksymalnych ugi
i maksymalnych napten w ptycie prostoltnej spezystej spoczywagej na podteu Winklera w
przypadku obeizenia kotem pojazdu w trzech pgémiach: w nareu, nasrodku i przy krawdzi ptyty.
Jako ostabienie podfa przypto jego brak na powierzchni prostghej rownej 1/9 powierzchni ptyty
— w r&nych potdeniach wzgidem piyty. Dla k&dego z obeizern okreslono najniekorzystniejsze
potczenia osfabienia podka. W tym artykule przedstawiono wyniki badania Alwasci
maksymalnych ugé i maksymalnych napten rozciggajgecych na wielkéd ostabienia podiga w
zdefiniowanych w pracy [3] najniekorzystniejszypbtazeniach. Analizowano jaki wptyw ma
wielkas¢ ubytku podiga na rozwaane wielkdci. Przedstawiono plany warstwicowe maksymalnych
naprezen rozciggajgcych w rénych wariantach zadania oraz wykresy za@ci maksymalnych
naprezen i przemieszczew funkcji wielkéci ubytku podtga. Okrglono, przy jakich rozmiarach
ostabienia podiga mae mie* ono istotny wptyw na wytrzymatoptyty. Przeprowadzone obliczenia
wykonano z wykorzystaniem metody elementévicz&nych, na bazie waoreejszych déwiadcze
modelowania.

WSTEP

Badania dotycze okrdlenia stanu przemieszaze napkzen w piytach betonowych
posadowionych na spitystym podiau datuje s na pocatek lat 20-tych XX wieku.
Najistotniejsze wyniki podane zostaly w cyklu prad.M. Westergaarda [5-7],
zapocatkowanych prag w jezyku dwskim z roku 1923, opublikowarpo angielsku w roku
1926 [5]. Tzw. zagadnienie Westergaarda jest da daisiejszego jednym z wmiejszych
zagadnié zwigzanych z analizi projektowaniem sztywnych nawierzchni komunikaggh
(por. np. [4]). Polega ono na wyznaczeniu maksyya ugec¢ i napezen w prostokitnej
ptycie betonowe] posadowionej na gystym podiau. Obcazenie ptyty kotem pojazdu
znajduje st w narau, w srodku i nasrodku krawedzi tej ptyty. W klasycznym zagadnieniu
Westergaarda analizujeggdtyty nieskaiczone lub potnieskaczone, gdy jedynie w takich
zadaniach udato @iotrzyma& rozwiazania analityczne. W pracy [3] poddano analizie
wspotczesne, numeryczne rozmania metog elementéw skaczonych [8] przy ayciu
programu Abaqus [1] i wykazange maliwe jest dobranie odpowiedniej geometrii
konstrukcji i skalibrowanie parametréw tak, aby pallow@& poprawnie zagadnienie
Westergaarda. Modelowana byla piyta o tak dobragepmetrii, aby w obliczeniach
maksymalnych przemieszazei napkzen nie byt obserwowany wplyw warunkéw
brzegowych. De facto modelowano zatem piyt pétnieskaczora. W pracy [2]
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przeanalizowano pewne uogolnienie zagadnienia \Wsseda na analizptyt o skaiczonych
wymiarach, skladagych st z dzieweciu segmentéw (Rys. 1), z ktorychzly maze by
posadowiony, lub nie, na odksztatcalnym padispezystym.

a) S b
= A 2 4
0 =
o
=B = C —k 24,5 [cm]

po2 2 2 ]
Rys. 1.Schemat uogdlnionego zagadnienia Westergaarda

Obciazenie przyktadane bylo na obszarze progiimkm, o wymiarach odpowiadgjych
kotu pojazdu. Jednym z wnioskéw pracy [2] jest stdzenieze najbardziej niebezpieczny
dla stanu wydzenia ptyty jest ubytek podka w segmencie w ktorym znajduje sibchzenie.

Przedmiotem niniejszej pracy jest rozszerzenie zaprich rozwaan autoréw [3,2] na
istotra,  z praktycznego punktu widzenia oeenwrazliwosci stanu napzenia i
przemieszczenia ptyty na zmiany wymiaréw ubytkutpea. Przy kadym z trzech rodzajéw
obciazenia rozwaano cztery przypadki obliczeniowe: brak ubytku wadt ubytek na
segmencie 1/9 piyty (taki jak w pracy [2]), ubytekpotowe mniejszy i ubytek o potogv
wigkszy (Rys. 2).

Rys. 2.Zakres ubytku podi@ w schematach obliczeniowych

Analizowano maksymalne nagenia rozcigajce w plycie, oraz jej maksymalne
przemieszczenia. Wyniki oblicaedla wszystkich przypadkow zestawiono w tabelacgta i
wykresach. Jakwiowe r&nice w rozkladach maksymalnych napah przedstawiono dla
wybranych, reprezentatywnych przypadkéw w postiei@y warstwicowych.

1. MODELOWANIE METOD A ELEMENTOW SKO NCZONYCH

Przedmiotem rozwamn jest ptyta prostokna, swobodna na wszystkich krgziach, o
statej grubéci h (Rys. 1). Plyta jest w cadoi, lub czsciowo posadowiona na sgystym
poditazu (por. Rys. 2).

Zalozenia i dane obliczeniowe:

1. Zalozenia modelu obliczeniowego:
— ptyta o sredniej grubéci (wedtug teorii Hencky'ego- Boole’a) spoczyweq ha
sprzystym podtau Winklera,
— materiat ptyty jest spysty, jednorodny i izotropowy,
— analiza prowadzona jest w zakresie matych deformac;j
2. Rozmiary piyty:
— dhugacsé i szerokdé: Ixb=6mx 3.6 m,
— grubag¢: h=0.2m lubh=0.5m
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Rozmiary te odpowiadajprzyktadowym rozmiarom drogowych ptyt betonowych.
3. Dane materiatowe ptyty:

— modut Younga: E =30 GPa,

— wspotczynnik Poissona: v=0.167

Dane te odpowiadajbetonowi B25(C20/25) stosowanemu w nawierzchnarclgowych
i lotniskowych.

4. Podilaze spezyste typu Winklera:

— wspéiczynnik sztywnei podiaza: k=10 x1§ N/m*>  lub

k= 100 x16 N/m®.

Dane te odpowiadaj granicznym wartéciom bardzo mgkkiego i bardzo twardego
podiaza.

5. Obcigzenie:

Jako obcizenie ptyty przygto cisnienie o wartéci 650 kPa réwnomiernie roztone na
powierzchni prostaknej o wymiarach 24.5 x 31.4 [cm]. Wymiary tg &k dobrane, aby
wypadkowa obaizenia wynosita 50 kN, co odpowiada naciskowi na eardhne
standardowego kota samochodowego. Intensyaviobchzenia 650 kPa jest w przybéniu
réwna cénieniu w oponie standardowego kota pojazdu.

Obliczenia przeprowadzono metocklementoéw skaczonych (MES) (por. np. [8]).
Wykorzystano elementy powtokowe S4R [1] zgodnearigeptyt o sredniej grubéci, ktére
wybrano spéréd kilku mazliwych do wykorzystania elementoéw, bazujpa déwiadczeniach
modelowania ptyt potnieskozonych [3]. Przyto rownomierny (200 x 120) podziat na
elementy skaczone o rozmiarach ok. 3cm x 3cm (doktadnie zanovdmho obszar
przytozenia obcizenia).

2. WYNIKI | ANALIZA OBLICZE N

Analiza numeryczna pozwala na odtemie jakdciowe i ilosciowe wraliwosci
przemieszczeoraz napgzen na wielkg¢ ubytku podiaa w wybranym fragmencie ptyty. Do
analizy wraliwosci wynikéw na wielkd¢ ubytku podiga wybrano najniekorzystniejsze
przypadki ubytku podita — w kadym z trzech rozweanych zada byt to ubytek w
sasiedztwie przyktadanego olgenia (por. [2])

Obciazenie wsrodku piyty.

Rozktady przemieszcaeoraz mapy maksymalnych napen rozchgajacych nie ré@nia
sie zasadniczo dla ibiych parametrow zadania. Maksymalne przemieszcaegsepuja
zawsze pod obgieniem. Maksymalne nagtenia rozcigajace s zawsze wsrodku ptyty na
dolnej ptaszczgnie (Rys. 3). Wyniki iléciowe zestawiono w Tab.1l i na Rys. 4.7Rige
wynikéw przy ubytku podiba skgajp 35.9 % w napgzeniach i nawet 114.6 % w
przemieszczeniach.

Mux: =2273c+06
Min: +5 2440+02
in: +3.353e+02

L. L.

Rys. 3.Plany warstwicowe maksymalnych negef rozchgajacych h=20cm k =10x10° N/m?).
Obcigzenie wsrodku piyty. a) Podize na catéci piyty, b) Najwikszy ubytek podiza.

ax: 11.917¢106

Min; +3.353¢+002 Min: - 3.244e1002-~
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Tab. 1. Wartasci maksymalnych przemieszaze napkzen rozcagajacych. Obcizenie w srodku
plyty.

h=20cm, k=10 x16 N/m*

h=20 cm, k=100 x16 N/m®

uf(f;'; Wmax | Féznica| omax | réznica uf(f;'; Wmax | Féznica| omax | réznica
POy mml | el | Mpa] | (o] || PO | fmm) | (6] | (MPa] | [%]
0 0,545 - 1,917 - 0 0,147 - 1,469 -
1/2 0,580 6,4 1,994 4,0 1/2 0,170 15,6 1,61% 9,9
1 0,679| 24,6| 2,123 10,1 1 0,227| 54,4 1,807 23,C
3/2 0,849| 55,8 2,273 18,6 3/2 0,315| 114,3 1,997 359
h=50cm, k=10 x16 N/m’ h=50 cm, k=100 x16 N/m®
u:(zft;l; Wmax | r0znica| omax | réznica u:(zft;l; Wmax | réznica| omax | réznica
POy tmml | el | MPa] | 6] || PO | fmm) | (6] | (MPa] | [%]
0 0,268 - 0,389 - 0 0,049 - 0,325 -
1/2 0,277 3,4 0,398 2,3 1/2 0,052 6,1 0,337 3,7
1 0,305| 13,8| 0,415 6,7 1 0,059| 20,4| 0,357 9,8
3/2 0,362| 35,1 0,438 12,6 3/2 0,073| 49,0f 0,382 17.,%
Opax [IMPa] Winax [Mm]
2,5 1 0,9 4
————— * 08 4 %
2.0 i»————-*"'—::, ————— " —e-h=02m k=10 x10°N/m’ 07 /,./’/ — @ -h=02m k=10 x10° N/m’
P E Rt —m—h=02m k=100 %10°N/m’ 00 3 ——==e—"" —m—h=0,2m k=100 x10° N/m’
---A-- h=0,5m k=10 x10° N/m’ 8’2 | ---A-- h=0,5m k=10 x10° N/m’
101 —%—h=0,5m k=100 x10°N/m’ 0:3 A S A —%—h=0,5m k=100 x10°N/m’
054 P I — A 0.2 I — -
0.1 7 —
0,0 ; ; ; 0,0 ; ; !
0 12 1 32 d 0 12 1 32 d

Rys. 4.Rozktad maksymalnych nagpen rozciagajacych i uge¢ w funkcji wielkasci ubytku

podtaza. Obciazenie wsrodku ptyty.

Obciazenie na krawdzi ptyty

Rozkitady przemieszcaeoraz mapy maksymalnych napen rozcihgajacych nie rania
sig zasadniczo dla viych parametrow zadania. Maksymalne przemieszcaegstepuja
zawsze pod obgieniem. Maksymalne naprenia rozcigajpce s zawsze wsrodku boku
ptyty na dolnej ptaszczpie (Rys. 5). Wyniki ildciowe zestawiono w Tab.2 i na Rys. 6.
Réznice przy ubytku podia skgajp 66 % w napgzeniach i nawet 240.7 % w
przemieszczeniach.

T [P2] a0 [P2]
+3.478cH +4.914e400
Dt +.504¢+06
+2898+00 +
+2.008¢+00 IJ
+23196H) 3
+20296+06 2
+17396H06 +2]
+1449c+06 2
+111396+06 +
+8.6036+03 1220¢+06
+310he+03 18 T0er0s
13800160 +6.041+01

Max: +3 4782+06 Max: +4.914e+06

Min: +6.606e+00 Min: - 6.04let01

v v
L x e L X
Max: +3.478c+006

Min: +6.606¢+000- =

Min: +6.041e+001-

Rys. 5.Plany warstwicowe maksymalnych nagsn rozchgajacych (=20cmk =10x10° N/m?).
Obciazenie wsrodku boku.. a) Podi@ na catéci ptyty, b) Najwikszy ubytek podiza.
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Tab. 2. Wartasci maksymalnych przemieszazenapkzen rozcihgajacych. Obcazenie wsrodku boku
piyty.

h=20cm, k=10 x16 N/m*

h=20 cm, k=100 x16 N/m®

ubytek W, réznica| o, réznica ubytek W, réznica| o, réznica
. max max . max max
POy | tmm] | 6] | MPal | (%] || POER | (mm) | (6] | (MPal | (%
0 1,622 - 3,478 - 0 0,427 - 2,529 -
1/2 1,883 16,1 3,844 10,% 1/2 0,589 37,9 3,114 23,1
1 2,535 56,3| 4,358 25,3 1 0,934| 118,7 3,698 46,2
3/2 3,623 123,4 4,914 413 3/2 1,455| 240,77 4,197 66,0
h=50cm, k=10 x16 N/m°® h=50 cm, k = 100 x16 N/m®
ué)(%t;l; Wmax | réznica| omax | rdznica uf(%téz Wmax | réznica| omax | réznica
POy mml | el | MPa] | 6] || PO | fmm] | (6] | (MPa] | [%]
0 0,954 - 0,632 - 0 0,147 - 0,545 -
1/2 1,050, 10,1| 0,676 7,0 1/2 0,168| 14,3| 0,599 9,9
1 1,312 37,5| 0,75( 18,7 1 0,221| 50,3| 0,68( 24,8
3/2 1,776 86,2 0,833 31,9 3/2 0,309| 110,22 0,769 41,1
Omax [MPa] Winax [MM]
6.0 40
309 o e heom K10 N o ] -t — & —h=0,2m k=10 x10°N/m’
e . ,2m m ) 3,0 4 - ,2m m )
4.0 a—— T e —m—h=0.2m k=100 x10°N/m’ 25 - e —m—h=0.2m k=100 x10° N/m’
304 AT -+ h=0,5m k=10 x10°N/m’ 2.0 1 ____,/” A A h=05m k=10 x10° N/m’
20 bl —%—h=0.5m k=100 x10°'Nm’ 1.5 T AT e he0.5m k=100 X10° N/m’
Y 1.0 n" —m
iy SRt & 0.5 g=v—-—" a —
0.0 . . — 0.0 s s

32 d 0 32 d

Rys. 6.Rozklad maksymalnych nagpen rozchgajacych i uge¢ w funkcji wielkasci ubytku
podiaza. Obcizenie wsrodku boku plyty.

Obciazenie w narau piyty

Rozktady przemieszcaenie r&nia sie zasadniczo dla ébych parametrow zadania.
Maksymalne przemieszczenia wyslja zawsze pod obgieniem. Jednak rozkiady
maksymalnych napgen rozchgajacych zmieniai sig jakosciowo wraz ze zmian
parametrow — wygpuja one na gornej ptaszcayie ptyty, natomiast zmieniagspotazenie
punktu w ktorym wystpuje maksimum (Rys. 7-10). Aby bylo to dokladniedegzne
przedstawiono wksze rysunki i w poprzednio rozwanych przypadkach. W ptycie
najbardziej ostabionej o grubm 20 cm (Rys. 7,8) poimnie punktu maksymalnego
napkzenia przesuwa sw gor rysunku, zadla ptyty o grubéci 50 cm (Rys. 9,10) przesuwa
sig w prawo rysunku, niezataie od tego, czy podie jest mg¢kkie czy sztywne.

Wyniki ilosciowe zestawiono w Tab. 3 i na Rys. 11. Tym razémmice wynikow g
znacznie wgksze nk w poprzednio rozwanych przypadkach — przy napkszym ubytku
podiaza skgaja 117.1 % w napzeniach i nawet 491.3 % w przemieszczeniach. Szbziego
wrazliwa na wielk@d¢ ubytku podiga jest ptyta cienka (20 cm) posadowiona na sztywnym
podiazu spezystym.
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a)

Min: +1.007e+001

e [P2]

+2.639¢+06
+2.419e+06
+2.199¢+06
+1.979e+06
+1.759¢+06
+1.539%e+06
+1.319¢+06
+1.099e+06
+8.796¢+05
+6.597e+05
+4.398¢+05
+2.199e+05
+1.007c¢+01

Max: +2.639¢+06
Min: +1.007e+01

¥
ﬁ / Max: +2.639¢+006
x

b)

Min: +1.148¢+002

7,..[P2]

+3.642¢+06
+3.339¢+06
+3.035¢+06
+2.732¢+06
+2.428¢+06
+2.125¢+06
+1.821c+06
+1.518¢+06
+1.214c+06
+9.106e+05
+6.071e+05
+3.036e+05
+1.148¢+02

Max: +3.642e+06
Min: +1.148e+02

T~ Max: +3.642e+006

L.

Rys. 7.Plany warstwicowe maksymalnych nagsn rozchgajacych h=20cmk =10x10° N/m?).
Obcigzenie w narau. a) Podtae na catéci piyty, b) Najwikszy ubytek podiza.

a)
Min: +5.099¢+000

[Pa]

+2.106c+06
+1.930e+06
+1.755e+06
+1.579%+06
+1.404c+06
+1.228e+06
+1.053c+06
+8.775e+05
+7.020e+05
+5.265e+05
+3.510e+05
+1.755e+05
+5.099¢+00

Max: +2.106e+06
Min: +5.099¢+00

L.

O nax
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b)

s [Pl]
+4.572e+06
+4.189e+06
+3.807¢+06
+3.424e+06
+3.041e+06
+2.658e+06
+2.276¢+06
+1.893e+06
+1.510e+06

11280406 | |

+7.449¢+

Henaos N Max: +4.572¢+006
2.036¢+04

Max: +4.572¢+06
Min: -2.056e+04

L.

Rys. 8.Plany warstwicowe maksymalnych neeh rozchgajacych h=20cm k =100x10° N/m?®).
Obciazenie w narau. a) Podtae na catéci piyty, b) Najwikszy ubytek podiza.

a)

Min: +4.103¢+000

o, . [Pa]

+5.186¢+05
+4.754e+05
+4.322e+05
+3.889e+05
+3.457e+05
+3.025¢+05
+2.593e+05
+2.161e+05
+1.729¢+05
+1.297e+05
+8.643e+04
+4.322e+04
+4.103e+00

Max: +5.186e+05
Min: +4.103e+00

Max: +5.186e+005
¥ /

L..

b)

Min: -2.960e+000

o ..[Pa]

+6.300e+05
+5.775e+05
+5.250e+05
+4.725e+05
+4.200e+05
+3.675e+05
+3.150e+05
+2.625e+05
+2.100e+05
+1.575e+05
+1.050e+05
+5.250e+04
-2.960e+00

Max: +6.300e+05
Min: -2.960e+00

Max: +6.3000+005
v ~~

L.

Obciazenie w narau. a) Podtae na caléci plyty, b) Najwikszy ubytek podiza.
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a)

+4.806e+05
+4.406¢+05
+4.005¢+05
+3.605¢+05
+3.204¢+05
+2.804¢+05
+2.403¢+05
+2.003¢+05
+1.602¢+05
+1.202¢+05
+8.011c+04
+4.006e+04
+2.751e+00

Max: +4.806e+05
Min: +2.751e+00

L.

b)

Opex [P2]

+5.935e+05
+5.440e+05
+4.946e+05
+4.451e+05
+3.957e+05
+3.462e+05
+2.967¢+05
+2.473e+05
+1.978e+05
+1.484e+05
+9.892e+04
+4.947e+04
+1.416e+01

Max: +5.935e+05
Min: +1.416¢+01

0, [ Pa]

L.

/ Max: +4.806¢+005

Min: +2.751e+000

/ Max: +5.935e¢+005

Min: +1.416e+001

Rys. 10.Plany warstwicowe maksymalnych negen rozciagajacych (=50cm k =100x10° N/m?).
Obcigzenie w narau. a) Podtae na catéci piyty, b) Najwikszy ubytek podiza.

Tab. 3. Wartasci maksymalnych przemieszdzeé napkzen rozciagajacych. Obcizenie w nareu

pyty.
h=20cm, k=10 x16 N/m’ h=20 cm, k=100 x16 N/m*
u(E)dyjfterI; Wmax | réznica| omax | réznica u(E)dyjfterI; Wmax | Féznica| omax | réznica
P2y | mm] | 6] | MPa] | (%] || PO mm] | 6] | (MPa) | (%]
0 3,932 - 2,639 - 0 1,074 - 2,106 -
1/2 5266 33,9 3,165 194 1/2 1,976 84,0 3,171 50,6
1 8,268| 110,3 3,519 33,3 1 3,754 249,5 4,02% 91,1
3/2 13,204 235,8| 3,642 38,0 3/2 6,351| 491,3 4,572 117,
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h=50cm, k=10 x16 N/m*

h=50 cm, k=100 x16 N/m®

uc%ft;i; Wmax | réznica| omax | rdznica uc%,t;i; Wmax | réznica| omax | réznica
P (d) [mm] | [%] |[MPa]| [%] P (d) [mm] | [%] |[MPa]| [%]
0 1,797 - 0,519 - 0 0,342 - 0,481 -
1/2 2,129| 18,5| 0,572 10,2 1/2 0,444 29,8/ 0,557 15,8
1 3,099 72,5| 0,613 18,1 1 0,677 98,0 0,58% 21,6
3/2 5,105| 184,11 0,63( 21,4 3/2 1,073 213,77 0,594 23,%
O [MPa] Wiay (M|
5.0 1 14,0
i ] - ~ 120 el o
35 ] T e o T h02m k10 A0 NmT - —# ~h=0.2m k=10 ¥10'N/m"
504 =TT —@—h=0.2m k=100 x10"N/m’ "' pod —8—h=0,2m k=100 x10°N/m*
2.5 :::/ A h=0,5m k=10 x10°N/m® 7 A he0.5m k=10 x10° N/’
%(5) ! —%—h=0.5m k=100 x10° N/m’ Zg - o TA o h=0.5m k=100 x10° N/’
10 1 : R Sh
0.5 & & & 2,0 gl
0.0 . : — 0.0 =
0 12 1 32 d 0 12 1 32 d

Rys. 11.Rozklad maksymalnych nagien rozchgajacych i uge¢ w funkcji wielkasci ubytku
podtaza. Obcazenie w narau piyty.

PODSUMOWANIE

Otrzymane wyniki oblicz& moga stanowé pomoc przy projektowaniu ptyt drogowych z
uwzgkdnieniem maliwosci ubytku poditéga spod czci piyty (Tab. 1-3). W wielu z
analizowanych przypadkow wyniki przy ostabionym {ead znacznie girdznia od wynikow
otrzymanych gdy podie jest nienaruszone. Uprawnionym wydaje @iniosek, ze
wykorzystana do obliczemetoda elementoéw skozonych pozwala na modelowanie ptyt
drogowych, ktére pracajw warunkach zbkonych do rzeczywistych. Klasyczne rozmania
Westergaarda nie pozwalaly naganaliz.
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ON THE INFLUENCE OF THE SIZE
OF CERTAIN WEAKNESS OF FOUNDATION
IN THE WESTERGAARD PROBLEM

Abstract

In the previous paper of the authors [3] the an&ysf some regular weakness of the foundation in
the Werstergaard problem was discussed. Maximurpladisments and maximum stresses were
considered. The weakness was 1/9 of the plate sre@arious positions. The most dangerous
situations were defined. The present paper is a@nsion of previous considerations for the analysis
of sensitivity of the results for the size of wesssn The results are presented in the form of naxim
stress maps (for qualitative analysis) as welllas tables and graphs (for quantitative analysig)e T
plate was modeled with the use of the finite elémethod.
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