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Streszczenie

Sformutowanie problemu sterowania optymalnego podzielone jest na cztery etapy: opracow-
anie modelu matematycznego sterowanego obiektu, okreslenie ograniczen wektoréw stanu i
sterowan, zdeterminowanie zadania sterowania, oraz zdefiniowanie wskaznika jakosci. Wszys-
tkie te etapy zostaly przeprowadzone w pracy dla czterowirnikowego bezpilotowego statku powi-
etrznego (BSP). W ten sposob okreslony zostat problem sterowania optymalnego dla tego typu
obiektu latajqcego. Kolejne etapy badan uwzgledniajq doprecyzowanie ograniczen i macierzy
wagowych wskaznika jakosci oraz implementacje algorytméw sterowania optymalnego i
weryfikacje ich funkcjonalnosci.

WPROWADZENIE

Wielowirnikowe BSP staja sie w ostatnich latach coraz bardziej popularnym typem statku po-
wietrznego, co wida¢ poprzez duze zainteresowanie licznych o$rodkéw naukowych na catym
Swiecie. Swa popularno$¢ zawdzieczajg gtéwnie dzieki temu, ze wielu elektronikow, robotykow
i automatykoéw buduje tego typu obiekty i opracowuje dla nich systemy sterowania [2, 5, 8, 9].
Jednakze w swoich pracach pomijaja najczesciej zagadnienia aerodynamiki i mechaniki lotu
traktujac BSP jako obiekt statycznie niestateczny o szeSciu stopniach swobody. Ten artykut
stanowi przyktad odmiennego podejscia bazujacego na pelnym modelu matematycznym dy-
namiki lotu czterowirnikowego BSP, dla ktérego sformutowany zostat problem sterowania
optymalnego. Sformutowanie problemu sterowania optymalnego podzielone jest na cztery
etapy: opracowanie modelu matematycznego sterowanego obiektu, okreslenie ograniczen
wektordw stanu i sterowan, zdeterminowanie zadania sterowania oraz zdefiniowanie wskaz-
nika jakosci [1, 6, 10]. Wszystkie te etapy zostaty przeprowadzone i opisane w pracy dla czte-
rowirnikowego bezpilotowego statku powietrznego (BSP).

MODEL MATEMATYCZNY DYNAMIKI LOTU

Pierwszym etapem pracy przy formutowaniu problemu sterowania optymalnego jest opra-
cowanie modelu matematycznego sterowanego obiektu w przestrzeni stanow (1).
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i: f(x(t),u(t),t)

y =g(x(t),u(z).?) 1

gdzie: t - czas, X - wektor stanu, u - wektor sterowania, y - obserwator stanu.

Wektor stanu (2) sktada sie z dwunastu parametréw lotu, dla ktérych okre$lono zamkniety
uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (3), ktéry zostat opracowany na podstawie bilansu
sit i momentdw dziatajacych na quadrotor, uzupetnionych zwigzkami kinematycznymi doty-
czacymi katéw Eulera oraz wspoétrzednych potozenia w nieruchomym uktadzie zwigzanym
z Ziemia [7]. Réwnania sit i momentéw dziatajgcych na BSP uwzgledniaja sity (4): ciagu $mi-
giel, grawitacyjng i aerodynamiczng oraz momenty: od $migiet (5), aerodynamiczne (6) i giro-
skopowe (7). Macierze transformacji uktadu wspéirzednych zwigzanego z BSP do uktadu
zwigzanego z Ziemia (8) okre$lono na podstawie metody kosinus6w kierunkowych.

x=|:u,V,w,p,q,r,CI),®,‘P,xg,yg,ZgJT 2

gdzie:

u, v, w - sktadowe wektora predkosci bezwzglednej V w uktadzie zwigzanym z quadrotorem;
p, q, r — sktadowe wektora predkosci katowej Q quadrotora wzgledem uktadu iner-
cjalnego zwigzanego z Ziemig;

@, 0, ¥ - katy Eulera;

Xgp Vg 2g~ wspoétrzedne srodka masy quadrotora w uktadzie nggygzg zZwigzanym z Ziemia.
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W powyzszych rownaniach oznaczono:
o - kat natarcia quadratora
[ - kat $lizgu quadratora
m - masa quadratora
I, Iy, 1,, - momenty bezwtadnos$ci quadratora
J - moment bezwtadnos$ci $migta
I - odlegtos¢ smigta od osi pionowej quadratora
I'qer - 0dlegtos¢ ptaszczyzny $migiet od Srodka masy

Wektor sygnatow wyjéciowych (9) zawiera trzynascie parametréw mozliwych do pomiaru
na poktadzie quadrotora za pomoca zastosowanych czujnikéw, czyli: tréjosiowych akcelero-
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metru i giroskopu, odbiornika GPS, radiowysokosciomierza oraz pomiaru predkosci obroto-
wej silnikéw [3]. Zaleznos$ci pomiedzy wektorem sygnatéw wyjSciowych, a wektorem stanu
tworzg uktad trzynastu réwnan wyjs¢ (10) stanowigcych dopetnienie modelu czterowirniko-
wego BSP w przestrzeni standw. Zmierzona predko$¢ obrotowa kazdego z silnikow zwigzana
jest zalezno$cig liniowg ze sterujgcym go sygnatem PWM (ang. Pulse Width Modulation).

T
y= I:ax7ay7azﬁpgyro’quro’rgyro’XGPS’YGPS’H’a)I’w2’w3’w4:|

, (9)
gdzie:

Ay Ay, Az - przyspieszenia z tréjosiowego akcelerometru w uktadzie zwigzanym z BSP;
Pgyro dgyro-"gyro - predkosci katowe z tréjosiowego giroskopu w uktadzie zwigzanym z BSP;
Xgps Vgps ~ szerokos¢ i dtugos¢ geograficzna z odbiornika GPS;

Hq— wysoko$¢ z radiowysoko$ciomierza;

w1,Wp W3 Wy~ predkos¢ obrotowa kazdego z czterech silnikow.
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0, :aSpWM3 (10)
o, :aSpWM4

OGRANICZENIA STEROWANIA

Drugim etapem pracy jest zdefiniowanie ograniczen dla wektora stanu x oraz wektora ste-
rowan u. Wprowadzenie ograniczen pozwala na wykonywanie manewréw w bezpiecznych
przedziatach zmian parametréw lotu oraz uniemozliwia zadanie wartosci sygnatéw steruja-
cych wykraczajacej poza fizyczne zakresy uktadéw wykonawczych. Na podstawie badan sy-
mulacyjnych i préb w locie quadrotora stwierdzono, Ze konieczne jest ograniczenie trzech
zmiennych wektora stanu, aby zapewni¢ bezpieczny i stabilny lot BSP. Przede wszystkim za-
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stosowany algorytm nie moze dopusci¢ do obnizenia wysokosci lotu ponizej 1 m ze wzgledu na
pojawiajacy sie efekt przypowierzchniowy oraz mozliwo$¢ kolizji z powierzchnig Ziemi pod-
czas wykonywania manewréw. Wyjatek dla tego ograniczenia stanowi oczywiscie manewr 13-
dowania. Kolejne dwa ograniczenia dotycza katéw pochylenia i przechylenia. Duze warto$ci
tych katéw powodujg zwiekszenie predkosci postepowej i tym samym stwarzajg zagrozenie po-
wstania znaczacych uszkodzen w przypadku awarii systemu starowania. Jest to szczegdlnie
istotne zagadnienie podczas poczatkowych prac dotyczacych opracowywanego algorytmu ste-
rowania optymalnego. Dlatego tez zdecydowano sie dopus$ci¢ zmiany tych parametréw w za-
kresie +10°.

zZ, >1
®e-10;10 (11
®e-10;10

Podane ograniczenia wektora stanu (11) stanowig wstepny zbiér, ktéry moze wymagaé mo-
dyfikacji i rozszerzenia w trakcie prowadzonych do$wiadczen. Z zakonczonych do tej pory
badan symulacyjnych wynika, Ze skokowe zmiany sygnatéw sterujgcych powoduja czasami
destabilizacje obiektu ze wzgledu na gwattowny wzrost predkosci katowych. Oznacza to praw-
dopodobienstwo poszerzenia ograniczen o dozwolone wartosci predko$ci katowych lub wpro-
wadzenie konieczno$ci stopniowych zmian wartos$ci sygnatéw sterujacych.

Sterowanie quadrotorem odbywa sie poprzez zmiane predkosci obrotowej kazdego z silni-
kéw [3]. Z tego powodu wektor sterowan (12) sktada sie z czterech parametréw, ktérych war-
tos¢ zalezy liniowo od sygnatu PWM generowanego przez system sterowania.

T
u=[0,0,,0;,0,] (12)
Zalezno$¢ ta jest Sci$le powiazana z zastosowanym silnikiem (Axi 2212/26), $migtem

(10”x4,5 ) oraz Zrédtem zasilania (4000mAh, 11,1 V). Liniowo$¢ wynika z charakterystyki za-
stosowanych regulatoréw oraz zostata potwierdzona badaniami statycznymi (Rys. 1).
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Rys. 1. Zalezno$¢ pomiedzy predkos$cia obrotowa silnikéw, a sygnatem sterujagcym PWM.
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Weryfikacja zastosowanego wspdiczynnika prostej aproksymujacej zostanie przeprowa-
dzona poprzez identyfikacje tego parametru na podstawie zarejestrowanych danych z lotu.
Procedura ta powinna by¢ przeprowadzana w przypadku modyfikacji elementéw zespotu na-
pedowego lub zastosowania opracowanych algorytmoéw w systemach sterowania innych czte-
rowirnikowych BSP. Warto$¢ maksymalna w5 dopuszczalnej predkosci obrotowej okreslona
jest dla maksymalnego wypeinienia sygnatu PWM, okres$lona na podstawie aproksymaciji li-
niowej y=ax wynikoéw badania statycznego silnikéw. Z kolei warto$¢ minimalna w, i, zostata
obliczona z wykorzystaniem teorii impulsowej wirnika nosnego w przypadku pionowego opa-
dania z przyspieszeniem 0,5 m/s% W ten spos6b okre$lne zostaty ograniczenia dla wektora
sterowan (13).

ue <wmin,comax )= (13)

Jak wspomniano wczesniej, podane wartosci ograniczen wektora stanu i wektora sterowan
zostaly okreslone na podstawie symulacji oraz rejestracji parametréw lotu podczas sterowa-
nia recznego i nie stanowig ostatecznego i zamknietego zbioru. Dopuszcza sie mozliwo$¢ ich
modyfikacji podczas weryfikacji zastosowanych algorytméw sterowania, gdyz nie wszystkie
przypadki krytyczne mogty zosta¢ uwzglednione podczas poczatkowych rozwazan analitycz-
nych.

ZADANIE STEROWANIA

Kolejny etap badan polega na okre$leniu zadania sterowania, ktdre jest Scisle powigzane
z parametrami wektora stanu w chwili konicowej. Zadanie sterowania zostato wstepnie po-
dzielone na cztery podstawowe fazy: zawis, zmiane kierunku lotu oraz ruch w pionie i pozio-
mie. W kolejnych badaniach planuje sie rozbudowanie zadan sterowania, tak aby uwzgledniaty
ruch ztozony z kilku faz podstawowych. Dla kazdej z podstawowych faz lotu okreslony zostat
oddzielnie wektor warunkéw konicowych. W przypadku zawisu quadrotor powinien utrzymy-
wac potozenie w przestrzeni, a wiec wszystkie sktadowe predkosci katowej i postepowej po-
winny by¢ réwne zeru (14). W tym przypadku warto$ci katow Eulera nie moga by¢
jednoznacznie okreslone ze wzgledu na nieznang wzajemna orientacje uktadéw odniesienia:
zwigzanego z samolotem i zwigzanego z Ziemig.
T
Xzawis = [O’ 0’ O’ 0’ O’ 0’ T xzawis b yzawis b Zzawis ] 4 (14)
Zaktada sie, Ze podczas wstepnych badan zmiana kierunku lotu odbywac¢ sie bedzie w zawi-
sie. Oznacza to, ze w porownaniu do wcze$niej omoéwionego wektora warunkéw koncowych
roznic sie on bedzie tylko zadang warto$cig sktadowej r predkosci katowej (15).

T
Xkurs = [0’ 0’ 0’ 0’ 0’ rkurs 5T xkurs H ykurs s Zkurs] 4 (15)

Przyjmuje sie tez, Zze quadrotor bedzie opadac i wznosi¢ sie ze statg predkoscia, wiec w sto-
sunku do zawisu zmianie ulegng wartosci koncowe dwdéch parametréw. Wysokos$¢ nie moze
by¢ jednoznacznie ustalona, natomiast sktadowa predkosci bedzie przyjmowac stata wartos¢.

T

Xy =] 0,0,,,,0,0,0,~,~,~, %, Yo~ | (16)



PROBLEM STEROWANIA OPTYMALNEGO DLA CZTEROWIRNIKOWEGO BSP 9

Ruch w poziomie traktuje sie jako ruch w okreslonym kierunku, z zadang predkoscia i statg
wysokos$cia. Warto$ciami, ktére nie mogg by¢ jednoznacznie okreslone sg w tym przypadku
katy pochylenia i przechylenia oraz potozenie x i y (17). Pozostate parametry powinny by¢
réwne zeru.

Xpuen = [Urn»00,0,0,0,~,~ ¥, o~ ~z 0 ] -

> “ruch

WSKAZNIK JAKOSCI STEROWANIA

Ostatnim etapem pracy podczas formutowania problemu sterowania optymalnego jest
wybor wskaznika jakosci (18). Funkcje h(x(¢),t;) oraz k(x(t), u(t), t) nazywane sg funkcjami
kosztow. Czesto w trakcie badan musza by¢ one modyfikowane, aby otrzymac optymalne wy-
niki, poniewaz celem teorii sterowania optymalnego jest wypracowanie takich sygnatéw ste-
rujacych, ktore pozwalajg na przebieg procesu minimalizujac wskaznik jako$ci przy spetnieniu
ograniczen [6].

J=h(x(tk),tk)+tfk(x(t),u(t),t)dt (18)

)

Wstepne badania algorytméw sterowania zaktadaja sprawdzenie zachowania sie BSP pod-
czas zmiany zadan pomiedzy kazda z przyjetych podstawowych faz lotu [4]. Optymalizacja ste-
rowania dla kazdej z nich polega na doborze sygnatu sterujacego, ktéry zapewnia minimalizacje
réznic pomiedzy warto$ciami wektora stanu oraz wektora opisujgcego zatozony stan konicowy
quadratora przy jak najmniejszych zmianach sygnatéw sterujgcych. Oznacza to, ze formuta
okres$lajaca wskaznik jakoSci sterowania jest taka sama dla kazdej z faz lotu (19). Réznica do-
tyczy natomiast warto$ci elementéw macierzy wagowych Q i R. Pierwsza z nich jest macierza
diagonalng o wartosSciach na gtéwnej przekatnej okreslajacych znaczenie odpowiadajacych im
parametrow wektora stanu w realizowanym zadaniu sterowania. Jezeli dany parametr jest nie-
istotny lub ma nie by¢ brany pod uwage, woéwczas odpowiednia warto$¢ wynosi zero. W wek-
torach wspétczynnikéw wagowych q dla poszczegdlnych, podstawowych faz lotu (21-24)
wartosci 0 przyjmowane sg w przypadku parametrdw, ktore nie zostaty jednoznacznie ustalone
w wektorach opisujacych zatozony stan koncowy. Pozostate wartosci zostang sprecyzowane po
przeprowadzeniu serii do§wiadczen z wykorzystaniem algorytmow sterowania optymalnego.
Rowniez wéwczas dobrane warto$ci diagonalnej macierzy wagowej wektora sterowan (25)
zostana.

J= T{[x(t)— X (1) Q[ X(£) = Xgu(1) ] +[u(®)]' R[u(r)]}dt (19)

fy
Q=q'I (20)
qzawis = |:quzawis ° quawis > qwzawis b quawis H qqzawis H qrzawis b 0’ 0’ 0’ qxgzawis 4 qygzawis 4 ngzawis i| (2 1)

qkurs = |:qukurs ’ qvkurs H qwkurs ’ qpkurs ’ qqkurs ’ quurs ’ 0’ 0’ 0’ qxgkurs ’ ngkurs ’ ngkurs :| (2 2)

Qs = [qus,qw,ys,qms,quys,qms,q,wys,O, 0,0, qxgwys,qygwys,O] (23)
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qruch = [qmch > quuch H qwruch 4 qpruch b qq'ruch b qrruch > 09 0’ q‘}’ruch b 07 O’ ngruch j| (24)

R=[I’1,}’2,I"3,I’4]TI (25)

PODSUMOWANIE

Opisany w artykule problem sterowania optymalnego stanowi pierwszy etap opracowania
algorytmu sterowania optymalnego. Algorytm ten zostanie zastosowany w systemie awio-
nicznym czterowirnikowego bezpilotowego statku powietrznego. Przygotowany model mate-
matyczny dynamiki lotu w przestrzeni sterowarn, zdeterminowany zbiér ograniczen wektora
stanu i wektora sterowan, zatozony stan koficowy quadrotora w poszczegdlnych fazach lotu
oraz zdefiniowany wskaznik jakos$ci sterowania okre$laja szczeg6towo problem sterowania
optymalnego dla czterowirnikowego BSP. Zostat on z powodzeniem przygotowany do zasto-
sowania w systemie sterowania i bedzie zaimplementowany w komputerze poktadowym po
ostatecznym opracowaniu i przetestowaniu algorytmu sterowania optymalnego. Wéwczas
w kolejnych etapach badan przyjety poczatkowo zestaw ograniczen zostanie uzupetniony, zo-
stang zweryfikowane postacie wektora stanu opisujacego zatozony stan koncowy quadrotora
oraz dobrane zostang precyzyjne warto$ci macierzy wspotczynnikow wagowych. Po walidacji
opracowanego systemu sterowania dla czterech wybranych podstawowych faz lotu nalezato
bedzie dokonac ich integracji i rozszerzenia o kolejne zadania w celu opracowania petnego sys-
temu sterowania pozwalajacego na przeprowadzenie pltynnego i dynamicznego lotu.
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OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR A QUADROTOR UAV

Abstract

Optimal control formulation is divided into four stages: development of a mathematical model
of a controlled object dynamics, constraint declaration for state and control vectors,
determination of control objectives, and definition of performance measure. All of those stages
were successfully conducted and described in the paper for a quadrotor unmanned aerial vehicle
(UAV). That way optimal control problem was determined for this type of a flying object. Following
researches include precise determination of constraints and weight matrixes of performance
measure as well as implementation of optimal control algorithms and their functionality
verification.



