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Streszczenie. W pracy przedstawiono metode analizy nieliniowego zachowania elementéw Zelbe-
towych poddanych dzialaniu krétkotrwalego obciazenia statycznego. Przeprowadzono rozwazania
w zakresie modelowania proceséw odksztalcania elementu zelbetowego. Metode analizy wytezenia
ukfadu konstrukcyjnego opracowano z wykorzystaniem metody réznic skoficzonych. Do rozwiazania
ukladéw nieliniowych réwnan réwnowagi zastosowano metode relaksacji dynamicznej, ktéra po wpro-
wadzeniu ttumienia krytycznego pozwala na opis statycznego zachowania elementu konstrukcyjnego.
W celu zwigkszenia skuteczno$ci metody w zakresie analizy pokrytycznej, w procedurze obliczeniowej
uwzgledniono parametr dtugosci fuku na $ciezce réwnowagi.
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1. Wstep

Celem pracy jest opracowanie modelu obliczeniowego zginanych elementow
zelbetowych, ktory umozliwi badanie zachowania elementu od stanu czysto spre-
zystego, przez stan sprezysto-plastyczny, do pelnego uplastycznienia, oslabienia
i zniszczenia przekroju.

Uzyskanie rozwigzania wymaga przeprowadzenia rozwazan modelowania
proceséw odksztalcenia plaskiego, pretowego elementu konstrukcyjnego oraz
opracowania rozwigzan numerycznych.

Analiza elementu konstrukcyjnego obejmuje opis zachowania zginanego ele-
mentu zelbetowego, modelowanego jako ustr6j pretowy, obciazonego statycznie.
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Podstawg teoretycznego modelowania zachowania elementu konstrukcyjnego sa
réwnania umiarkowanie duzych przemieszczen ustroju pretowego z uwzglednie-
niem wplywu zmian kata obrotu przekroju poprzecznego (krzywizny) i odksztatcen
postaciowych.

Metoda analizy wytezenia uktadu konstrukcyjnego opracowana zostata z wyko-
rzystaniem metody réznic skonczonych. Do rozwigzania uktadéw nieliniowych
réwnan réwnowagi zastosowana zostala metoda relaksacji dynamicznej. W tej
metodzie rozwigzanie zagadnienia sprowadza si¢ do analizy procesu pseudodyna-
micznego z uwzglednieniem tlumienia krytycznego — jako ruchu aperiodycznego
dazacego do polozenia rownowagi pod wptywem dzialajacego obcigzenia. Rozwia-
zanie uzyskuje sie w procesie iteracyjnym utozsamianym z rekurencyjnym procesem
obliczeniowym w kolejnych krokach pseudoczasu. Metoda relaksacji dynamicznej
stosowana jest do analizy zagadnien o duzej nieliniowosci.

W celu zwigkszenia efektywnosci metody w zakresie pokrytycznym do procedury
numerycznej wprowadzony zostal parametr dtugosci tuku na $ciezce réwnowagi.
Takie podejscie jest okreslane jako metoda diugosci tuku. Metoda ta na drodze
iteracji pozwala na jednoczesne wyznaczenie poszukiwanych przemieszczen i para-
metru obcigzenia poprzez $ledzenie $ciezki rownowagi posiadajacej lokalne punkty
graniczne. Koncepcja metody dlugosci tuku opisana zostata w pracy Riksa [7], a jej
dalsze modyfikacje prezentowane sg m.in. w pracach Ramma [6], Crisfielda [3],
Schweizrehofa i Wriggersa [8]. Praktyczne zastosowanie metody relaksacji dyna-
micznej w pofaczeniu z metodg dlugosci tuku w analizie konstrukeji prezentowane
jest w pracach Remesha i Krishnamoorthy [5], Pasqualino i Estefen [4]. Przy czym
rozwigzania te nie dotycza analizy zginanych elementéw zelbetowych w zakresie
niesprezystym.

Na podstawie opracowanej metody analizy wytezenia zginanych elementow
zelbetowych sporzadzony zostanie ogoélny algorytm obliczeniowy, ktéry nastepnie
postuzy do przygotowania procedury numerycznej w jezyku programowania Fortran
do obliczania odksztalcen, naprezen, sit wewnetrznych i przemieszczen. W kolejnym
etapie pracy przedstawione zostang szczegélowe zastosowania opracowanej metody
w analizie belek zelbetowych w poréwnaniu do dostepnych w pismiennictwie wyni-
kow dos$wiadczalnych i innych rozwigzan teoretycznych.

2. Uklad réwnan podstawowych
2.1. Rownania ruchu
Analiza obejmuje prace zginanych elementéw zelbetowych, modelowanych jako

plaski ustrdj pretowy z uwzglednieniem jego zakrzywienia poczatkowego. Ustroj
pretowy obcigzony jest statycznie, krétkotrwalym obcigzeniem nierdéwnomiernie
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roztozonym i sitami skupionymi, dziatajacymi w plaszczyznie prostopadtej do osi
podluznej elementu obliczeniowego.

W rozpatrywanym elemencie zelbetowym uwzgledniamy charakterystyczne
uwarunkowania geometryczne, tj. zmienny rozklad przekroju betonu i stali zbro-
jeniowej, zakrzywienie poczatkowe oraz warunki brzegowe wynikajace ze sposobu
podparcia i dzialajagcego obciazenia zewnetrznego.

Dla elementu konstrukcyjnego rozpatrywanego jako zelbetowy element pretowy,
charakteryzujacego si¢ masa jednostkowa i, jednostkowym masowym momentem
bezwladnosci j, jednostkowymi wspétczynnikami ttumienia ¢ dla przemieszczen
liniowych i ¢sdla przemieszczen katowych, wyprowadzone zostaly réwnania réw-
nowagi dynamiczne;j.

W globalnym kartezjanskim ukltadzie wspdtrzednych {x(u), z(w)}, dla uktadu
sit wewnetrznych poprzecznych Q i momentéw zginajacych M oraz obcigzenia
zewnetrznego {p,}, sit bezwladnosci poprzecznej i obrotowej {uw, jp} dzialajacych
na odksztalcony element o dtugosci ds i kacie nachylenia 6, rézniczkowe réwnania
réwnowagi majg postac:

ds "
oM .
X—Q—ﬂp—cﬂzo-

2.2. Zwiazki geometryczne

Uwzgledniamy liniowe zwiazki geometryczne, ktére odnoszg si¢ do zmiany
sredniego kata obrotu przekroju poprzecznego k(s) oraz $redniego kata odksztat-
cenia postaciowego y(s).

d
k(s)="F

_ _p°_
y(s)=p+®, ®=6°-0, 2)

gdzie: ¢ — $redni kat obrotu przekroju poprzecznego;
@ — kat obrotu osi srodkowej preta.
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2.3. Rownania rownowagi wewnetrznej w przekroju poprzecznym

Model obliczeniowy przekroju poprzecznego elementu pretowego powstaje
w wyniku dyskretyzacji, czyli podzialu przekroju na warstwy betonowe o grubosci Ah
oraz wyroznienia dwu warstw stalowych o przekrojach A, i Ay, (rys. 1). Zastosowana
dyskretyzacja przekroju poprzecznego zostala opracowana zgodnie z interpretacija
opisang przez Baka i Stolarskiego w pracy [2].

Praca modelu obliczeniowego przekroju jest uwarunkowana modelami odksztatcenia
betonu i stali oraz hipoteza kinematyczng. Podstawa tej hipotezy jest zalozenie plaskiego
przekroju, ktdry nie jest prostopadty do odksztalconej osi srodkowej elementu, tj. osi
przechodzacej przez potowe wysokosci przekroju poprzecznego. Hipoteza kinematyczna
okresla stan odksztalcenia wszystkich warstw przekroju oraz zasade wspotpracy warstw
aktywnych, tj. warstw stalowych i warstw betonowych przenoszacych naprezenia.

W zaleznosci od zdolnosci odksztalceniowych betonu na $ciskanie i rozcigganie
wyrdzniamy warstwy betonu przenoszace naprezenia oraz warstwy nieprzenoszace
naprezen, zarysowane (przy rozcigganiu) lub zmiazdzone (przy $ciskaniu). Warstwy
zarysowane moga po zamknieciu rysy ponownie przenosi¢ naprezenie $ciskajace,
a warstwy zmiazdzone staja si¢ trwale warstwami biernymi i nie moga przenosi¢
zadnych naprezen.

Stan odksztalcenia w poszczegélnych warstwach przekroju poprzecznego dla
danej chwili ¢, =¢, | + At jest okreslony nastepujaco:

ellr =z,K, Zr = (Zk’Zsl’ZSZ)’ k:1’2""’K

n _l n (3)

Dla znanej zmiany $redniego kata obrotu przekroju poprzecznego k", oraz sred-
niego kata odksztalcenia postaciowego y” wartosci sily poprzecznej Q" oraz momentu
zginajgcego M" wyznacza si¢ z réwnan rownowagi przekroju poprzecznego:

K
n o__ n n n n _
N" = Zall,k 'Ac,k +0y 'As1 +01|,s2 'Asz =0
k=1
K
n __ n n n n
M" = Zall,k 'Ac,k Zy+ 0 Az 0 Az (4)
k=1
K
n o__ n n n n
Q = Ok 'Ac,k +0,4 'Asl T0,40 'Asz,
k=1

gdzie: A, — pole powierzchni k-tej warstwy przekroju betonowego w n-tym
kroku obcigzenia;
A, », — pole powierzchni rozciaganej/éciskanej stali zbrojeniowe;.
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Naprezenia 07}, 10}, okreslane s3 wedlug przyjetego modelu betonu, natomiast
naprezenia oy, , , 107, , na podstawie przyjetego modelu stali i ustalane w ptaskim
zredukowanym stanie naprezenia $ciskanie/rozcigganie ze scinaniem. Przykladowe
modele materialéw konstrukcyjnych dla betonu i stali przedstawione zostaly w pra-
cach Szczesniak i Stolarskiego [11, 12] i w pracy Stolarskiego [10].

2.4. Dyskretyzacja roznicowa elementu pretowego

Réwnania rownowagi (1) oraz zwigzki geometryczne (2) wraz z modelem prze-
kroju poprzecznego zdefiniowanym réwnaniami (3) i (4), uzupelnione modelami
odksztalcenia materiatéw, stanowig sformutowanie problemu w ramach technicznej
teorii konstrukeji pretowych.

Uklad réwnan podstawowych przedstawiony zostal w formie réznicowej na
podstawie przyjetej dyskretyzacji modelu obliczeniowego.

Dyskretyzacja ustrojow pretowych polega na dokonaniu podzialu osi srodkowej
pretéw weztami o wspotrzednych (x, 2);, i=1,2,...,i =1,i,i+1,..., I (rys. 2).

W przyjetym modelu zalozono podzial elementu na wezly wewnetrzne i brze-
gowe. Sposrod wezléw wewnetrznych wyrézniono wezly gtéwne (nieparzyste)
zwigzane z podstawowymi punktami podzialu oraz wezly posrednie (parzyste)
zwiazane z odcinkami faczacymi podstawowe punkty podziatu.

Wezly gléwne sa przekrojami, w ktérych w sposob dokladny obliczane sa
krzywizny i momenty zginajace, natomiast wartosci sit poprzecznych wyznaczane
s3 na podstawie usrednionego kata odksztalcenia postaciowego wyznaczonego dla
sasiednich odcinkéw podziatu.

Z kolei w weztach posrednich utozsamianych z odcinkami podzialu w sposéb
doktadny obliczany jest kat odksztalcenia postaciowego oraz sity poprzeczne, nato-
miast warto$ci momentdw zginajacych wyznaczane sg na podstawie usrednionych
krzywizn z sgsiednich weztéw gtéwnych.

Na tej podstawie rownania réwnowagi (1) mozna zapisa¢ w wezlach podziatu
przestrzennego i = 3, I - 2,2 w postaci rdznicowe;j:

—Q, cos0, + 0, cos0 ,—P. (s, )+m(s, )iv, + C(s, W, =0

.. . 5
M, =M, = QyAs, - J(Sil )(pil - Cf (Sil )(pil =0, (5)
gdzie: il =i+ 1,i0 =i- 1 — oznaczenie odcinkdéw wewnetrznego podziatu
przestrzennego;

Q;; — sita poprzeczna w odcinku podzialu il =i + 1;
M; — moment zginajacy w wezle gléwnym i.
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Rys. 2. Dyskretyzacja roznicowa modelu obliczeniowego pretowego elementu konstrukcyjnego
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Sktadowe dtugosci odcinka podziatu il =i + 1 s okreslone nastepujaco:

Ax, =X, =X,
Az, =z, —z (6)

i i+l
As, = A + A2
il il il

Funkcje katéw obrotu odcinka podziatu il = i + 1 maja postac:

sinf,, = A—Z”
s,
A il (7)
X,
cosf, =—=
Sit
Sktadowg obcigzenia i-tego wezta opisuje rownanie:
P, (Si )= P (St )A;ir (8)
- Ax, +Ax
gdzie: Ax;= 2Xn ¥ 2o
2
Masa skupiona wezla gléwnego i jest okreslona nastepujaco:
m(si)z,u(sl. )Agi, 9)
- As, +As,
gdzie: As;= %, u(s,) = p, A, — jednostkowa masa elementu
zelbetowego o przekroju poprzecznym A,
Pes — gestos¢ wlasciwa zelbetu.
Masowy moment bezwladnosci odcinka podziatu il = i + 1 wynosi:
‘](Sil): j(sil )Asil > (10)

gdzie: j(s,)=p.J. — jednostkowy masowy moment bezwladnosci elementu
zelbetowego charakteryzujacy sie Srodkowym (gléwnym) momentem bezwladnosci
obrotowej J.

Wspdlczynnik ttumienia dla przemieszczen liniowych w wezle gtéwnym i okre-
$la zaleznos¢:

C(s,)=c(s,)As,, (11)
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a wspolczynnik tlumienia dla przemieszczen katowych dla odcinka podziatu
il =i+ 1 wynosi:

¢ (Sil)ch (Sil )Asm (12)

gdzie:  c(s;) = au(s;) — jednostkowy wspoélczynnik thumienia dla przemieszczen
liniowych elementu zelbetowego charakteryzujacego si¢ czestotliwoscia
i okresem drgan liniowych;

4
a=2w,= 7ﬂ, ¢, (sy)=a,j(s,) — jednostkowy wspotczynnik

tlumienia dla przemieszczen katowych elementu zelbetowego
charakteryzujacego si¢ czestotliwoscia i okresem drgan obrotowych
4
a = 2w of = T_
S

Jezeli nastepujace wartosci:

_ 4
akr - 2wo,kr T

kr

_ _4n
Appy =20, 4, =7

T,

(13)

oznaczajg odpowiednio krytyczne wartosci czestotliwosci i okresu drgan liniowych
oraz krytyczne wartosci czestotliwosci i okresu drgan obrotowych okreslone dla
niettumionych, sprezystych drgan elementéw zelbetowych, to nastepujace nierow-
nosci okreslaja:

a < apeiap< ag, — ruch drgajacy thumiony,
@ = dy,1ap2 gy, — monotoniczny ruch ttumiony.
Wprowadzenie dyskretyzacji osi Srodkowej pozwala rowniez na réznicowe

sformulowanie zwigzkéw geometrycznych (2) w postaci:
— dla weztéw gléwnych podziatui=3,1-2,2

K(Si ): (pilA_E:pio "

’)/(Si)= 6;‘ +(I_)i,

— dla odcinkéw podziatu il =2,1- 1,2
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)= K(Sim ); K (Sil—l )

K(Sil

(15)
Y (Sil )= Py TP,
gdzie: ¢, — $rednia warto$¢ kata obrotu przekroju poprzecznego na odcinku
G,i+1):
@i z(pil-;gpio’ (16)

(T)l_ — S$rednia wartos$¢ kata obrotu osi Srodkowej na odcinku (i, i + 1):
(T)‘ — (I)il + q)iO .
' 2
Katy obrotu @, wystepujace w zaleznosci (17) dla odcinka (i, i + 1) z uwzgled-
nieniem (2); mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

(17)

_ 0o _ ~ ol [ o 0, _ 0 o
@, =6 -6, =sin (9,-1 0i1)— sinf;, -cos@, —cosh; -sinb,,. (18)

Dyskretyzacja osi srodkowej modelu pretowego umozliwia przeprowadzenie
analizy stanow przemieszczenia, odksztalcenia i naprezenia przekrojow poprzecz-
nych oraz okreslenie przestrzennej zmiennosci sztywnosci przekrojow.

2.5. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe sformutowano przez wprowadzenie tzw. weztéw podwoj-
nych skltadajacych si¢ z weztéw fikcyjnych iy, = 1 lub i,; = I oraz pokrywajacych sie
z nimi weztéw rzeczywistych i,; = ip; + 2 lub i,y = i,y — 2 (rys. 3). W weztach tych
nie wystepuje rdznica przemieszczen i maja one te same wspotrzedne podczas
deformacji konstrukcji.

*z
Ax

| o+ v

1238 4 5 I-IZ{ 61 x
- P ~ ." = =~ * - = "' S _h,.
: “‘M‘m 201 i irlit2 01_3,%". I
— B G f __I_l
~ - - - 011613
"‘w

Rys. 3. Warunki brzegowe modelu obliczeniowego
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(x,.r .z, )ﬂ = (xib A )n = (xir .Z; )0 (19)

Wezly te tworzg fikcyjne odcinki brzegowe i1 = i, + 1 lub ;0 = i; — 1 0 zerowej
dtugosci, dla ktdérych, w zaleznosci od sposobu zamocowania brzegu, przyjmujemy
nastepujace warunki brzegowe:

{(pib11 = k(pir11 {‘pi,,,o = k‘pi,,o
1

O, =k, O, , =k (20)

i1 iy ip 0 i 0

gdzie: k=0 dla brzegu utwierdzonego;
k =1 dla brzegu przegubowego.

Wykorzystujac podane zalezno$ci, mozemy wyznaczy¢ sredni kat obrotu przekroju
poprzecznego i $rednie odksztalcenia postaciowe w rzeczywistym wezle brzegowym.

3. Metoda rozwiazania ukladu rownan rownowagi
3.1. Istota metody rozwiazania

Uktad réwnan (5) opisujacy problem dynamicznego zachowania niesprezy-
stego elementu zelbetowego rozwigzano przy zastosowaniu ttumienia krytycznego
¢ = max(c;y,) dla przemieszczen liniowych i ¢, = max(cg ) dla przemieszczen kato-
wych, co umozliwia w przejsciu granicznym opis zagadnienia statycznego. Taka
metoda rozwigzania jest okreslana jako metoda relaksacji dynamiczne;j.

W celu zwigkszenia efektywnosci rozwigzania w zakresie analizy pokrytycznej
w rozwigzaniu ukfadu nieliniowych réwnan réwnowagi dynamicznej uwzgledniona
zostata metoda $ledzenia $ciezki rozwigzania dla wielu zmiennych [13, 14]. Ogélna
idea metody polega na wiaczeniu do analizy réwnan ruchu dodatkowego réwna-
nia wiezow laczacego parametr obcigzenia i wektor przyrostow przemieszczenia
z przyrostem dlugosci fuku na $ciezce rozwigzania.

3.2. Rozwiazanie numeryczne réwnan ruchu

Rozwigzanie ukladu réwnan (5) uzyskano metoda numeryczng z wykorzysta-
niem dyskretyzacji wzgledem czasu. W tym celu zastosowano bezposrednig metode
réznicowa wzgledem czasu. Metoda ta polega na aproksymacji rozwigzania dla
przemieszczen liniowych w(x;,t,) w kazdym wezle podziatu oraz przemieszczen
katowych ¢(x;,t,), w kazdym odcinku podzialu osi srodkowej modelu pretowego,
zgodnie z nastepujacym schematem réznicowym, w kolejnych chwilach czasowych
t, =t,- At t,=nAtt,, =t +AL
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(21)

wi =W+ Aw]
o) =9 +Ap].

Schematy réznicowe aproksymujace predkosci przemieszczen i przyspieszenia
w ukladzie réwnan (5) przyjeto analogicznie do (21).

W réwnaniach (21) przyrosty odpowiednich przemieszczen sg okreslone na
podstawie réwnan (5)

{Awin =bAw" +a[0Q, c0s0, — O, cost;, + P.(s;)]

A‘p; = bmA‘p?fl + aﬁl(MHZ - Mi - QilASil)> (22)
gdzie: m AL
b=——""—1ag=—"—"—
m, + C.At m, + C.At
; , A
oraz b, = Ji

————ia; =

Ji+CAt 7+ C A

Warunki poczatkowe dla kroku ¢, = 0 przyjeto w postaci

Aw' =0, Ap;' =0. (23)

Warunkiem zakonczenia iteracyjnego rozwigzania réwnania ruchu ttumionego
jest osiagniecie zbieznodci przemieszczen w kolejnych chwilach czasowych:

v

<éy, (24)

Krok czasowy At wyznaczony zostal z uwagi na stabilno$¢ metody numerycz-
nego calkowania réwnania réznicowego i ma postac [1, 2, 9]

At =a, min{At, At .}, (25)

, 1 |us)
dzie: At, =—A5’. !
g (b) 2 i min B

cs

— krytyczny krok czasowy dla problemu

sprezystego zginania;

Aty = AS, % — krytyczny krok czasowy dla problemu propagacji
sprezystych fal postaciowych;

a, = 0,2+0,9 — wspdlczynnik pewnosci dla kroku czasowego ze wzgledu
na nieliniowo$¢ zadania;

u(s;) = pA, — masa jednostkowa elementu;
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P — masa wlasciwa zelbetu;

B = EJ, — sztywno$¢ zginania przekroju zelbetowego w zakresie
sprezystym;

E. — modul odksztalcenia podiuznego;

1. — modul odksztalcenia poprzecznego;

J.s — moment bezwladnosci niezarysowanego (sprezystego) przekroju
zelbetowego;

Ps max — Najwiekszy w calym elemencie zelbetowym calkowity stopien
zbrojenia przekroju.

3.3. Rozwigzanie réwnania wiezow
Réwnanie wigzéw przyjeto w nastepujacej postaci [3, 14]
f(q,A)=Aq  Aq, + M’ —AlI> =0, (26)
gdzie: Al — przyjety przyrost (parametr) dtugosci luku na $ciezce rozwiazania;
q= {:} — wektor poszukiwanych przemieszczen;

AA,, =" - A,, — przyrost aktualnego parametru obcigzenia A";

Aq,, = q" - q,,, — przyrost aktualnego wektora niewiadomych
przemieszczen q" wzgledem ostatnich zbieznych wartosci parametru
obciazenia 4,, oraz wektora przemieszczen q,, uzyskanych z zalozong
dokladnoscig w poprzednim kroku obcigzenia m.

Zaproponowano wyznaczenie parametru obcigzenia A" przez bezposrednie
rozwigzanie réwnania wiezéw (26). Sposdb ten wymaga badania znaku wyréznika
g(q)= A’ — Aq;,Aq,, oraz okredlenia rozwigzan

A,=2, % JAP —AqT Aq,, , jezeli g(q) = 0,
A, =4, £4Aq,Aq,, — A, jezelig(q) <0,

a nastepnie dokonania wyboru rozwigzania wedtug kryterium najmniejszej ,,odleglo-
$ci” wzgledem rozwigzania uzyskanego w kroku obcigzenia m - 1, czyli najmniejszego
kata (lub najwigkszego kosinusa tego kata) pomiedzy rozwigzaniem w aktualnym
kroku obcigzenia m a rozwigzaniem w poprzednim kroku obcigzenia m - 1:

Aq. A Aq. A
?=min(?,%,)= min(arccos qm’AlZZq'"fl ,arccos q”’zﬂqm*l J ) (27)
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Z analizy warunkow rozwigzania réwnania wigzoéw (26) wynika, ze kryterium
to spelnia rozwigzanie zapisane w postaci

A" =1, + sign(A* - AqTAq,, W abs(A* —Aq"Aq,,). (28)

3.4. Ideowy algorytm rozwigzania rozszerzonego ukladu réwnan

Réwnanie wiezow (26) wraz z ukladem réwnan ruchu (22) tworza rozszerzony
uklad réwnan, ktdry jest rozwigzywany iteracyjnie w kazdej chwili czasu ¢, = nAt.

Rozszerzony uklad réwnan umozliwia wyznaczenie nie tylko poszukiwanego
wektora przemieszczen q, lecz takze parametru obcigzenia A na nieliniowej $ciezce
réwnowagi zawierajacej lokalne punkty graniczne.

Rozwigzanie rozszerzonego ukladu réwnan jest dwuetapowe i polega na wyzna-
czeniu: (I etap — predykcji) parametru obcigzenia w zaleznos$ci od wartosci prze-
mieszczen z poprzedniego kroku iteracyjnego na podstawie réwnania wigzow (26);
(IT etap — korekeji) nowych wartosci przemieszczen w nastepnym kroku iteracyjnym
z uktadu réwnan ruchu (22).

Uktad réwnan (22) mozna przedstawi¢ w postaci:

G(q,4)=Aq" —Aq; - A"Aq) =0, (29)

Aw!
gdzie: Aq" = {A ' } — wektor poszukiwanych przyrostow przemieszczen;
P

0
od calkowitego obcigzenia;

A bAW'™ +a[Q, cosh,, — O, cosb,]
q, = -~
¢ bﬁA<pi : +aﬁ(Mi+2 -M,-0,As,)

sktadowych przyrostéw przemieszczen dla parametru obcigzenia A"
z poprzedniego kroku czasowego.

. _ JaP(s) . . .
Aq), = — wektor skladowych przyrostow przemieszczen

+A"'Aq, — wektor

Schemat iteracyjnego rozwigzania rozszerzonego uktadu réwnan (29) G(q,4) =0
oraz rownania wiezéw (26) f(q, A) = 0 przedstawiono na rysunku 4.

Rozwigzanie uzyskuje si¢ po (n)-tej iteracji utozsamianej z krokiem czasowym

A=ATTH A, qT=q" + A (30)
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Rys. 4. Schemat iteracyjnego rozwigzania rozszerzonego ukladu réwnan

Proces iteracyjnego poprawiania wyniku konczy sie w chwili osiggniecia zadanej
doktadnosci e ; rozwigzania

|Ga@@".4m)| <. (31)

Na podstawie doswiadczen numerycznych ustalono, ze wystarczajace jest
przyjecie dokladnoéci rozwigzania w zakresie ¢, € (0,17°;0,1°°).

W chwili osiggnigcia zbieznego rozwigzania ustala si¢ parametr obcigzenia
oraz wektor przemieszczen dla nastepnego kroku obcigzenia ¢, =nAt, 4, ., = 1",

n

qm+1 :q .

4. Zakonczenie

W pracy przedstawiono sformutowanie metody analizy zachowania zginanych ele-
mentow zelbetowych poddanych dzialaniu krétkotrwalych obcigzen statycznych.

Metode analizy ukfadu konstrukcyjnego opracowano w oparciu o zalozenia
metody réznic skoniczonych. Na podstawie przeprowadzonej dyskretyzacji osi
srodkowej elementu konstrukcyjnego, w postaci réznicowej zapisano réwnania
réwnowagi elementu oraz zwigzki geometryczne. Dla dyskretyzowanego modelu
przekroju poprzecznego okreslono zasady wspolpracy czynnych betonowych i sta-
lowych warstw przekroju poprzecznego.

Rozwazano proces dynamiczny, ktory po wprowadzeniu ttumienia krytycznego
pozwala na opis zagadnienia statycznego. Taka procedura zastosowana do rozwigzania
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ukfadu nieliniowych réwnan réwnowagi jest okreslana jako metoda relaksacji dyna-
micznej (MRD). MRD umozliwia rekurencyjne rozwigzanie ukladu réwnan ruchu
w kolejnych chwilach pseudoczasu w kazdym wezle podziatu przestrzennego, bez
koniecznosci rozwigzywania ukladu algebraicznych réwnan réwnowagi elementu.
Metoda relaksacji dynamicznej zostala rozbudowana poprzez wiaczenie do ukladu
réwnan réwnowagi dodatkowego réwnania wiezéw, zgodnie z zatozeniami metody
diugosci tuku (MRD + DL). Taka wersja metody umozliwia rozwigzanie uktadu
nieliniowych réwnan réwnowagi w zakresie pokrytycznym.

Podstawg opisu zachowania konstrukeji sg rdwnania teorii umiarkowanie duzych
przemieszczen ustroju pretowego, przy zalozeniu matych odksztalcen. Zalozenie
to mozna uznac za prawidlowe do opisu stanéw odksztalcenia i naprezenia w war-
stwach betonowych i stalowych w zwyklych elementach zelbetowych o typowych
smuklosciach.

Metoda analizy wytezenia konstrukcji bedzie podstawa opracowania wtasnych
procedur numerycznych i programéw obliczeniowych, ktére postuza do przepro-
wadzenia badan numerycznych zginanych elementéw zelbetowych. W tym celu
uklad réwnan podstawowych metody musi by¢ uzupetniony zwigzkami fizycznymi
dla betonu i stali zbrojeniowe;j.

Praca powstata w wyniku zadan badawczych zrealizowanych w ramach pracy badawczej statutowej
nr 855, realizowanej w Wydziale Inzynierii Ladowej i Geodezji Wojskowej Akademii Technicznej
im. Jarostawa Dabrowskiego.

Artykut wplyngt do redakcji 2.06.2015 r. Zweryfikowang wersje po recenzjach otrzymano 15.10.2015 r.
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A.SZCZESNIAK, A. STOLARSKI

Dynamic relaxation method in analysis of reinforced concrete bent elements

Abstract. The paper presents a method for the analysis of nonlinear behaviour of reinforced concrete
bent elements subjected to short-term static load. The considerations in the range of modelling
of deformation processes of reinforced concrete element were carried out. The method of structure
effort analysis was developed using the finite difference method. The Dynamic Relaxation Method,
which — after introduction of critical damping — allows for description of the static behaviour
of a structural element, was used to solve the system of nonlinear equilibrium equations. In order to
increase the method effectiveness in the range of the post-critical analysis, the Arc Length Parameter
on the equilibrium path was introduced into the computational procedure.

Keywords: reinforced concrete elements, physical nonlinearity, geometrical nonlinearity, dynamic
relaxation method, arc-length method
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