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Streszczenie. Wigkszos¢ pakietéw symulacyjnych udostepnia modele linii dlugich zawierajace
wylacznie dwa zaciski wejsciowe oraz dwa zaciski wyjsciowe. Modele te umozliwiaja badanie sta-
néw nieustalonych inicjowanych wystapieniem zaktdcenia na krancach linii. Z tego powodu nie ma
mozliwosci badania zaburzen pojawiajacych sie w dowolnym punkcie sieci elektrycznej. W artykule
szczegdtowo opisano modele matematyczne linii dlugiej, ich implementacje w srodowisku Matlab
oraz przedstawiono przykladowe wyniki symulacji komputerowych.
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1. Wprowadzenie

Obwody elektryczne o parametrach roztozonych to klasa sieci elektrycznych,
ktorych stan charakteryzowany jest warto$ciami chwilowymi pradéw i napigec¢ uza-
leznionych od polozenia wzgledem okreslonego punktu odniesienia i czasu. Wéréd
wspomnianych struktur wymieni¢ mozna: uzwojenia transformatoréw wielkich mocy
poddawane dzialaniu fal przepigciowych, linie przesytlowe wysokiego napiecia eksplo-
atowane w warunkach wystepowania stanu nieustalonego, wielowarstwowe obwody
drukowane przenoszace sygnaty wielkich czestotliwosci itp. Przedmiotem zaintere-
sowania publikacji sg linie dtugie, do ktérych mozna przypisa¢ cze$¢ wspomnianych
wyzej ukladéw. Do ich analizy stosowane sa hiperboliczne réwnania rézniczkowe
czastkowe zwane rownaniami telegrafistow. Sformutowanie tych réwnan otworzylto
droge do szybkiego rozwoju telekomunikacji naziemnej, jednak pomimo uptywu ponad
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150 lat od tego zdarzenia obserwuje si¢ nieustanny rozwdj metod stuzacych do opisu
zjawiska przesylania sygnatéw elektrycznych w elektroenergetyce [4], [6], [7], [8], [9],
elektronice [3] i telekomunikacji [5]. Urzadzenia i instalacje petniace $cisle okreslona
role w ramach kazdej z trzech wspomnianych dziedzin nauk inzynieryjno-technicznych
charakteryzujg si¢ duzg zlozonoscia, co implikuje znaczny stopien skomplikowania
ich schematow zastepczych i zwiazanych z nimi w sposéb $cisle zdeterminowany
réwnan matematycznych. W przypadku ukladéw elektroenergetycznych, ktoérych
opis matematyczny rozwijany bedzie w dalszej czesci artykulu, istnieje mozliwos¢
realizacji pewnych uproszczen, polegajacych np. na pominieciu na etapie tworze-
nia schematu zastepczego rezystancji reprezentujacych straty na cieplo oraz efekty
zwigzane z wystepowaniem zjawiska koronowego. Przy konieczno$ci uwzglednienia
wplywu elementéw rezystancyjnych na caloksztalt badanych zjawisk niezbedne jest
wykorzystanie metod matematyki stosowanej. W takim przypadku korzysta sie z kla-
sycznych zapiséw réwnan Kirchoffa dla stanu nieustalonego i w sposéb przyblizony
rozwigzuje je z wykorzystaniem metod numerycznych [10]. Do dyspozycji sa modele
cyfrowe linii dtugich wchodzace w sklad bibliotek udostepnianych jako elementy
systemow przeznaczonych do prowadzenia obliczent numerycznych i modelowania
matematycznego [11, 12]. Udostepnione uzytkownikowi biblioteki umozliwiajg analize
przebiegéw wystepujacych wylacznie na zaciskach wejsciowych i wyjsciowych sieci, co
implikuje brak mozliwo$ci modelowania zaktécen lokalnych inicjowanych zmianami
powstajacymi w dowolnie wybranych sekcjach wchodzacych w sklad symulowanej
struktury. Artykut opisuje procedure prowadzaca do sformutowania wygodnego
w implementacji komputerowej modelu matematycznego kilku rodzajéw linii diugiej
jednofazowej i prezentuje przyktadowe wyniki symulacji komputerowych.

2. Sformulowanie modelu matematycznego
linii dlugiej nieobcigzone;j

Wybrany do analizy schemat zastepczy sklada si¢ ze $cisle okreslonej liczby
czwornikéw typu I' polaczonych kaskadowo. Kazdy z nich reprezentuje krotka
w stosunku do wymiaru wertykalnego linii sekcje¢ elementarng o jednoznacznie
okreslonej strukturze widocznej na rysunku 1 (miedzy weztami k-11i k lub k-k + 1).
Na rysunku 1 zamieszczono nieco wigkszy wycinek sieci.

SE NI OO S U CONN <

—C(k-1) (k1) =C(®) p.(K) =—=Ck+D)[ Rp.k+1)

Rys. 1. Fragment symulowanej sieci elektrycznej
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Przyjecie wycinka linii dtugiej majacego posta¢ taka jak na rysunku 1 jest
zabiegiem wskazanym z punktu widzenia uwarunkowan zwigzanych ze specyfika
definiowania pochodnych zmiennych stanu w takim obwodzie elektrycznym. Pierw-
sza pochodna napiecia na kondensatorze C zalezy m.in. od warto$ci chwilowych
pradow plynacych w gateziach podluznych przylaczonych do wspdlnego wezla.
Analogicznie pierwsza pochodna pradu plynacego w gatezi podluznej, do ktorej
krancéw dolaczone sa kondensatory, jest zalezna od napigcia panujacego na zaciskach
tych elementéw. Przechodzac do bardziej szczegdtowego opisu tresci rysunku 1, da
sie zauwazy¢, ze do wezta o numerze k dotaczone sg dwojniki zawierajace elementy
Ry, Ly oraz Ry, Ly, faczace sekcje o numerach odpowiednio (k-1)-k oraz k-(k + 1),
jak réwniez galaz poprzeczna reprezentowana przez réwnolegle polaczenie konden-
satora Cy oraz rezystora R, ;. Na rysunku zamieszczono réwniez wezly o numerach
k-1, k + 1 wraz z dotagczonymi do nich galeziami. Wykorzystanie tak opracowanego
fragmentu sieci ma w zalozeniu umozliwi¢ uzyskanie fatwego do implementacji
numerycznej ukladu réwnan rozniczkowych pierwszego rzedu. Punktem wyijscia
jest zastosowanie I prawa Kirchoffa dla wezta k oraz II prawa Kirchofta dla oczka
Ci.1-Ry-Ly-Cy. Otrzymane réwnania przyjmuja postac:

Ri, , —L i =0
Uc o — 190 — Ly U =Y (1)
duc, 1 .
i =C =4 Ui T s 2)
dt R,

gdzie: u,; — napiecie na kondensatorze przylaczonym do wezta k,
Uy 1 — hapiecie na kondensatorze przylaczonym do wezta k + 1,
ir x — prad cewki wptywajacy do wezta k,
ir  + 1 — prad cewki wplywajacy do wezta k + 1 (wyplywajacy z wezla k),
Ry — rezystancja galezi podtuznej o numerze k,
Ly — indukcyjnos¢ galezi podluznej o numerze k,
Cr — pojemnos¢ galezi poprzecznej o numerze k,
R, — rezystancja galezi poprzecznej o numerze k (R, >> Ry).

Po przeksztalceniu réwnan 1, 2 uzyskuje si¢ pare rownan zapisanych wzorami
3 oraz 4.

di,, 1 R, |
. 3
dt Lk C,k-1 Lk L.k Lk C.k ()
duc, 1 1 1
b U —— i, ... 4
dt Ck L,k qukck ¢,k Ck L,k+1 ( )
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Po lewej stronie rdwnan 3 i 4 znajduja si¢ pochodne zmiennych stanu skoja-
rzone z indeksem k. Natomiast po prawej stronie liniowa kombinacja zmiennych
stanu o numerach k-1, k, k + 1 wymnozonych przez odpowiednie wspdtczynniki.
Uklad réwnan 3, 4 jest nieautonomiczny i niewystarczajacy z punktu widzenia
realizacji zadania, jakim jest uzyskanie reprezentacji numerycznej przebiegdw cza-
sowych reprezentujacych wszystkie prady i napiecia wystepujace w k-tym oczku.
Opisuje on tylko wybrany fragment (sekcje) linii dtugie;j.

Modyfikacja wlasciwosci parametru k ze zmiennej skalarnej na zmienng wekto-
rowa (k =1, 2, ..., M) skutkuje uzyskaniem uktadu réwnan zawierajacego formuly
matematyczne definiujace zalezno$ci miedzy wartosciami chwilowymi pradéw
cewek i napie¢ kondensatoréw (prawa strona réwnan) oraz ich pierwszymi pochod-
nymi (lewa strona réwnan). Watpliwosci wzbudza odwolanie do zmiennych stanu

diy « duc
oraz
dt

Pierwsza ze wspomnianych (k = 1) okolicznosci dotyczy oczka nr 1. Dofaczone jest
ono bezposrednio do zrédla zasilania, w zwigzku z czym w odniesieniu do réwnania
3 nie wystapi skfadnik usytuowany bezposrednio na prawo od znaku réwnosci,
ostatecznie dla k = 1 ma ono postac:

skojarzonych z indeksem k o warto$ci rownej 1 i M w réwnaniach 3, 4.

di, R 1 1
——=——10, ——u,, +—elt), 5
dt L" LI «) ®)

1
gdzie: R; — rezystancja pierwszej gatezi podluznej,
L, — indukcyjnos¢ pierwszej galezi podiuznej,
u., — napiecie na kondensatorze znajdujacym sie na pierwszej pozycji na
prawo od zrdédla zasilania (dolgczonego do wezta o numerze 1).

Czlon

1
—el(t), 6
Lelo) ©
uwzglednia wplyw dowolnego wymuszenia na stan analizowanej sieci elektryczne;j.
Nieco inna sytuacja ma miejsce w odniesieniu do réwnania 4. Z uwagi na brak
zwigzanej z pradem iy ,r,; galezi o numerze M + 1 dla indeksu M przyjmie ono
nastepujaca postac:
duc,M 1 . 1

=— Ly T U\
d  Cy ™ R,Cy M

(7)

Jezeli zalozy sig, ze liczba oczek w bedacej obiektem zainteresowania linii diugiej
jest rowna M, to w oparciu o:
— jednokrotng realizacj¢ réwnania 5,
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— (M-1)-krotna realizacj¢ réwnania 3,

— (M-1)-krotna realizacj¢ réwnania 4,

— jednokrotng realizacj¢ rownania 7
mozliwe jest sformulowanie fatwego do zapisu macierzowego ukfadu liniowych
réwnan rézniczkowych w pelni opisujacego zachowanie nieobcigzonej linii dlugiej
w stanach ustalonych i nieustalonych przy dowolnym wymuszeniu napieciowym.
Jego zapis ma postac taka jak w réwnaniu 8:

d_x = Ax+Bu (8)
dt
Macierz
A= [A]zM,zM (9)

jest tréjdiagonalna i zawiera wspotczynniki o wartosciach zaleznych od rezystanciji,
indukcyjnosci i pojemnosci elementéw RLC.

LR 0 0 00 0 0 0
L L
L - 1 —i 0 0 0O 0 O 0 0
Cl Rp,lcl Cl
0 —L —ﬁ —L 0 0o 0 O 0 0
Lk LZ LZ
1 1 1
A= O 0 -— = -—— 0 0 O 0 0 (10)
G, Rp,zcz G,
0 0 0 0 0 0 0 L —R—M —L
1 1
0 0 0 0 0 0O 0 0 - -
L Rp,MCM CM_
Wektor
x=[x],,, (11)

reprezentuje zbidr zmiennych stanu i zawiera ulokowane naprzemiennie pary pra-
déw cewek i napiecia kondensatorow.
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UB!
uc,l
Lo
X = uc 2
Ny,
uc,M
Wektor kolumnowy
B=[B ]ZM,I

uwzglednia wplyw zrddta zasilajacego na stan sieci.

o _hl»—a

Wektor

& fa
e Ldtl,,,

zawiera pochodne kolejnych elementéw wektora x po czasie t.

Wektor u reprezentuje wymuszenie.

3. Sformulowanie opisu matematycznego linii dlugiej

(12)

(13)

(14)

(15)

obcigzonej na koncu dwojnikiem RC oraz dwojnikiem RLC

Na tym etapie mozliwe jest uwzglednienie przypadku dotyczacego linii diugiej
obcigzonej. W praktyce spotyka sg linie dtugie obcigzone na koncu. Dla konfiguracji
zwigzanej z wystepowaniem obcigzenia rezystancyjno-pojemnosciowego, modyfi-
kacja macierzy stanu (10) sprowadza si¢ do zmiany pojemnosci poprzecznej Cy; na
pojemnos¢ obcigzenia Cy (szeregowe polaczenie Cy, i pewnej pojemnosci Cy' tak
ze Cy = Cy' + Cy) oraz rezystancji poprzecznej R, ) na rezystancje obcigzenia Ry.
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W odniesieniu do obcigzenia indukcyjnego (cewki rzeczywistej) liczba zmiennych
stanu wzrasta o jeden, a zastosowanie I prawa Kirchoffa do wezla o numerze M

wyglada nastepujaco:

1
+ uC,M +iL,obc' (16)
dt R,

Po przeksztalceniach uzyskiwana jest formuta (17) powigzana z réwnaniem (7)

duc,M 1 . 1 1 . (17)
U~ L oo
a  Cy, "™ R,,C, M C, "™

=—1

Korzystajac z II prawa Kirchoffa dla oczka o numerze M, mozna zapisac, ze:

R . L diL obc (18)
U,y = I e T L, ——
c,M L,obc”L,obc 0 dt
Po prostych przeksztalceniach otrzymuje sie wzor (19)
di 1 R
—Loe = +—L0; (19)

_u'mx 2
dt LO c,max (k) LO L,obc

gdzie: L, — indukcyjno$¢ cewki obcigzenia,
Ry opc — szeregowa rezystancja strat cewki obcigzenia,
ir opc— Prad cewki rzeczywistej o indukcyjnosci L, dotaczonej do zaciskow
kondensatora o pojemnosci Cy,.

Ostatecznie uwzgledniona zostaje kolejna zmienna stanu. W odniesieniu do
sktadnikéw réwnania (10) mozna napisaé, ze:

A= [A]2M+l,2M+1 (20)
B= [B]2M+1,1 (21)
X = [x]2M+l,1 (22)

dx _ [ﬂ} (23)

dt dt |

Zmianie ulegly odpowiednie rozmiary wiersza i kolumny.
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4. Sformulowanie opisu matematycznego linii dlugiej
skompensowanej szeregowo

W nawigzaniu do tresci zamieszczonych wyzej przedstawione zostanie réwnanie
macierzowe umozliwiajace uwzglednienie zastosowania szeregowej kompensacji linii
jednofazowej. Punktem wyjscia pozwalajacym na realizacje tego zadania bedzie m.in.
wprowadzenie okreslonych modyfikacji w strukturze macierzy stanu (10). Zaklada
sie, ze do zaciskéw wejsciowych oraz wyjsciowych czwoérnika tworzacego oczko
Ry m2-Re1-Rea-Chgai1-Cagja4 2 rysunku 2 zostata dofgczona sie¢ elektryczna bedaca
reprezentacja linii diugiej zlozonej z sekcji elementarnych o facznej liczbie M (M/2
sekeji na lewo od kondensatora C,),, M/2 sekcji na prawo od kondensatora Cy, ).

Rc2

| p—
T

M/ 2 i (i(IMQH )
I

—=C(M~2) HFp,(M./Z)

Rys. 2. Czwornik stuzacy do szeregowej kompensacji mocy biernej ulokowany
na $rodku linii dtugiej z rysunku 1

M/2+1 % /242

L—C(M/2+3

—CM/2+2)[ Rp,(M/2+2)

Wspomniany czwdrnik zawiera rzeczywisty kondensator Cy,,; zboczniko-
wany rezystorem R,. Na wejsciu czwornika znajduje si¢ kondensator C,y, zwia-
zany z sekcja typu I' o tym samym numerze co indeks opisujacy pojemnos$¢ tego
elementu, natomiast na wyjsciu dodatkowy kondensator C,,,,. Wprowadzenie do
analizowanej struktury dwoch kondensatoréw skutkuje zmiang numeracji okre-
$lonego podzbioru (o indeksach wyzszych od M/2) zmiennych stanu wzgledem
tej obowiazujacej we wzorze 10 oraz lokalnym zaburzeniem sposobu ich utozenia
parami prad cewki-napigcie kondensatora.

Prezentujac rownanie stanu sieci elektrycznej, uznano, ze zamieszczenie wszyst-
kich przeksztalcen matematycznych prowadzacych do okreslenia relacji pomigdzy
pochodnymi napie¢ u. yy2, Uepr/2+1> Uenjz12 @ zmiennymi stanu, ktérych podzbior
one stanowig, nie jest celowe. Tiumaczy si¢ to w ten sposdb, ze dla uzyskania
efektu koncowego konieczne jest wykonanie duzej liczby dziatan na symbolach,
a ich zamieszczenie mogloby skutkowa¢ przeniesieniem akcentéw na te elementy
publikacji, ktére — w opinii autora — nie sg zbyt interesujace. Przedstawiony zosta-
nie zatem wynik koncowy realizacji tych operacji matematycznych majacy posta¢
zapisang wzorem (24).
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R, — rezystancja galezi szeregowej Cyy/»,1-R; dotaczonej do weztdéw o nu-
merach M/2 i M/2+1,

R, — rezystancja bocznikujgca galaz szeregowa Cyy5,1-Rs

Cuyzi1 — pojemnosé rzeczywistego kondensatora kompensujacego
(szeregowego),

u — wektor wymuszen.

Pozostale oznaczenia z indeksami majg taki sam sens jak w réwnaniach 11 2.
Formuta 24 opisuje relacje, jakie wigza prady i napiecia definiujgce stan sieci elek-
trycznej w tym fragmencie, w ktérym nastepuje naruszenie ciggtosci jej kaskadowej
struktury na skutek dolaczenia czwdrnika charakteryzujacego si¢ inng struktura
niz sgsiadujace z nim sekcje typu I'. Réwnanie 24 mozna zapisa¢ w bardziej zwartej
formie, mianowicie:

dx
* = A x, +B,u, (25)
dt
gdzie:
X =1, U  yeun,l u u u i u
s LTty Moom M o e M My M MLy
2 2 2 2 2 2 (26)

T
sl Ue o JlL,M’uC,M:I .

Macierz B; ma taka strukture jak macierz we wzorze 8:
B, =[B,],1.25 Bs,(2M+1,2M+2) =0. (27)

Macierz A, to macierz wspdlczynnikow ze wzoru (24).

Poréwnujac strukture wektorow stanu ze wzoréw 12 oraz 26, wida¢, ze w wek-
torze x; na pozycji (M + 1) wystepuje napiecie Uom, zwigzane z kondensatorem Cy»,

)

oraz na pozycji (M + 2) napigcie zwigzane z kondensatorem przytaczonym do
tego samego wezla co Cyyp,1. Jest to jedyna zmiana, ktéra implikuje powstanie
rozbieznosci w rozkladzie elementéw tworzacych macierz A wzgledem macierzy
(10). Macierz stanu ze wzoru 24 nie jest trojdiagonalna, poniewaz wystepuja dwa
dodatkowe elementy znajdujace si¢ na przekatnych, na ktérych wszystkie wartosci
liczbowe poza jedng sa réwne zero. Jak dotad zaktadano, ze bedaca obiektem zain-
teresowania sie¢ elektryczna nie jest obcigzona na koncu. W celu realizacji opisu
matematycznego struktury obciagzonej nalezy wykona¢ czynnosci opisane przy
omawianiu uwarunkowan zwigzanych ze specyfika réwnan 16, 17, 18, 19. Przy
obcigzeniu indukcyjnym rozmiar macierzy A z réwnania 24 bedzie rowny 2M + 3
(taki sam jak rozmiar wierszowy macierzy By) i przy obcigzeniu rezystancyjno-
-pojemnosciowym pozostanie bez zmian.
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5. Implementacja sformulowanych réwnan
w programie MATLAB

Gléwnym celem proby sporzadzenia opisu matematycznego analizowanych
ukladéw w sposdb zaprezentowany powyzej bylo uzyskanie mozliwosci modelo-
wania stanow zakldceniowych, inicjowanych przez zmiany konfiguracyjne reali-
zowane nie tylko na zaciskach wejsciowych i wyjsciowych, lecz takze w dowolnym
wezle obwodu elektrycznego (np. w wezle o numerze k na rysunku 1). Z uwagi na
dos¢ duza ztozono$¢ sieci, w szczegdlnosci wtedy, gdy wartos¢ parametru M jest
réwna kilkadziesiat lub kilkaset, problem uzyskania przebiegéw czasowych zwia-
zanych z okres§lonym zakléceniem sprowadza si¢ do numerycznego rozwigzania
duzego ukladu rownan rézniczkowych pierwszego rzedu. W warunkach dostepu
do wyspecjalizowanego oprogramowania nie jest to istotna przeszkoda. Wystepu-
jace jednak w réwnaniach 10, 24 macierze stanu zawierajg liczne i indeksowane
w dos$¢ specyficzny sposdb wspotczynniki podlegajace multiplikacji w sytuacji
zwigkszania wartosci parametru M (liczby sekcji czwdrnika elementarnego typu I').
Dodatkowo podczas implementacji drugiego ze wspomnianych réwnan realizo-
wane jest polaczenie trzech macierzy prostokatnych. Jedna z nich o najmniejszym
rozmiarze (wspolczynniki tej macierzy zostaly wyeksponowane we wzorze 24)
musi zosta¢ ulokowana pomigdzy dwiema pozostatymi (zawartymi w macierzy —
wzor 10). Wykonuje si¢ to w oparciu o bezbledna realizacje procedury obliczania
i sytuowania wspoétczynnikéow, ktérych polozenie w macierzy wynikowej (macierz
A — wzor 24) oraz wartos$¢ zostaly okreslone na podstawie przeprowadzonego
wczesniej przeksztalcenia wzoréw. Jak wida¢, scharakteryzowane problemy i uwa-
runkowania nie sprzyjaja pelnemu zaufaniu do uzyskanej do dyspozycji imple-
mentacji, wskutek czego pojawia si¢ problem zweryfikowania uzyskanych wynikow
obliczen numerycznych poprzez poréwnanie ich do zbioru danych dotyczacych
tego samego modelu, ale uzyskanych dzigki zastosowaniu innej metody. W gre nie
wchodzi tutaj metoda analityczna, co uzasadnia si¢ wysokim rzedem badanych sieci
oraz uwzglednieniem w ich strukturze nie tylko elementéw biernych, lecz takze
czynnych. W odniesieniu do réwnania 24 decydujacy jest ponadto fakt wstawienia
pomiedzy tancuchy czwdrnikéw tego samego typu czwoérnika o innej strukturze
niz te, ktdre z nim sasiaduja (rys. 2). Koniczac ten watek, zwraca sie uwage na to, ze
komfort dysponowania rozwigzaniem analitycznym zwalniatby autora z koniecz-
nosci stosowania metod numerycznych. Pojawia si¢ wiec pytanie: w jaki sposéb
mozna zweryfikowa¢ wyniki uzyskane dzieki implementacji réwnan 10, 24, 25?
Pierwszym krokiem moze by¢ badanie polozenia wartosci wlasnych macierzy
stanu A (wzory 10, 24 bezposrednio na prawo od znaku réwnosci) uzyskanych
dla duzego zestawu odpowiednio dobranych danych wejsciowych (RLC). W tym
przypadku danymi wejsciowymi sg parametry poszczegdlnych komponentéow
ukladu — czwoérnikow I, sekeji kompensujacej, obcigzenia. W praktyce jednak nie



130 P. Figon

mozna wykluczy¢ tego, ze dla zastosowanych zbioréw parametréw RLC macierz
stanu bedzie miata wartosci wlasne, ktérych czesci rzeczywiste przyjma wartosci
ujemne (co sugerowaloby stabilnos¢ ukladu), a dla innych dodatnie. Mozliwe jest
jednak wykorzystanie uwarunkowan wynikajacych ze specyfiki pracy sieci w stanie
ustalonym przy wymuszeniu stalopradowym. W takim wypadku mozna zapisac, ze:

i o, (28)

dt

di,,
—=0. 29
% (29)

Réwnanie (4) mozna zapisa¢ wiec w zmodyfikowanej postaci (30):
1 1 1
— U, ——I =0, 30
C, Lk Rp,kck ek C, L k+1 (30)
. 1 .
Ly~ U " lhgn = 0. (31)
R,,

Réwnanie (31) powstalo poprzez obustronne pomnozenie rdwnania 30 przez
Cy. Jezeli przyjmie si¢, ze R, jest rzgdu kilku MQ (R, >> R — 7, 8 rzedow wiel-
kosci), co jest uzasadnione, poniewaz reprezentuje ono rezystancje uptywu linii,
to mozna zapisac, ze:

L =l (32)

Po wlaczeniu badanego ukladu do zZrédla napigcia statego, po zaniku stanu nie-
ustalonego prady pojemnosciowe gatezi poprzecznych beda réwne zeru, poprzeczne
prady rezystancyjne tych galezi beda pomijalnie mate (1/R, ;. = 0), w zwigzku z tym
prad wplywajacy do kazdego z weztdéw bedzie taki sam jak wyplywajacy (prady i x
oraz iy .1 reprezentuja galaz podtuzng).

Roéwnanie (32) dla wezta o numerze M i po zaniku stanu nieustalonego (wzér 28)
ma postac:

iy =0. (33)

Wynika to z I prawa Kirchofta, poniewaz:

dug . 1
dt R

iy =Cy Uc - (34)

p.-M

Drugi sktadnik sumy reprezentuje prad uptywu i ze wzgledu na bardzo duza
warto$¢ parametru R, y; jest mozliwy do pominigcia, natomiast pierwszy sktadnik
w warunkach takich jak rozpatrywane bedzie réwny zeru.
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Réwnoczesnie dla wezla o numerze M-1 mozna zapisaé, ze:

. . duc,k 1
Lo =y +Ck7+R_uC’M‘1 =0. (35)

p.k

Te samg procedure mozna powtorzy¢ dla wszystkich weztow sieci elektrycznej,
co finalnie mozna zapisac jako:

i g=0dlak=1,2,., M. (36)

Ostatecznie wiec w rozpatrywanych warunkach (stan ustalony, wymuszenie
stalopradowe) wszystkie prady w obwodzie beda réwne zeru.
Dodatkowo réwnanie 36 implikuje

uc,kfl = uc,k H (37)

co mozna uzyskac, podstawiajac do réwnania 3 réwnanie 36 i pamietajac o tym, ze
dla podanych warunkéw lewa strona jest rowna zeru.

W przypadku bardziej ztozonych sieci elektrycznych procedura analogiczna do
tej bazujacej na réwnaniach 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37 moze by¢ trudna
do wdrozenia. Pobiezna analiza tej metody pozwala dojs¢ do wniosku, ze w stanie
ustalonym napigcia na cewkach oraz prady kondensatoréw sg réwne zeru (napie-
cie na kondensatorze jest wprost proporcjonalne do 28, prad ptynacy przez cewke
do 29). Jest to réwnoznaczne zastgpieniu elementéw pojemnosciowych przerwa
oraz elementéw indukcyjnych zwarciem. Prowadzi to do modyfikacji pierwotnego
schematu i uzyskania sieci rezystancyjnej tatwej do analizy z wykorzystaniem np.
metody potencjaléw wezlowych. Poréwnanie napie¢ weztowych z odpowiadajacymi
im napieciowymi zmiennymi stanu uzyskanymi w oparciu o symulacje w dziedzinie
czasu (dla zakreséw reprezentujacych stan ustalony) moze by¢ punktem wyjscia do
uzyskania odpowiedzi na pytanie o poprawnos$¢ opisu matematycznego badanego
obwodu elektrycznego oraz jego implementacji. Odpowiednie zestawienie wyni-
kéw przedstawiono na rysunku 3. Kazda z sekcji zawiera dwa zbiory danych zwia-
zane z siecig elektryczna, ktorej nazwa znajduje si¢ w opisie. Dane wygenerowane
z wykorzystaniem metody wezlowej wykreslono linig ciagta. Okregiem natomiast
zobrazowano zbio6r uzyskany dzigki zastosowaniu niejawnej zagniezdzonej metody
Rungego-Kutty rzedu czwartego (20 elementdéw reprezentujacych stan ustalony
w kazdym z wezldw, zakres czasowy na tyle dlugi, aby spelnione bylo zalozenie
o zaniku skladowej nieustalonej). Jak wida¢, wyniki pokrywaja si¢ w pelnym zakresie
zmienno$ci argumentu. Za gwaltowng zmiane wartos$ci napiecia z 1 V do bliskiej
0V, obserwowana w sekcji ulokowanej w prawym dolnym rogu, odpowiada kon-
densator szeregowy (rys. 2) stanowiacy przerwe dla sktadowej stalej.
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Rys. 3. Weryfikacja modeli matematycznych w stanie ustalonym

6. Przykladowe wyniki symulacji komputerowych

Aby okresli¢ wlasciwosci uzyskanych rozwiazan, opracowano zaimplementowane
w $rodowisku Matlab programy komputerowe stuzace do generowania macierzowej
reprezentacji ukladéw réwnan rozniczkowych opisujacych wlasciwosci bedace
obiektem zainteresowania publikacji dotyczacych sieci elektrycznych. Dokonano
réwniez wyboru schematu réznicowego, ktérego zadaniem byto wyznaczenie
kolejnych wartosci przyblizonego rozwigzania w wybranych punktach zmiennej
niezaleznej (czasu). Zastosowano niejawng, zagniezdzong metod¢ Rungego-Kutty
[10], co uzasadnia si¢ wlasciwosciami rozwigzania cechujgcego si¢ wystepowaniem
skladowych sinusoidalnych ttumionych wyktadniczo (modéw) charakteryzowanych
mocno réznigcymi si¢ czasami zanikania (kilka rzedéw wielkosci). Wystepowanie
tych okolicznosci potwierdzita analiza warto$ci wlasnych macierzy stanu (8), (15),
a takze ich modyfikacji zwiazanych z realizacja réwnan 16, 17, 18, 19, opisuja-
cych dynamike poddanych analizie modeli ukltadow elektrycznych. Bedacy miarg
sztywnosci [1] ukladu réwnan rézniczkowych iloraz (38)



Modele matematyczne jednofazowych linii dtugich 133

Re{lmﬂ}

Re(d,, )} )

gdzie: A, — warto$¢ wlasna macierzy stanu (10) lub (24) lezaca najdalej od osi
urojonych w lewej potplaszczyznie,

A, — warto$¢ wlasna macierzy stanu (10) lub (24) lezaca najblizej od osi
urojonych w lewej potplaszczyznie,

przyjmowat wartosci rzedu 107.

W odniesieniu do zastosowanego schematu réznicowego zadano warto$¢ para-
metru tolerancji btedu wzglednego réwna 0,00001 oraz bledu absolutnego 0,001.

Do obliczen testujacych wybrano lini¢ diuga jednorodng o nastepujacych
parametrach:

Ry =R,=...=Rye=Rys=0,2 Q/km,
Ly=L,=... =Ly = Lysp=2 mH/km,
C,=Cy=... = Cyy = Cysp= 9 nF/km,
Ry1=Ryy= ... = Ryyso = Rypso = 20 MQ

dlugosci I = 250 km i rezystancji obcigzenia R, = 250 (), przy wymuszeniu sinu-
soidalnym.

W zwigzku z tym model matematyczny sieci elektrycznej poddanej analizie
opisany byl ukladem zawierajagcym 500 réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
(dwa elementy bierne w sekcji). Zamodelowano zwarcie jednofazowe (konduktancja
zwarcia 10 S), ktore wystapito po 103,2 ms od rozpoczecia symulacji na koncu sekeji
o numerze 125. W oparciu o realizacj¢ symulacji komputerowej dla stanu ustalonego
(0<t<t,t,=103,2 ms) uzyskano warunek poczatkowy (39):

i, (0)
U,y (0)
i, (0)
x,(0)=] u.,(0) |, (39)

250 (0)
| Yc2s0 (O)

gdzie: i 1(0), u1(0), ..., i1 250(0), U 250(0) — uporzadkowane parami prady cewek
oraz napigcia kondensatorow sekcji o numerach od 1 do 250 w chwili
t,=1032s.
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Uzyskano rozwigzanie reprezentujace przyblizone wartosci chwilowe pradow
i napie¢ ulokowane w macierzy o rozmiarze wierszowym réwnym 225952 (1848
dla stanu przed zwarciem) oraz kolumnowym réwnym 500 i zmiennej niezaleznej
zawierajgcej uszeregowane rosngco 225952 wartosci liczbowe. Zwarcie symulowano
dla przedzialu czasowego o dtugosci 96,8 ms (f,,, = £, + 96,8 ms = 200 ms, £, —
taczny czas symulacji stanu przed zwarciem oraz po zwarciu). Obliczenia zrealizowano
w czasie 12 minut (na komputerze z procesorem jednordzeniowym taktowanym
zegarem o czestotliwosci 2 GHz, Windows 10 Home, 8 GB pamigci RAM).

Na rysunku 4 przedstawiono wykresy pradéw i napiec dla opisanego przypadku.
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Rys. 4. Przebiegi pradéw na poczatku i koricu linii dlugiej (odpowiednio sekcja nr 1, 2), przebiegi napie¢
na poczatku i koncu linii dtugiej (odpowiednio sekcja nr 3, 4). Zwarcie jednofazowe na $rodku linii

7. Wnioski

W artykule zawarto szczegétowy opis procedury prowadzacej do uzyskania
opisu matematycznego kilku rodzajow linii dtugich, m.in. linii obcigzonej na koncu,
jak réwniez z kompensacja wzdluzng realizowang z wykorzystaniem elementu
pojemnosciowego. Punktem wyjscia do badan symulacyjnych bylo przeksztalcenie
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réwnan wynikajacych z praw Kirchoffa. Nastepny krok to zdefiniowanie poszcze-
golnych czlonéw macierzowych definiujacych formuty 8, 25 i implementacja pro-
graméw komputerowych umozliwiajacych uzyskanie ich reprezentacji wtasciwej do
wykorzystania przez procedury catkowania numerycznego réwnan rézniczkowych
dostepne w srodowisku Matlab.
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Rys. 5. Przebiegi pradéw podczas zwarcia

Uzyskane przebiegi potwierdzaja wystepowanie proceséw falowych podczas
zwarcia. Nastgpito ono w chwili ¢ = 103,2 ms (pionowa strzalka pod napisem
»zwarcie”). Obserwowana jest szybka zmiana wartosci pradu z poziomu bliskiego
zeru do poziomu 250-300 A (przebieg — prad zwarcia A). Nastepnie po czasie
bliskim 500 ps podobny efekt zauwazalny jest w odniesieniu do dwoch pozostatych
przebiegéw (prad na poczatku linii B, prad na koncu linii C) opisujacych zmiany
wartosci chwilowej pradu na koncu i poczatku linii. Odwzorowany numerycznie
proces $wiadczy o dotarciu fali pradowej do koncéw linii w tym samym momencie,
co jest uzasadnione z uwagi na inicjacje stanu zwarciowego w srodkowym wezle
sieci (w sekcji o numerze 125 ten sam czas dojscia fali do poczatku oraz konca
linii). Dla innych wartosci parametru | warto$§¢ maksymalna skladowej ustalonej
pradu zwarcia zmieniata si¢ proporcjonalnie do dtugosci linii. Z przedstawionego
wyzej opisu rysunkéw 4 i 5 wynika, ze model prawidlowo odwzorowuje zjawiska
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wystepujace w linii dlugiej i moze by¢ wykorzystywany m.in. do weryfikacji innych
modeli symulacyjnych dostepnych m.in. w pakiecie Simulink.
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Mathematical models of single-phase long lines

Abstract. Most simulation packages provide long line models containing only two input terminals
and two output terminals. These models allow testing transient states initiated by the occurrence of
interference at the ends of the line. For this reason, it is not possible to study disorders occurring at
any point of the electrical network. The article describes in detail the mathematical models of the long
line, their implementation in the Matlab environment and exemplary results of computer simulations.
Keywords: power line, state variables, differential scheme.
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