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STRESZCZENIE: Wspotrzedne wtorne punktéw dostosowania po transformacji najczesciej
pozostawia si¢ bez zmian, zachowujac ich wartosci katalogowe. Takie postgpowanie narusza cechg
podobienstwa transformacji Helmerta. W celu minimalizacji skutkéw przedstawionego postgpowania,
wprowadza si¢ tzw. korekty Hausbrandta. W artykule wyprowadzone zostaly wzory na S$ciste
okreslenie srednich btedow wspotrzednych i potozenia punktéw po wprowadzeniu korekt.

Do wyznaczenia parametréw transformacji przyjety zostal model funkcjonalny w formie réwnan
warunkowych z niewiadomymi. W procedurach obliczeniowych uwzgledniono takze model
stochastyczny usci$lajacy relacje dokladno$ciowe wspoirzgdnych (pseudoobserwacje) punktow
dostosowania w uktadzie pierwotnym i wtérnym. Wyprowadzone wzory pozwalaja migdzy innymi na
kwalifikacj¢ punktow po transformacji, do odpowiedniej klasy doktadnos$ciowe;.

1. WPROWADZENIE

Niniejsza publikacja jest kontynuacja wczesniejszych opracowan autora (Beluch,
2007 1 2008) w zakresie oceny doktadnosci wynikow transformacji, uwzgledniajaca
problematyke korekt Hausbrandta. Jak wiadomo korekty te wprowadzane sa do
przetransformowanych wspolrzgdnych z ukladu pierwotnego na uklad wtoérny, gdy
wspolrzgdne punktéw dostosowania pozostawia si¢ bez zmian. Postgpowanie takie ma na
celu zminimalizowanie skutkéw deformacji sieci w przypadku tworzenia po transformacji
zbioru wspdtrzednych wedlug wyzej przedstawionych zasad. W wyniku procesu
obliczeniowego zwiazanego z transformacja i wprowadzeniem korekt zmienia sig
doktadnos¢ potozenia punktow. Wyprowadzone przez autora wzory pozwola na okreslenie
najprawdopodobniejszej oceny doktadnosci potozenia punktéw po wykonaniu podanych
procedur obliczeniowych.
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2. MODEL WYZNACZENIA PARAMETROW TRANSFORMACJI HELMERTA

Przeliczanie wspohrzednych z ukladu pierwotnego na wtorny w transformacji
Helmerta dokonywany jest wzorami:

X; =c+bx; —ay, (1a)

Yit:d+axl-+byi (1b)
gdzie:
X;,y;,— wspolrzedne punktow w uktadzie pierwotnym,
X',Y!— przetransformowane wspotrzedne do uktadu wtérnego,

a,b,c,d - parametry transformacji.

Jak wiadomo parametry transformacji wyznaczamy z uktadu (1a) i (1b) na podstawie
wspotrzednych  punktéw  dostosowania  zakladajac, ze  wspoOhrzgdne te sa
pseudoobserwacjami w ukladzie pierwotnym i wtornym. Z tego wzgledu dla kazdego
punktu dostosowania mozna napisa¢ dwa rownania warunkowe z niewiadomymi:

X, +ve =(eg+de)+(by+db) (5 +ve )~ (ag +da) (7 +v5, ) (2a)
Y +vy =(dy+dd)+(ag +da) (% + vy )+ (0 +d0) (5 + 5, ) (2b)
ktore utworza uktad zapisany w nastgpujacej formie macierzowej:
EVy: +B,Vy +AX+L=0 3)
gdzie:
W, - zbior wspotrzednych wtdrnych punktéw dostosowania,

W, - zbiér wspohrzednych pierwotnych punktow dostosowania,

E — macierz jednostkowa,

by ay 0 3, -% -1 0
—a, -b, 0 ~% -y 0 -1
Bp: ............................. A: ................ (4a)
_bO a yn _xn -1 0
L ~do _bo 12nx2n L™ E” - _” 0 - 1— 2nx4

! kreski nad wspotrzednymi wyrozniaja wspotrzedne dostosowania
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_)?1 _(Co +byx _aofl) |
n _(do +apX +b0;1)

L= =BW-C (4b)

L 12nx1

B=[EB,] 5)
C=[cody-co d0]17;<2n (6)
W=[WyW! =[5 5 X, 7,5 5%, 7 )
VWW =[v)71 Vi Vg, an]lrxzn )
VWP :[V)?l Yy, Vs, V3, ]1T><2n ©)
X=[da db dc ddll, (10)
Pseudoobserwacjom przyporzadkujemy wagi ujgte w nastgpujace formy macierzowe:
PWW = diag[m%1 m% m%ﬂ m)%n ]»1 (11)
oraz
By =diagln? m? - m2 w2 [ 12
gdzie:

PWW’ PWp - macierze wagowe wspolrzednych X,Y punktéw dostosowania
uktadu wtérnego 1 wspotrzednych x,y uktadu pierwotnego.
W wyniku $cistego rozwiazania uktadu (3) otrzymamy

-1
—_| AT[p=! —1p7 |1 T(;l ;IT)I_
X = [A (PWWJerPWpo)A} A'lP7 +B,P7 B! | L= 13

—(ATPAJATPL = UL

K:(PV;L +BPP;7;BZ }‘(AX+L)=P(AX+L) (14)
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[VW ] [PW O ]_[E }

w — ] w K (15)
_ __ T
Vi, 0 Py | |B]

3. OCENA DOKLADNOSCI WYZNACZENIA PARAMETROW
TRANSFORAMCJI

Srednie btedy wyznaczenia parametréw a, b, ¢, d obliczymy wzorem

17! 1
m, = mO\/{AT(P;Vl +B P Bf } A} =m, (ATPAL (16)
w V4 D ke
gdzie:
_ 1 T T
mo = \/2’1 4 (VWW PV7W VV7W + VWP PWP VWP j (17)
k=a,b,c,d.

n — liczba punktéw dostosowania.
Wyrazenie pod pierwiastkiem wzoru (16) jest elementem przekatniowym macierzy

(a7pAJ"

4. KOREKTA WSPOLRZEDNYCH PO TRANSFORMACIJI

Korekta wspoétrzednych po transformacji dokonywana jest wzorem:

X =X} Ve, (18a)
Y=YV (18b)
gdzie:
X tpj,)=’ ;j - skorygowane przetransformowane wspolrzedne z ukiadu pierwotnego
Jj-tego punktu,
X ;j, Y xij - przetransformowane wspotrzedne z uktadu pierwotnego j-tego punktu,

V...V, -korekty (poprawki) Hausbrandta j-tego punktu.
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Poprawki VX, ,V_, liczone sa wzorami

t
pi Yo

n
Ve =Rz Vo =D, RuV;
A o i=1
gdzie:
7
_ i
R.il'_ n
Tji
i=1
j=1,2,...,u
i=1,2,...,n

u — liczba punktow posiadajacych tylko wspolrzedne pierwotne,

n — liczba punkéw dostosowania.

P [()?,. —x\F (7 —Y_;ﬂl

19)

(20)

@n

(22)

5.  WYPROWADZENIE WZOROW NA OKRESLENIE SREDNICH BLEDOW
WSPOLRZEDNYCH X' Y’ ORAZ SREDNICH BLEDOW POLOZENIA
PUNKTOW
Wzory (18a) i (18b) mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie szczegotowej

=tpl =y x 1 0] Ry 0 R, O R, 0 | _V)?

1
i xx ¥ O ay | [da 0 Ry 0 Ry 0 R, |l
=pl K
S N by | [db || | e, )
: = + - :
P B R TR RRRRE <o de [| |
X %
==pu —Vu Fu 0 dO dd Rul 0 Ru2 0 Run 0 "
t — vV V,

I Xu Yu 0 1 Xo X 0 Rul 0 RuZ 0 Run Z "
_—pu i - = . —
— T, R Vi

w
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ogolnie
W', =T,(X, +X)-RVy (23)
Formg liniowa tej funkcji napiszemy w postaci:
W =W +dW' (24)
=p =p() =p
gdzie:

W' - macierz zbioru wspotrzednych przyblizonych,

=po

t . N . .
dW' - macierz rézniczki zupetnej
BAS

A
AW =—=24w (25)

W — zbiér wspotrzednych obejmujacych podzbiory: W, ,Wp i W, (W, - jest podzbiorem
wspotrzednych punktéw w uktadzie pierwotnym nie obejmujacym punktéw dostosowania).

Bardziej szczegotowa forma wzoru (25):

5E[ aﬂt aﬂl dyw
W= = =£ =2 |dW (26)
=7 | oW, oW, oW, ’

dw,
Stosujac (26) w odniesieniu do (23) otrzymamy
dg’p =dT,X)+dT,X+T,dX-RdV; =dT, X+T, dX-RdVj 27)
gdzie:
X=X, +X=[abcd] (28)

Wyznaczymy teraz kolejne iloczyny macierzy wystgpujace we wzorze (27).
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Rézniczkujac macierz T, ze wzoru (22) i mnozac ja przez X otrzymamy:

[~dy, dx;, 0 0] [—ady, +bdx
dx, dy, 0 0 ||a adx +bdy,
LS P bl |
dT, X = = (29)
................... c
-dy, dx, 0 0f|d —ady,+bdx,
| dx, dy, 0 0] | adx, +bdy,

W dostosowaniu do (26) macierz ta przedstawimy w formie:

dwW,
dT, X=[0 0 J,;][dW, (30)
dW,
gdzie:
b —a 0 0 0 0]
a b 0 0 0
0 0 ~a 0 0
0 a b 0 0
Ji3= =-B, @31
0 0 0 0 - b —a
0 0 0 0 - a bl

Macierz  Jjtworzona jest analogicznie jak B ,ale z przeciwnym znakiem
i 0 wymiarach 2u x 2u.

Iloczyn T, d X wystgpujacy we wzorze (27) wyznaczymy zwracajac uwageg, ze
zgodnie z (13) 1 (4b)

X=-U-(BW-C) (32)
stad
dX=-UB dW (33)

C — zgodnie z (6) macierz wartosci przyblizonych,
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a zatem
T, dX=-T,UB dW (34)
Pozostaje do wyznaczenia iloczyn R dVWw wystepujacy we wzorze (27) na
podstawie wzoru(15); (14); (13) i (4b) okreslimy:

Vi =-P;'K =-P;' P(AX+L)=-P;! P(- AUL+L)=P;' P(AU-E)L =

(35)
=P P(AU-E)BW-C)
stad
dVy =P;' PAU-E)BdW (36)
oraz
RdV; =RP;'P(AU-E)BdW (37)
Laczymy (34) z (37):
T,dX-RdV; = [— T,UB - RP;! P(AU —E)B]dW =
" — 38
—[rusre p(aU-E)[EB, JIW -V VB, JaW (38)
Y
Dostosowujac (38) do formy wzoru (26) otrzymamy:
dw,
T,dX-RdVy =-[Y YB, 0]dW, (39)
dw,
Podstawiajac (39) i (30) do (27) napiszemy:
dw,,
, —
dW' =y YB,-J;] aW, (40)
dw,
Stosujac do funkcji (24) z uwzglednieniem (40) prawo kowariancji otrzymamy:
-1
P70 0 v’
c, =mly YB,-3,] o P70 ||B)Y] (41)

=r

0o 0 B |70
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Wymnazajac macierze (41) z uwzglednieniem wczesniej wprowadzonych oznaczen
dojdziemy do postaci
2lvp-l vT -1 pT yT -1 T
CW, =my (YPWWY +YBpPWpB,,Y +BuPWpBu):
=p (42)
2 -1 1T /T -1 T 2lvp-lyT -1 pT
=m0[Y(PWW+BpPWpo)Y +BuPWpBu]:m0[YP Y +BMPWpBu]

Uwzgledniajac wczesniej podane zwiazki pomigdzy oznaczeniami dojdziemy do
ostatecznej formy wzoru na okreslenie sredniego btedu wspotrzednej W
=j

1T 1 AaTplo-l 0T AT
my = m, \/{TZN T/ +RP;! [P~ PAN"'ATP[P;! R +B,P;! B }// (43)

W tym wzorze: W, =X, lub W; =Y, .

Srednie btedy polozenia punktow liczone beda powszechnie stosowanym wzorem

m,. = fmi/ +m£i (44)

6. WNIOSKI KONCOWE

Wyprowadzony wzoér (43) pozwala na wykonanie S$cistej oceny doktadnosci
wspolrzgdnych transformowanych po wprowadzeniu korekt Hausbrandta. Dzigki temu
pozyskujemy informacj¢ o klasie doktadnosciowej wszystkich punktéw po zakonczeniu
procedur obliczeniowych.
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PRECISE ACCURACY EVALUATION OF TRANSFORMED
COORDINATES AFTER HAVING INCLUDED THE HAUSBRANDT
CORRECTIONS

KEY WORDS: accuracy evaluation, transformation of coordinates, Hausbrandt corrections

SUMMARY: Secondary coordinates of common points after transformation are most often left
unchanged, with their catalogue values maintained. This procedure disturbs Helmert transformation
similarity characteristic. The so-called Hausbrandt corrections are introduced to minimise the effects
of the presented procedure. The article contains derivation of formulae allowing to determine
precisely mean square errors of coordinates and positions of points after having included the
corrections.

A functional model in the form of conditional equations with unknowns was adopted in order to
determine transformation parameters. Moreover, also a stochastic model, specifying accuracy
relations for coordinates (pseudo-observations) of common points in primary and secondary systems,
was taken into account in computational procedures. The derived formulae allow, among other things,
classifying points after transformation into an appropriate accuracy class.
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