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Zycie i dzielo Alexandra Grothendiecka*

Céz moze byé pokorniejsze od wody?

Lecz kiedy podmywa skaliste brzegi

I gwaltownie napiera, nic jej sie nie oprze,
Zadna przeszkoda nie zmieni jej biegu.

Lao Tsy: Tao Te King

Opowiadamy tu historie Alexandra Grothendiecka — czlowieka, ktéry
zmienil oblicze matematyki w ciggu okolo 20 lat pracy nad analiza funk-
cjonalng i geometrig algebraiczna. W ubieglym roku minela 75. rocznica
jego urodzin. Ten artykut powstal w kwietniu 2004 r. na podstawie 2 odczy-
tow: na Konferencji Matematyki Poglgdowej w Grzegorzewicach zorganizo-
wanej przez M. Kordosa (sierpien 2003), oraz na Sesji Impangi(!) Hommage
a Grothendieck, zorganizowanej przez autora w Centrum Banacha w War-
szawie (styczen 2004). Gléwnym celem niniejszego artykulu jest przyblizenie
polskim matematykom podstawowych idei matematycznego dzieta Grothen-
diecka.

Alexander Grothendieck urodzil sie w Berlinie w roku 1928. Jego ojciec
Alexander Shapiro (1890-1942) byl rosyjskim Zydem pochodzacym z cha-
sydzkiego miasteczka, gdzie dzisiaj spotyka si¢ Rosja, Ukraina i Biatorus.
Byl dzialaczem politycznym (anarchista) bioracym udzial we wszystkich
waznych rewolucjach w Europie w okresie 1905-1939. W latach dwudzie-
stych i trzydziestych zyl gléwnie w Niemczech, dziatajac w lewicowych ru-

*

Praca napisana w ramach tematu KBN No. 2 PO3A 024 23.

(}) Impanga to nazwa ogélnopolskiej grupy geometrii algebraicznej, dziatajacej od 2000 r.
w Instytucie Matematycznym PAN. W czasie wspomnianej sesji wyklady wyglosili:
M. Chatupnik: Topologie Grothendiecka i kohomologie etalne, T. Maszczyk: Toposy 1 jed-
no$¢ matematyki, J. Gorski: Stogi Grothendiecka na réwninie Mazowsza, O. Kedzierski:
Diaczego kategorie pochodne?, A. Weber: Hipotezy Weila, G. Banaszak: Reprezentacje
l-adyczne, P. Krason: Grupy Mordella-Weila rozmaitosci abelowych.
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chach przeciw rosnacemu w sile nazizmowi. Utrzymywat sie z pracy ulicz-
nego fotografa. W Niemczech spotkal on, urodzona w Hamburgu, Hanke
Grothendieck (1900-1957). (Nazwisko Grothendieck pochodzi z plattdeutsch
— odmiany j. niemieckiego wystepujacej na péinocy Niemiec). Hanka Gro-
thendieck pracowala dorywczo jako dziennikarka, a tak naprawde to pasjo-
nowalo ja pisarstwo. 28 marca 1928 roku urodzita syna Alexandra.

Bardzo mtody Alexander Grothendieck

W latach 1928-1933 Alexander zyl razem z rodzicami w Berlinie. Gdy
Hitler doszedl do wtadzy, rodzice Alexandra wyemigrowali do Francji; on
tymczasem przebywal (przez okolo 5 lat) u przybranej rodziny w Hamburgu,
gdzie uczeszczal najpierw do szkoly, a potem do gimnazjum. W 1939 r.
dotaczyl do rodzicéw we Francji. Jego ojca wkrotce internowano w obozie
Vernet; nastepnie zostal on wydany przez wladze Vichy hitlerowcom i zginat
w 1942 r. w Auschwitz.

Hanka i Alexander Grothendieck przetrwali okupacje nie bez problemow.
W latach 1940-1942 byli internowani — jako ,niebezpieczni cudzoziemcy”
— w obozie Rieucros kolo Mende na poludniu Francji. Nastepnie Hanka
zostala przeniesiona do obozu Gurs w Pirenejach, podczas gdy Alexander
mial mozliwo$é kontynuowania nauki w liceum College Cévenol w miejsco-
woéci Chambon-sur-Lignon w Gérach Cévennes, w potudniowej czesci Ma-
sywu Centralnego. Liceum to, prowadzone przez miejscowych protestantow,
pomoglo przetrwaé¢ okupacje wielu dzieciom zagrozonym w czasie wojny.
Juz wtedy mialo miejsce wydarzenie, ktore pokazalo wyjatkowos¢ umystu
Alexandra — sam zadal sobie pytanie: jak precyzyjnie mierzyé dlugosci
krzywych, pola figur plaskich i objetosci bryl? W refleksji nad tymi pro-
blemami, kontynuowanej w czasie studiow uniwersyteckich w Montpellier
(1945-1948), samodzielnie doszedl do rezultatéw réwnowaznych teorii miary
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i catki Lebesgue’a (2). Jak pisze J. Dieudonné w [D], uniwersytet w Montpel-
lier — w okresie gdy studiowal tam Grothendieck — nie byt ,odpowiednim
miejscem” do poznawania wielkich probleméw matematycznych. ... Na je-
sieni 1948 r. Grothendieck przybyt do Paryza, gdzie spedzit rok jako ,wolny
stuchacz” stynnej Ecole Normale Supérieure (ENS), z ktérej pochodzi wiek-
szo$¢ elity francuskiej matematyki. W szczegblnosci bral udzial w legen-
darnym Seminarium H. Cartana, kt6re tego roku byto poswigcone topologii
algebraicznej. (Wigcej informacji o opowiedzianym do tej pory okresie zycia
Grothendiecka, o jego rodzicach oraz o Francji tamtych lat mozna znalezé
w [C2]).

Ale zainteresowania Grothendiecka zaczynaja si¢ ogniskowa¢ wokot ana-
lizy funkcjonalnej. Za rada Cartana przybywa on w pazdzierniku 1949 r. do
Nancy, gdzie analizg funkcjonalng zajmuja sie J. Dieudonné, L. Schwartz
i inni. Prowadza oni seminarium z przestrzeni Frécheta i ich granic pro-
stych i napotykaja szereg probleméw, ktérych nie potrafia rozwigzac. Pro-
ponuja Grothendieckowi zajecie si¢ tymi problemami i rezultat przechodzi
ich oczekiwania. Grothendieck potrzebuje mniej niz roku, aby rozwigzac
wszystkie te problemy za pomoca bardzo pomystowych konstrukeji. Gdy
staje sprawa jego doktoratu, Grothendieck dysponuje 6 tekstami, z ktorych
kazdy méglby stanowié bardzo dobry doktorat. Swoja rozprawe doktorska
dedykowana matce (3):

Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

HANKA GROTHENDIECK in Verehrung und Dankbarkeit gewidmet

finalizuje w roku 1953. Rozprawa ta, opublikowana w roku 1955 przez Memo-
irs of the Amer. Math. Soc. [18](*), jest zgodnie uznawana za jedno z naj-
wazniejszych wydarzeh w powojennej analizie funkcjonalnej(®). Okres in-
tensywnej pracy Grothendiecka nad analizg funkcjonalng przypada na lata
1950-1955. W swoich pierwszych pracach (napisanych w wieku okoto 22 lat)
Grothendieck stawia wiele pytah o strukturze przestrzeni liniowo-topologicz-
nych lokalnie wypuktych, w szczegblnosci liniowo metrycznych zupeinych.
Pewne z nich wigzg sie z teorig liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych

(2) Te historig dedykuje czytajacym ten artykul nauczycielom — zwracajcie uwagg na
uczniéw, ktérzy potrafia sami stawiaé sobie wazne i naturalne pytania matematyczne —
to z nich bedg sie rekrutowali ,Kolumbowie matematyki”.

(3) Grothendieck byt niezwykle przywigzany do swojej matki. Rozmawial z nig po nie-
miecku. Byla ona autorka wierszy i powiesci (bodaj najbardziej znanym jej utworem jest
autobiograficzna powiesé Fine Frau).

(4) Pelna lista publikacji matematycznych Grothendiecka zostala opublikowana w [C-R],
vol. 1, str. xiii-xx (p. Bibliografia na kofcu pracy). W niniejszym artykule, cytujac jakas
publikacje Grothendiecka, bedziemy podawali jej numer z tej listy.

(3) Jest nazywana czerwong ksigzeczkqg Grothendiecka.



110 P. Pragacz

1 przestrzeniami funkcji analitycznych. Twierdzenie Schwartza o jadrze do-
prowadza Grothendiecka do wyréznienia klasy przestrzeni nuklearnych(®).
Z grubsza méwigc twierdzenie o jadrze orzeka, ze ,porzadne” operatory na
dystrybucjach s3 nadal dystrybucjami; ten fakt Grothendieck wypowiada
abstrakcyjnie jako izomorfizm odpowiednich produktéw tensorowych iniek-
tywnych i projektywnych. Podstawowa trudnos$é, jaka przy wprowadzeniu
teorii przestrzeni nuklearnych sie pojawia, to pytanie, czy dwie interpre-
tacje jader: jako elementéw produktu tensorowego i jako operatoréw linio-
wych, s3 tozsame (w przypadku przestrzeni wymiaru skoficzonego macierze
s w peinej odpowiednio$ci z przeksztalceniami liniowymi). Prowadzi to do
tzw. problemu aproksymacji (postawionego po raz pierwszy w pewnej wer-
sji w stawnej monografii S. Banacha [B]), ktérego glebokie studium zajmuje
sporg czes¢ czerwonej ksiazeczki. Grothendieck odkrywa wiele pieknych réw-
nowaznosci (niektére implikacje byly znane wczeéniej S. Banachowi i S. Ma-
zurowi); miedzy innymi pokazuje, ze problem aproksymacji jest réwnowazny
problemowi 153 z Ksiegi Szkockiej [Ma], postawionemu przez Mazura, a dla
przestrzeni refleksywnych wlasnosé¢ aproksymacji jest réwnowazna tzw. me-
trycznej wlasnosci aproksymacji. Przestrzenie nuklearne zwigzane sg takze
z twierdzeniem Dvoretzky’ego-Rogersa z 1950 r. (rozwigzujacym problem
122 z [Ma]): w kazdej nieskoficzenie wymiarowej przestrzeni Banacha ist-
nieje bezwarunkowo zbiezny szereg, ktéry nie jest absolutnie zbiezny. Gro-
thendieck pokazal, Ze przestrzenie nuklearne to te, dla ktérych bezwarun-
kowa zbieznos¢ szeregu jest réwnowazna ze zbieznoécig absolutng (patrz
[Ma, problem 122 i komentarz]). Podstawowe znaczenie przestrzeni nukle-
arnych bierze si¢ m.in. stad, ze prawie wszystkie pojawiajace si¢ naturalnie
w analizie przestrzenie lokalnie wypukle, ktére nie sg przestrzeniami Bana-
cha, sg nuklearne. Mamy tu na mysli réznorakie przestrzenie funkcji glad-
kich, dystrybucji i funkcji holomorficznych z ich naturalnymi topologiami —
w wielu przypadkach ich nuklearno$¢ pokazal sam Grothendieck.

Inny wazny wynik czerwonej ksigzeczki to réwnowaznoéé produktowej
definicji przestrzeni nuklearnych z okresleniem ich jako granic odwrotnych
przestrzeni Banacha z morfizmami bedacymi operatorami nuklearnymi lub
absolutnie sumujacymi (ktére Grothendieck nazywa semi-integralnymi
z lewa). Badanie réznych klas operatoréw (Grothendieck pierwszy definiuje
je funktorialnie w duchu teorii kategorii) doprowadza go do glebokich wy-
nikéw, ktére zapoczatkowaly nowoczesng, tzw. lokalng teorie przestrzeni
Banacha. Rezultaty te publikuje on w dwéch waznych artykulach [22, 26)

(6) Grothendieck by! przez cale zycie zagorzalym pacyfista. Uwazal, ze stowa ,nuklearne”
mozna uzy¢ tylko do abstrakcyjnych pojeé matematycznych. W czasie wojny w Wietnamie
prowadzil wyklady z teorii kategorii w lesie otaczajacym Hanoi, podczas amerykanskich
bombardowan tego miasta.
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w Bol. Soc. Mat. Sdo Paulo, przy okazji swego pobytu w tym mieécie (1953~
1955). W pracach tych miedzy innymi dowodzi, ze operatory z przestrzeni
miar w przestrzeh Hilberta sa absolutnie sumujace (analitycznie rownowazng
formga jest tzw. nierdwno$é Grothendiecka) oraz formutuje jako hipotezg cen-
tralny problem w teorii cial wypuklych, rozwiazany w 1959 r. przez A. Dvo-
retzky’ego. Wiele bardzo trudnych pytan postawionych w tych pracach zo-
stato rozwiazanych przez P. Enflo (negatywne rozstrzygnigcie w 1972 r. pro-
blemu aproksymacji), B. Maurey’a, G. Pisiera, J. Taskinena («probléme des
topologies» o zbiorach ograniczonych w iloczynach tensorowych), U. Haage-
rupa (niekomutatywny, dla C*-algebr, analog nieréwnosci Grothendiecka),
laureata Medalu Fieldsa — J. Bourgaina, co posrednio mialo wplyw na wy-
niki drugiego ,,Banachowskiego” medalisty Fieldsa — T. Gowersa. Podobno
do dzié otwarty pozostal tylko jeden problem w analizie funkcjonalnej po-
stawiony przez Grothendiecka, patrz [PB, 8.5.19].

Reasumujac, wkiad Grothendiecka w analizie funkcjonalnej to: przestrze-
nie nuklearne, iloczyny tensorowe topologiczne, nieréwnos¢ Grothendiecka
i zwiazki z operatorami absolutnie sumujacymi oraz. .. mnéstwo innych roz- -
proszonych wynikéw. Z tego okresu pracy Grothendiecka pochodzi takze
skromny polonik: jego praca [33] w Studia Mathematica z roku 1961(7).

Odnotujmy, ze bodaj najbardziej znana praca [LP] A. Pelczynskiego
(wspélna z J. Lindenstraussem) o operatorach absolutnie sumujacych jest
oparta na ideach Grothendiecka pochodzacych z pracy [22] (bardzo trudno
czytelnej). To w duzym stopniu dzigki tej pracy Lindenstraussa i Pelczyn-
skiego idee Grothendiecka zostaly przyswojone teorii przestrzeni Banacha.

W roku 1955 nastepuje zmiana matematycznych zainteresowan Grothen-
diecka w kierunku algebry homologicznej. Jest to okres, gdy algebra ho-
mologiczna dzigki pracom H. Cartana i S. Eilenberga Swigci triumfy jako
potezne narzedzie topologii algebraicznej. W roku 1955, w czasie swego po-
bytu na Uniwersytecie w Kansas, Grothendieck opracowuje aksjomatyczng
teorie kategorii abelowych. Jego gléwny wynik méwi, ze snopy moduldw
tworza kategorie abelows posiadajaca wystarczajaco duzo obiektow iniek-
tywnych, co pozwala zdefiniowaé kohomologie o wartosciach w takim snopie
bez ograniczeh na rodzaj snopa oraz przestrzen bazows (ta teoria ukazuje
sie w japonskim czasopi$mie matematycznym Téhoku, patrz [28]).

Po algebrze homologicznej, zainteresowania Grothendiecka kieruja sig
w strone geometrii algebraicznej. Spory wplyw maja tu kontakty z C. Che-
valley’em i J-P. Serre’em. Tego pierwszego darzy Grothendieck wielkg oso-
bista przyjaznig i bierze, w nastepnych latach, udzial w jego stynnym semi-
narium w ENS, wyglaszajac szereg wykladéw z grup algebraicznych i teo-
rii przecigé [81-86]. Drugiego z wymienionych matematykéw, obdarzonego

(") Powyzsze informacje o wkladzie Grothendiecka do analizy funkcjonalnej zaczerpna-
lem giéwnie z [P).
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ogromng wiedzg z geometrii algebraicznej, Grothendieck traktuje jako nie-
wyczerpane 7rédlo wiadomosci na ten temat, zadajac mu mnéstwo py-
tan (ostatnio Francuskie Towarzystwo Matematyczne opublikowalo obszerny
wyciag korespondencji migedzy tymi matematykami [CS]; z tej ksiazki mozna
nauczy¢ si¢ wigcej geometrii algebraicznej niz z niejednej monografii). Arty-
kul Serre’a [S1], budujacy podstawy teorii snopéw i ich kohomologii w geo-
metrii algebraicznej, ma kluczowe znaczenie dla Grothendiecka.

Jednym z pierwszych rezultatéw Grothendiecka w geometrii algebraicz-
nej jest klasyfikacja wiazek holomorficznych nad sferg Riemanna, [25]. Méwi
on, ze kazda taka wigzka jest sumg prostg pewnej liczby poteg tensorowych
tautologicznej wiazki liniowej. Jaki§ czas po opublikowaniu pracy okazalo
sig, ze inne ,wcielenia” tego rezulatu byly znane znacznie wczesniej takim
matematykom jak G. Birkhoff, D. Hilbert, a takze R. Dedekind i H. We-
ber (1892). Historia ta dowodzi — z jednej strony — ogromnego wyczucia,
Grothendiecka na wazne problemy w matematyce, ale z drugiej — takze
braku znajomosci klasycznej literatury. Rzeczywicie, Grothendieck nie byt
»molem ksiazkowym”, wolal poznawaé matematyke w rozmowach z innymi
matematykami. Niemniej ta praca Grothendiecka zapoczatkowatla systema-
tyczne badania nad klasyfikacjg wiazek nad przestrzeniami rzutowymi i in-
nymi rozmaito$ciami.

Geometrig algebraiczng zajmuje si¢ Grothendieck w latach 1956-1970.
Gléwnym motywem przewodnim na poczatku tego okresu jest transfor-
mowanie twierdzef ,absolutnych” (o rozmaito$ciach) na twierdzenia ,re-
latywne” (o morfizmach). Oto przyklad twierdzenia absolutnego(®):

Jezeli X jest rozmaitosciq zupelng (np. rzutowq), F snopem koherent-
nym (np. snopem przekrojéw wigzki wektorowes), to dim H (X, F) < co.

A to jest jego wersja relatywna:

Jezeli f : X — Y jest morfizmem wlaciwym (np. morfizmem miedzy
dwiema rozmaitosciami rzutowymi), F jest koherentny na X, to RIf.F
jest koherentny na Y.

Glowne osiggniecie Grothendiecka z tego okresu zwigzane jest z rela-
tywnym twierdzeniem Hirzebrucha-Riemanna-Rocha. Oryginalny problem,
ktéry motywowal prace nad tym zagadnieniem, mozna sformulowaé naste-
pujaco: dana jest gladka, spéjna rozmaito$é rzutowa X i wigzka wektorowa
E nad X; obliczy¢ dim H°(X, E) czyli wymiar przestrzeni przekrojéw glo-
balnych E. Ogromna intuicja Serre’a podpowiedziala mu, ze ten problem

(]) W dalszej czeéci artykulu bede uzywal pewnych standardowych pojeé i oznaczen
z geometrii algebraicznej (patrz [H]). Przez rozmaitosé — o ile co$ innego nie wynika
z tekstu — bedziemy rozumieli algebraiczna rozmaito$é zespolong. Grupy kohomologii
takiej rozmaitosci — o ile inny snop wspélczynnikéw nie bedzie jasno podany — bedg
mialy za wspélczynniki cialo liczb wymiernych.
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nalezy przeformulowaé uzywajac takze wyzszych grup kohomologii. Miano-
wicie, Serre sformulowal hipoteze, ze liczba

> (-1)'dim H*(X, E)

powinna si¢ wyrazaé przez topologiczne niezmienniki zwigzane z X i F.
Oczywiscie punktem wyjscia Serre’a bylo przeformulowanie klasycznego
twierdzenia Riemanna-Rocha dla krzywej X: dla dywizora D i stowarzy-
szonej z nim wigzki liniowej £(D),

dim H°(X, £(D)) — dim H(X, £(D)) = deg D + %x(X) .

(Analogiczny wzér dla powierzchni byl takze znany).

Hipoteze te udowodnil (w roku 1953) F. Hirzebruch, inspirowany wcze-
$niejszymi pomystowymi rachunkami J. A. Todda. Oto wzér odkryty przez
Hirzebrucha dla rozmaito$ci X wymiaru n:

(%) > (-1)" dim H*(X, E) = deg(ch(E)td X)3n,

gdzie (—)2, oznacza skladowg stopnia 2n elementu w pierécieniu kohomolo-
gii H*(X) oraz

(E)=> e , tdX = Hl—_%:@f

(a; sa tu pierwiastkami Cherna E (°), z; oznaczaja pierwiastki Cherna
wiazki stycznej TX).

Aby sformulowaé wersje relatywnag tego rezultatu, zalézmy, ze mamy
morfizm wlasciwy f : X — Y miedzy gladkimi rozmaito$ciami. Chcemy
zrozumie¢ zwiazek miedzy

chx(=)td X oraz chy(—)tdY,

windukowany” przez f. W przypadku, gdy f : X — Y = pkt, powinniémy
otrzymaé twierdzenie Hirzebrucha-Riemanna-Rocha. Relatywizacja prawej
strony (x) jest prosta: istnieje dobrze zdefiniowane addytywne odwzorowa-
nie grup kohomologii f. : H(X) — H(Y) i deg(z)2, odpowiada f.(z) dla
z € H(X). Jak zrelatywizowaé lewa strone (x) ? Wersje relatywna H7 (X, F)
stanowig R f,F — sa to moduly koherentne, znikajace dla j > 0. Aby
zrelatywizowaé sume alternujaca, Grothendieck definiuje nastepujaca grupe
K(Y) (zwang obecnie grupg Grothendiecka). Jest to grupa ilorazowa ,bar-
dzo duzej” wolnej grupy abelowej generowanej przez klasy izomorfizmu [F]
snop6éw koherentnych na Y, modulo relacje

1= 7+ 7]

(°) Sa to klasy dywizoréw stowarzyszonych z wigzkami liniowymi, rozszczepiajacymi
wigzke E (patrz [H, str. 430]).
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gdy istnieje ciag dokiadny
(*x) 0-F - F-F"-0.

Grupa K(Y') spelnia nastepujaca wlasnos¢ uniwersalnosci: dowolne odwzo-
rowanie ¢ prowadzace z @ Z[F] do grupy abelowej, spelniajace

(% * %) e([F) = =([F]) + =([F"]),
faktoryzuje sie przez K(Y). W naszej sytuacji definiujemy

o([F) =D (1Y [R/ f.F] € K(Y).

Zauwazmy, ze relacja (* * x) wynika z dlugiego ciaggu dokladnego funktoréw
pochodnych

s R F — RIf,F — RIfF — RIS F —

stowarzyszonego z krétkim ciggiem dokladnym (xx) (patrz [H, Rozdz. III}).
Zatem mamy odwzorowanie addytywne

fii K(X) - K(Y).

Teraz relatywne twierdzenie Hirzebrucha-Riemanna-Rocha, odkryte przez
Grothendiecka ([102], [BS]) i noszace znami¢ geniuszu, orzeka przemiennosé
diagramu

KX) —1— K@)
chx(—)td XJ lchy(—)tdY

HX) —I— H®Y).

(Odnotujmy, ze dzieki addytywnosci charakter Cherna ch(—) jest dobrze
okre$lony w K-teorii). Wiecej informacji o réznych aspektach teorii prze-
cieé, ktorej koronnym rezultatem jest opisane tu twierdzenie Grothendiecka-
Riemanna-Rocha, mozna znalezé w [H, Dodatek A]. Twierdzenie to znalazlo
wiele zastosowan w konkretnych obliczeniach klas charakterystycznych.

Grupa K Grothendiecka rozpoczela rozwéj K-teorii, znaczonej pracami
D. Quillena i wielu innych matematykéw. Odnotujmy, ze K-teoria odgrywa
istotng role w wielu dziedzinach matematyki, od teorii operatoréw réznicz-
kowych (twierdzenie Atiyah-Singera) po modularng teori¢ reprezentacji grup
skonczonych (twierdzenie Brauera)(1?).

(1°) W opublikowanym w poprzednim zeszycie Wiadomosci Matematycznych artykule
[A], M. Atiyah podkresla wazna role, jaka odegralo pionierskie wprowadzenie przez Gro-
thendiecka K-teorii do matematyki. Dzieto Grothendiecka dowodzi, ze nie ma zasadniczej
dychotomii miedzy algebra a geometria — wbrew temu, co w [A] sugeruje Atiyah (warto
tez tu nadmienié, ze inspiracje matematyczne Grothendiecka nie pochodzily z fizyki i byly
gléwnie ,natury algebraicznej”).
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Po tym spektakularnym rezultacie Grothendieck zostaje ogloszony ,su-
per-gwiazdg’ geometrii algebraicznej i zaproszony na Migdzynarodowy Kon-
gres Matematyczny w Edynburgu w 1958 r., gdzie szkicuje program zde-
finiowania nad cialem dodatniej charakterystyki teorii kohomologii, ktére
prowadzityby do dowodu hipotez A. Weila, patrz [32]. Hipotezy Weila [W]
sugerowaly glebokie zwigzki miedzy arytmetyka rozmaitoSci algebraicznych
nad cialami skonczonymi i topologia rozmaito$ci algebraicznych nad ciatem
liczb zespolonych. Niech k& = F, bedzie cialem skonczonym o g elementach
oraz k — jego algebraicznym domknieciem. Ustalmy skoficzony uklad wie-
lomianéw jednorodnych n + 1 zmiennych o wspélczynnikach w k. Niech X
(odp. X) bedzie zbiorem zer tego ukladu w n-wymiarowej przestrzeni rzu-
towej nad k (odp. nad k). Przez N, oznaczamy liczbe punktéw X, ktérych
wspolrzedne lezg w ciele Fyr 0 ¢ elementach, r = 1,2,.... ,Organizujemy”
liczby N, w funkcje generujaca zwana funkcjq zeta X:

Z(t) :=exp (i Nrg).

Hipotezy Weila méwia, dla gladkiej rozmaitosci X, o wlasnosciach Z(t),
a takze o zwigzku z klasycznymi liczbami Bettiego ,stowarzyszonej” z X roz-
maitosci zespolonej. Sformulowanie hipotez Weila jest trescia 1.1-1.4 w [H,
Dodatek C] lub W1-W5 w [M, Rozdz. VI, § 12] (obie te listy zaczynaja sie
od hipotezy wymiernoéci funkcji zeta Z(t)). Tamze znajduje sie wiecej infor-
macji wprowadzajacych w problematyke hipotez Weila. Opisana jest takze
historia zmagan z tymi hipotezami, w ktére (oprécz Weila i szkoly Gro-
thendiecka) zaangazowani byli tacy matematycy jak: B. Dwork, J-P. Serre,
S. Lubkin, S. Lang, Yu. Manin i wielu innych.

Hipotezy Weila stajg si¢ podstawowg motywacja dla dzialalnosci Gro-
thendiecka w geometrii algebraicznej w okresie jego pobytu w IHES(1).
Prace w tym instytucie Grothendieck rozpoczyna w 1959 r. i pod jego cha-
ryzmatycznym przewodnictwem zaczyna dzialaé Séminaire de Géométrie
Algébrique du Bois-Marie (od nazwy lasku, w ktérym potozony jest THES).
To seminarium stanie sie przez nastepna dekade $wiatowa ,stolicg” geo-
metrii algebraicznej. Grothendieck, pracujac nad matematyka po 12 godzin
na dobe, szczodrze dzieli sie swoimi ideami matematycznymi ze wsp6ipra-
cownikami. Atmosfere tego wyjatkowego seminarium dobrze oddaje wywiad
[Du] z J. Giraud, jednym z uczniéw Grothendiecka. Skoncentrujmy si¢ na
najwazniejszych ideach towarzyszacych Grothendieckowi w IHES(!2).

(1) THES = Institut des Hautes Etudes Scientifiques: matematyczny instytut badawczy
w Bures-sur-Yvette pod Paryzem — fantastyczne miejsce do zajmowania si¢ matematyka,
takze ze wzgledu na urocza kantyne, gdzie wina i chleba chyba nigdy nie zabraknie.

(12) Patrz takze [D], gdzie bardziej szczegélowo oméwiona jest teoria schematéw.
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Pawilon muzyki w IHES w Bures-sur-Yvette.

Tu odbywaly sie pierwsze seminaria z geometrii algebraicznej.

Schematy to obiekty pozwalajace na unifikacje geometrii, algebry prze-
mienne;j i teorii liczb. Niech X bedzie zbiorem, a F' bedzie cialem. Rozwazmy
pierscien

FX = {funkcje f: X — F}

z mnozeniem ,,po wartosciach”. Dla x € X definiujemy o : F' X — F kladac
f — f(x). Jadro a, jest idealem maksymalnym; to pozwala nam na iden-
tyfikacje X ze zbiorem idealéw maksymalnych F¥X. A wiec zastepujemy X
— obiekt prostszy — przez obiekt bardziej skomplikowany, jakim jest zbior
idealéw maksymalnych w FX . Warianty tej idei pojawialy si¢ w pracach M.
Stone’a z teorii krat boolowskich i w pracach I. M. Gelfanda o przemien-
nych algebrach Banacha. W algebrze przemiennej tego typu idee pojawity
sie po raz pierwszy w pracach M. Nagaty i E. Kéhlera. Pod koniec lat pig¢-
dziesiatych wielu matematykéw w Paryzu (np. Cartan, Chevalley, Weil, .. .)
intensywnie szukalo uogdlnienia pojecia rozmaitodci algebraicznej nad cia-
lem algebraicznie domknietym.

Serre pokazal, ze pojecie lokalizacji pierécienia przemiennego prowadzi
do snopa nad spektrum Specm idealéw maksymalnych (dowolnego) pier-
cienia przemiennego. Odnotujmy, ze A — Specm(A) nie jest funktorem
(przeciwobraz idealu maksymalnego nie musi by¢ maksymalny). Z drugiej
strony

A — Spec(A) := {idealy pierwsze w A}
jest funktorem. Wydaje sig, ze to P. Cartier w 1957 r. jako pierwszy zapropo-
nowal: przestrzen upierscieniona (X, Ox) lokalnie izomorficzna ze Spec(A)
to wlasciwe uogélnienie klasycznej rozmaitosci algebraicznej (choé byt to
owoc spekulacji wielu geometrow algebraicznych). Taki obiekt nazwano sche-
matem.
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Grothendieck planowal napisanie 13-tomowego wykladu geometrii alge-
braicznej EGA(!®) w oparciu o schematy, koficzacego si¢ dowodem hipotez
Weila. Wyszly 4 tomy EGA napisane wspélnie z Dieudonné. Gwoli prawdy
trzeba dodaé, ze duza cze$¢ materiatu, jaki mial sie pojawi¢c w dalszych
tomach, ukazala sie w SGA(!*) — publikacjach z seminarium geometrii al-
gebraicznej w IHES. (Podrecznik [H], do ktérego si¢ czgsto odwolujemy, jest
dydaktycznym streszczeniem najbardziej uzytecznych wiadomosci z EGA,
dotyczacych schematéw i kohomologii).

Przejdzmy teraz do konstrukcji w geometrii algebraicznej uzywajacych
funktoréw reprezentowalnych. Ustalmy pewien obiekt X z kategorii C. Sto-
warzyszamy z nim funktor kontrawariantny z C do kategorii zbioréw,

hx (Y) = MorC(Y, X)

Na pierwszy rzut oka trudno wyobrazié sobie jaki§ uzytek z tak prostego
przyporzadkowania. Ale znajomo$¢ tego funktora wyznacza jednoznacznie
(z dokladno$cig do izomorfizmu) obiekt X, ktéry go ,reprezentuje” (jest to
treScia lematu Yonedy). W zwiazku z tym jest rzecza naturalna przyjecie
nastepujacej definicji. Funktor kontrawariantny z C do kategorii zbioréw na-
zywamy reprezentowalnym (przez X), gdy jest on postaci hx dla pewnego
obiektu X z C. Grothendieck po mistrzowsku wykorzystuje wlasnosci funk-
toréw reprezentowalnych do konstrukeji rozmaitych przestrzeni parametrow.
W geometrii algebraicznej czesto spotykamy takie przestrzenie. Koronnym
przykladem jest tu Grassmannian parametryzujacy podprzestrzenie liniowe
ustalonego wymiaru w ustalonej przestrzeni rzutowej. Naturalne jest pyta-
nie, czy istnieja ogdlniejsze schematy parametryzujace podrozmaito$ci usta-
lonej przestrzeni rzutowej z pewnymi ustalonymi liczbowymi niezmienni-
kami.

Niech S bedzie schematem nad cialem k. Rodzing domknietych podsche-
matéw przestrzeni P™ z bazq S bedziemy nazywali domkniety podschemat
X C P™ xi S wraz z naturalnym morfizmem X — S. Ustalmy wielomian
numeryczny P. Grothendieck rozwaza funktor ¥¥ z kategorii schematéw
do kategorii zbioréw, przyporzadkowujacy schematowi S zbiér ¥F(S) pta-
skich rodzin domknietych podschematéw P™ z baza S i wielomianem Hil-
berta P. Jezeli f : S8’ — S jest morfizmem, to U¥(f) : ¥F(S) — ¥F(S)
przyporzadkowuje rodzinie X — S rodzing X’ = X xg 8" — S’. Grothen-
dieck dowodzi, ze funktor ¥¥ jest reprezentowany przez schemat (zwany
schematem Hilberta), ktéry jest rzutowy [74](1°). Jest to rezultat (bardzo)

(13) EGA — Eléments de Géométrie Algébrique, wydane przez Publ. IHES i Springer
Verlag [57-64].

(*4) SGA — Séminaire de Géométrie Algébrique, wydane w serii Springer Lecture Notes
in Mathematics i (SGA 2) przez North-Holland [97-103].

(1%) W rzeczy samej, Grothendieck dowodzi znacznie bardziej ogblnego rezultatu dla
schematéw rzutowych nad bazowym schematem Noetherowskim.
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nieefektywny — na przyklad ciagle otwarty jest problem, ile sktadowych
nieprzywiedlnych maja schematy Hilberta krzywych w tréjwymiarowe] prze-
strzeni rzutowej, z ustalonym genusem i stopniem. Niemniej w wielu rozwa-
zaniach geometrycznych wystarczy wiedzie¢, ze taki obiekt w ogodle istnieje
i dlatego to twierdzenie Grothendiecka znajduje wiele zastosowan. Bardziej
ogélnie, Grothendieck konstruuje tzw. Quot-schemat parametryzujacy (pta-
skie) snopy ilorazowe ustalonego snopa koherentnego, z ustalonym wielomia-
nem Hilberta [73]. Quot-schemat znajduje wiele zastosowan w konstrukcji
przestrzeni moduli wigzek wektorowych. Jeszcze innym schematem, skon-
struowanym przez Grothendiecka w tym duchu, jest schemat Picarda |75,
76).

W roku 1966 Grothendieck otrzymuje Medal Fieldsa za wkiad wniesiony
do analizy funkcjonalnej, za twierdzenie Grothendiecka-Riemanna-Rocha
i za wklad w teorie schematéw (patrz [S2]).

Alexander Grothendieck

Najwazniejszym jednak tematem badan Grothendiecka w IHES jest teo-
ria kohomologii etalnych. Przypomnijmy, ze dla potrzeb hipotez Weila chodzi
tu o skonstruowanie odpowiednika teorii kohomologii rozmaitosci zespolo-
nych dla rozmaitodci algebraicznych nad cialem dodatniej charakterystyki
(ale o wspolezynnikach w ciele charakterystyki zero, aby mozna byto obliczac
liczby punktéw statych morfizmu jako sumy $ladéw na grupach kohomologii,
a la Lefschetz). Niepowodzeniem zakonczyly si¢ wezeéniejsze proby wykorzy-
stania do tego celu ,klasycznej” topologii uzywanej w geometrii algebraicz-
nej — topologii Zariskiego (podzbiory domkniete = podrozmaitosci algebra-
iczne), zbyt ,ubogiej” dla potrzeb homologicznych. Grothendieck zauwaza,
ze ,dobra” teori¢ kohomologii mozna zbudowaé rozwazajac rozmaitosé wraz
z jej wszystkimi nierozgalezionymi nakryciami (patrz [32], gdzie opisany jest
szcezegdlowo kontekst tego odkrycia). To jest poczatek teorii topologii etalne]
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rozwinietej wspélnie z M. Artinem i J-L. Verdierem. Genialnym pomystem
Grothendiecka jest rewolucyjne uogdlnienie pojecia topologii, réznigce sig
od klasycznej przestrzeni topologicznej tym, ze ,zbiory otwarte” nie zawie-
rajg sie wszystkie w jednym zbiorze, ale posiadaja podstawowe wlasnosci
pozwalajace zbudowaé ,zadawalajaca” teorie kohomologii snopéw.

Zrédla tych idei omawia (szkicowo) nastepujaca dyskusja Cartiera [C1].
Gdy uzywamy snopéw na rozmaitosci X lub badamy kohomologie X
o wspélczynnikach w snopach, kluczowsa role gra krata zbioréw otwartych
w X (punkty X grajarole drugorzedna). W dyskusji tej mozemy wigc ,zasta-
pi¢” — bez wiekszej szkody — rozmaitos¢ przez krate jej zbioréw otwartych.
Pomyst Grothendiecka polega na adaptacji idei B. Riemanna, ze wielowarto-
$ciowe funkcje holomorficzne ,zyja” tak naprawde nie na zbiorach otwartych
plaszczyzny zespolonej, ale na odpowiednich powierzchniach Riemanna, ja
nakrywajacych (Cartier uzywa sugestywnego okreslenia «les surfaces de Rie-
mann étalées»). Miedzy tymi powierzchniami Riemanna istniejg rzutowania
i w zwiazku z tym tworzg one obiekty pewnej kategorii. Krata jest przykla-
dem kategorii, w ktérej miedzy dwoma obiektami istnieje co najwyze]j jeden
morfizm. Grothendieck proponuje wiec zastapié krate zbioréw otwartych
przez kategorie otwartych zbioréw etalnych. Zaadaptowana do geometrii al-
gebraicznej ta idea rozwigzuje podstawows trudno$¢ zwigzang z brakiem
twierdzenia o funkcjach uwiklanych dla funkcji algebraicznych; umozliwia
ona takze funktorialne spojrzenie na snopy etalne.

Kontynuujmy naszg dyskusje w spos6b bardziej formalny. Przypusémy,
ze dana jest kategoria C, w ktérej istnieja produkty widkniste. Zadanie to-
pologii Grothendiecka na C to zadanie, dla kazdego obiektu X € C, zbioru
Cov(X) rodzin morfizméw {f; : X; — X}ic; nazywanych pokryciami X,
przy czym spelnione maja byé nastepujace warunki:

1) {id : X — X} € Cov(X);

2) jezeli {f; : X; — X} € Cov(X), to otrzymana zen, za pomocg zamiany
bazy Y — X, rodzina {X; xx Y — Y} nalezy do Cov(Y);

3) jezeli {X; — X} € Cov(X) oraz, dla kazdego i, {Xi;; — X;} €
Cov(X;), to podwdjnie indeksowana rodzina {X;; — X} nalezy do Cov(X).

Jezeli w C zdefiniowane sg sumy proste — zalézmy, ze to ma miejsce — to
rodzing {X; — X} mozna zastapié¢ jednym morfizmem

X=][xi-X.
i
Wyréznienie pokry¢ pozwala méwié o snopach i ich kohomologiach. Funktor

kontrawariantny F' z C do kategorii zbioréw nazywa sie snopem zbiordéw, jesli
dla dowolnego pokrycia X’ — X, spelniony jest warunek

F(X)={s' € F(X) : pi(s') = p3(s')},
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gdzie p1, p2 s3 dwoma rzutami X’ x x X’ na X’. Kanoniczng topologiq w ka-
tegorii C nazywamy ,najbogatsza w pokrycia” topologie, w ktérej wszystkie
funktory reprezentowalne sg snopami. Jezeli, na odwrét, dowolny snop w to-
pologii kanonicznej jest funktorem reprezentowalnym, to kategoria C nazy-
wana jest toposem. Wiecej informacji o topologiach Grothendiecka mozna
znalez¢, na przyktad, w [BD].

Wr6émy do geometrii. Wazne, a nawet bardzo wazne: powyzsze f; nie
muszg by¢ wlozeniami! Najwazniejszym przykiadem topologii Grothendie-
cka jest topologia etalna, gdzie f; : X; — X to morfizmy etalne(1®) indu-
kujace suriekcje [, X; — X. Zbudowana wczeéniej maszyneria kohomolo-
giczna zastosowana do tej topologii prowadzi do konstrukcji kohomologii
etalnych HZ, (X;—). O ile podstawowe idee s3 w miare proste, o tyle spraw-
dzenie wielu szczeg6low technicznych, dotyczacych wiasnoséci kohomologii
etalnych, wymagalo ciezkiej, wieloletniej pracy, w ktérg zaangazowani byli
»kohomologiczni” uczniowie Grothendiecka: P. Berthelot, P. Deligne, L. Il-
lusie, J. P. Jovanolou, J-L. Verdier i kilku innych, sukcesywnie uzupetnia-
Jacych szczegdly coraz to nowych rezultatéw szkicowanych przez Grothen-
diecka. Owoce pracy szkoty Grothendiecka nad kohomologiami etalnymi sg
opublikowane w [100] (17).

Do dowodu hipotez Weila potrzebny byl pewien wariant kohomologii
etalnych — kohomologie l-adyczne. Ich podstawowe wlasnosci, a zwlaszcza
formuta typu Lefschetza, pozwolily dowie$é Grothendieckowi kilku hipotez
Weila, ale najtrudniejsza z nich — analog hipotezy Riemanna — pozosta-
wala ciggle do udowodnienia. W jej udowodnieniu odegral Grothendieck
podobng rolg jak biblijny Mojzesz, ktéry wyprowadzil Izraelitéw z Egiptu
w kierunku Ziemi Obiecanej: byt ich przewodnikiem przez znaczng czesé
drogi, ale nie dane mu bylo osiagnaé ostatecznego celu. W przypadku hipo-
tezy Weila-Riemanna ten cel osiagnal najzdolniejszy uczen Grothendiecka
— Deligne. (Plan Grothendiecka dowodu hipotezy Weila-Riemanna, poprzez
udowodnienie tzw. hipotez standardowych jest do dzi§ niezrealizowany —
hipotezy te oméwione sa w [44]).

W roku 1970 Grothendieck przypadkowo odkrywa, ze cze$¢ pieniedzy
na finansowanie IHES pochodzi ze zrédel wojskowych. Natychmiast odcho-
dzi z IHES. Otrzymuje pozycje na prestizowej College de France. Jednakze
w tym momencie (ma wtedy okolo 42 lat) sa juz rzeczy, ktére interesuja
go bardziej niz matematyka: trzeba ratowaé zagrozony z wielu stron $wiat!
Grothendieck wspélzakiada grupe ekologiczna pod nazwa Survivre et Vivre

(*¢) Sa to gtadkie morfizmy relatywnego wymiaru zero. Dla rozmaitodci gtadkich sa to
morfizmy indukujgce izomorfizmy na przestrzeniach stycznych we wszystkich punktach —
oczywiscie takie morfizmy nie muszg by¢ monomorfizmami; ogélng dyskusje morfizméw
etalnych mozna znalezé w [M].

(*") Dydaktyczny wyklad kohomologii etalnych mozna znalezé w [M].
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(Przezyé i 2yé). W tej grupie towarzysza mu dwaj znakomici matematycy
i przyjaciele: C. Chevalley i P. Samuel. Grupa ta wydaje w latach 1970-
1975 czasopismo pod tym samym tytutlem. Zgodnie ze swoim temperamen-
tem, Grothendieck angazuje sie w te dzialalno$¢ bez reszty i juz wkrétce
jego wyktady na College de France niewiele dotycza matematyki, a bardziej
tego, jak... unikngé wojny Swiatowej i jak zy¢ ekologicznie. Skutek jest
taki, ze Grothendieck musi szuka¢ sobie nowej pracy. Otrzymuje propozy-
cje profesury na ,macierzystym” uniwersytecie w Montpellier. Osiedla si¢
wkrétce na farmie kolo tego miasta i pracuje jako ,szeregowy” pracownik
dydaktyczny na uniwersytecie. Pracujagc w Montpellier, pisze kilka (dlugich)
szkicéw nowych teorii matematycznych, prébujac uzyskaé mozliwo$¢ pracy
w CNRS(!8) oraz zdolnych studentéw z ENS jako swoich wsp6ipracownikéw.
Studentéw z ENS ,nie otrzymuje”, ale ostatnie 4 lata przed emerytura, na
ktéra przechodzi w wieku 60 lat, jest zatrudniony przez CNRS. Te szkice
sg obecnie rozwijane przez kilka grup matematykéw; jest to dobry temat na
oddzielny artykul.

W Montpellier powstajg tez ,matematyczne” pamietniki Grothendiecka
Récoltes et Semailles (Zbiory i siewy) [G1](1°). Sa tam fantastyczne frag-
menty, ktére méwia o jego widzeniu matematyki, o pierwiastku ,meskim”
i ,zenskim” w matematyce i stu innych pasjonujacych rzeczach. Pamiet-
niki te zawierajg takze obszerny opis relacji Grothendiecka ze spoleczno-
Scig matematyczng oraz bardzo krytyczna ocene jego bylych ucznidw....
Ale porozmawiajmy o przyjemniejszych rzeczach. Méwigc o swoim wzorcu
matematyka, Grothendieck bez wahania wymienia E. Galois. I tu mamy
nastepny polonik: na Grothendiecku w mlodosci duze wrazenie wywarta
ksigzka polskiego fizyka L. Infelda Wybraricy Bogéw, wlasnie o Galois(?°).
Z bardziej wspotczesnych matematykéw, Grothendieck bardzo ciepto wspo-
mina J. Leray’a, A. Andreotti’ego i C. Chevalley’a. Jest charakterystyczne,
ze dla Grothendiecka zawsze szalenie wazny jest ludzki aspekt kontaktéw
z innymi matematykami. Piszac [G1] moéwi:

Si dans Récoltes et Semailles je m’addresse a quelqu’un d’autre encore
qu’a moi-méme, ce n’est pas & un «publicy. Je m’y adresse a toi qui me lis
comme a une personne, etaunepersonne se ule. Czyli, w dosé
swobodnym ttumaczeniu: Jesli w ,,Zbiorach i siewach” zwracam si¢ do kogo-
kolwiek oprécz mnie samego, to na pewno nie do ,,publicznosci”. Ja zwracam
sie osobiscie do Ciebie, Czytelniku, i to jako do osoby indywidualnej.

(18) CNRS — Centre National de la Recherche Scientifique, francuska instytucja zatrud-
niajaca badaczy bez formalnych obowiazkéw dydaktycznych.

(*°) Pamietniki te sa dostgpne w bibliotece IM PAN w Warszawie.

(?9) Znowu apel do nauczycieli: ta ksiagzka powinna by¢ lektura rekomendowana (nie tylko)
dla licealistéw interesujacych sie¢ matematyka.
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Moze to trudne doéwiadczenie samotnosci, jaka towarzyszyla mu przez cale
zycie, uczynito go tak wrazliwym na tym punkcie?

W roku 1988 Grothendieck odmawia przyjecia prestizowej Nagrody Cra-
foorda, ktérag mu przyznala, wspélnie z Deligne’em, Szwedzka Krolewska
Akademia Nauk (olbrzymie pieniadze!). Zacytujmy najwazniejszy, wedlug
mnie, fragment listu Grothendiecka do Szwedzkiej Akademii w tej sprawie
(patrz [G2]):

Je suis persuadé que la seule épreuve décisive pour la fécondité d’idées
ou d’une vision nouvelles est celle du temps. La fécondité se reconnait par la
progéniture, et non par les honneurs. Czyli: Jestem przekonany, ze jedynego
dowodu plodnosci nowych idei czy wizji dostarczy czas. Plodnos¢ rozpoznaje
sie po owocach, a nie poprzez zaszczyty .

Dodajmy, ze list ten zawiera takze niezwykle krytyczng oceng etyki zawo-
dowej spoleczno$ci matematycznej lat 70-tych i 80-tych XX wieku. ...

Ale czas na pewne podsumowania. Oto 12 najwazniejszych tematéw
pracy Grothendiecka w matematyce — kopiuje je po francusku z [G1], cza-
sem dodajac jaki§ komentarz.

1. Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires.

2. Dualité «continue» et «discréten (catégories dérivées, «six opéra-
tionsy).

3. Yoga Riemann-Roch-Grothendieck (K-théorie, relation & la théorie
des intersections).

4. Schémas.

5. Topos.

(Toposy, jak to zasygnalizowaliSmy powyzej, realizuja, w odr6znieniu od
schematéw, ,geometrie bez punktéw” — patrz takze [C1] i [C2]. Grothen-
dieck darzyl toposy wigksza ,miloscig” niz schematy. Najwyzej cenil topolo-
giczne aspekty geometrii, prowadzace do odpowiednich teorii kohomologii).

6. Cohomologie étale et l-adique.

7. Motifs et groupe de Galois motivique (®-catégories de Grothendieck).

8. Cristaux et cohomologie cristalline, yoga «coefficients de De Rhamp,
«coefficients de Hodge». ..

9. «Algebre topologique»: co-champs, dérivateurs; formalisme cohomolo-
gique des topos, comme inspiration pour une nouvelle algebre homotopique.

10. Topologie modérée.

11. Yoga de géométrie algébrique anabélienne, théorie de Galois-Teich-
miiller.

(Ten punkt uwazal Grothendieck za najtrudniejszy i ,najgtgbszy”. Ostat-
nio wazne rezultaty na ten temat uzyskal F. Pop.)

12. Point de vue «schématique» ou «arithmétique» pour les polyédres
réguliers et les configurations réguliéres en tous genres.
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(Te tematyke rozwijal Grothendieck po przeniesieniu si¢ z Paryza do
Montpellier w chwilach wolnych od pracy na rodzinnej farmie winnej).

Wielu matematykéw kontynuowalo tematy 1-12 i z tego powstal spory
kawalek matematyki konca XX wieku. Wiele idei Grothendiecka jest ak-
tywnie rozwijanych obecnie i z pewnosciag bedzie mialo wazny wplyw na
matematyke XXI wieku.

WymieAimy najwazniejszych kontynuatoréw dzieta Grothendiecka (jest
wéréd nich kilku medalistéw Fieldsa):

1. Deligne: petny dowéd hipotez Weila w 1973 r. (w duzej mierze w opar-
ciu o techniki SGA);

2. G. Faltings: dow4d hipotezy Mordella w 1983 r.;

3. A. Wiles: dowéd Wielkiego Twierdzenia Fermata w 1994 r.;

(bez EGA trudno sobie wyobrazi¢ 2. i 3.)

4. V. Drinfeld, L. Lafforgue: dowéd odpowiednio$ci Langlandsa dla peinej
grupy liniowej nad ciatami funkcyjnymi;

5. V. Voevodsky: Teoria motywéw i dowéd hipotezy Milnora.(**)

Ten ostatni punkt zwigzany jest z nastgpujacym ,marzeniem” Grothen-
diecka: powinna istnie¢ ,, Abelianizacja” kategorii rozmaitosci algebraicznych
— kategoria motywéw wraz z kohomologiami motywicznymi, z ktdrych da-
loby sie odczytaé rozmaitosé Picarda, grupy Chow itp. A. Suslin i V. Vo-
evodsky skonstruowali kohomologie motywiczne spelniajace postulaty Gro-
thendiecka.

W sierpniu 1991 Grothendieck opuszcza nagle swbj dom, nie informujac
nikogo, i udaje sie¢ w nieznane miejsce gdzie§ w Pirenejach. Poswigca sig
filozoficznym medytacjom (wolny wybor, determinizm, a takze istnienie. ..
diabla w $wiecie; wczeéniej napisal ciekawy tekst La clef des songes o tym,
jak doszed} do istnienia Boga na podstawie analizy marzefi sennych). Pisze
tez teksty o fizyce. Nie zyczy sobie kontaktéw ze §wiatem zewngtrznym.

Zmierzamy do konica. Oto garsé refleks;ji.

Przytoczmy nastepujace stowa Grothendiecka z [G1] o tym, co go naj-
bardziej fascynowalo w matematyce:

C’est dire s’il y a une chose mathématique qui (depuis tojours sans doute)
me fascine plus que toute autre, ce n’est ni «le nombrey, ni «la grandeury,
mais toujours la for m e. Et parmi les mille-et-un visages que choisit
la forme pour se révéler a nous, celui qui m’a fasciné plus que tout autre
et continue & me fasciner, c’est la structure cachée dans les
choses mathématiques. Czyli: Jesli istnieje jakas rzecz w matematyce, ktora
fascynuje mnie bardziej niz inne (i to z pewnoscig od zawsze), to nie jest
to ani ,liczba”, ani ,wielkos$¢”, ale zawsze ,forma”. I pomiedzy tysiac i jed-
nym obliczem, jakie forma wybierze, aby nam si¢ objawi¢, to ktére mnie

(21)  Szczegblowe oméwienie zawartosci punktéw 4. i 5. mozna znalezé w artykutach [L]
i [CW] w WiadomoS$ciach Matematycznych.
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fascynowalo najbardziej i fascynuje nadal, to struktura ukryta w obiektach
matematycznych.

Jest doprawdy zdumiewajace, ze owocami tej refleksji Grothendiecka nad
oforma” i , strukturg” sg teorie, ktére dostarczajg narzedzi (o precyzji dotad
nie spotykanej) do obliczania konkretnych wielkosci liczbowych i znajdowa-
nia jawnych relacji algebraicznych. W geometrii algebraicznej przykladem
takiego narzedzia jest twierdzenie Grothendiecka-Riemanna-Rocha. A oto
inny, mniej znany przyklad. Jezyk A-pierscieni Grothendiecka [102] pozwala
na traktowanie funkcji symetrycznych jako operatoréw na wielomianach. To
z kolei umozliwia jednolite podejscie do szeregu klasycznych wielomianéw
(np. symetrycznych, ortogonalnych) i wzoréw (np. interpolacyjnych czy po-
chodzacych z teorii reprezentacji pelnej grupy liniowej i grupy symetrycz-
nej). Te wielomiany i wzory sa czesto zwiazane z nazwiskami takich ma-
tematykéw jak: E. Bézout, A. Cauchy, A. Cayley, P. Czebyszew, L. Euler,
C.F. Gauss, C.G. Jacobi, J. Lagrange, E. Laguerre, A-M. Legendre, I. New-
ton, I. Schur, T.J. Stieltjes, J. Stirling, J.J. Sylvester, J.M. Hoene-Wronski
i inni. Co wiecej, jezyk A-pierScieni pozwala znajdowaé uzyteczne algebro-
kombinatoryczne uogélnienia rezultatéw tych klasykéw, patrz [La]. Dzielo
Grothendiecka pokazuje, ze nie ma zasadniczej dychotomii miedzy ,iloScio-
wymi” i ,jako$ciowymi” aspektami matematyki.

Niewatpliwie powyzszy punkt widzenia pomdgl Grothendieckowi wyko-
na¢ ogromng prace w kierunku unifikacji waznych tematéw geometrii, to-
pologii, arytmetyki i analizy zespolonej. Wiaze sie on tez z zamilowaniem
Grothendiecka do studiowania probleméw matematycznych w maksymalnej
ogdblnosci.

Styl pracy Grothendiecka dobrze oddaje nastepujaca jego opowiastka,
z [G1]. Przypusémy, ze chcemy dowie$¢ twierdzenia, ktdre jest hipoteza. Sa
2 skrajne sposoby, aby to zrobi¢. Pierwszy: na sile. Tak jak chcemy dostaé
sie do srodka orzecha: za pomocg dziadka do orzecha roztupujemy skorupe
i dostajemy sie¢ do owocu orzecha w $rodku. Ale jest tez inny sposéb. Wkta-
damy orzech do ptynu zmiekczajacego i czekamy cierpliwie jaki§ czas, po
czym wystarczy lekkie naci$niecie palcem i orzech sam sie otwiera. Ci wszy-
scy, ktérzy czytali prace Grothendiecka, nie majg watpliwoéci, ze wlasnie ta
druga metoda byta jego metoda pracy w matematyce. Cartier [C1] podaje
jeszcze bardziej sugestywna charakteryzacje tej metody: jest to metoda Jo-
zuego zburzenia muréw Jerycha. Chcemy dostaé sie do Jerycha, strzezonego
przez wysokie mury. Jezeli obejdziemy mury Jerycha dookola wystarcza-
jaco wiele razy, nadwatlajac (przez rezonans) ich konstrukcje, to na koncu
wystarczy zadaé¢ w traby, wznieS¢ gromki okrzyk i... mury Jerycha rung!

Podzielmy sie nastepujaca wskazéwka przede wszystkim dla mliodych
matematykéw. Grothendieck przywigzywal duza wage do spisywania swoich
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matematycznych rozwazan. Sam proces pisania i redagowania swoich tek-
stéw matematycznych traktowal jako integralng czeéé swojej tworczej pracy,
patrz [He].

Oddajmy jeszcze glos Dieudonnému, wiernemu $wiadkowi dzieta Gro-
thendiecka, matematykowi o przeogromnej encyklopedycznej wiedzy. Napi-
sal on (patrz [D]) w 60. rocznice urodzin Grothendiecka (czyli okolo 15 lat
temu):

Niewiele jest przykladéw w matematyce teorii tak monumentalnej i owoc-
nej, bedgcej dzielem pojedynczego czlowieka w tak krétkim czasie.

Zgodnie wtéruja mu edytorzy The Grothendieck Festschrift [C-R] (gdzie
ukazatl si¢ artykul [D]), piszac we wstepie:

Trudno jest ogarngé w pelni rozmiar wkladu i wplywu Grothendiecka
na XX-wieczng matematyke. Zmienil on sposdb naszego myslenia o wielu
dziedzinach matematyki. Wiele jego idei, rewolucyjnych w momencie naro-
dzenia, wydaje sie obecnie tak naturalnymi, jakby byly obecne w matematyce
od zawsze. W rzeczy samej, istnieje cala nowa generacja matematykéw, dla
ktorej idee Grothendiecka sq czg$cig matematycznego krajobrazu, generacja,
ktéra nie potrafi sobie wyobrazié matematyki bez tego, co do niej wnidst Gro-
thendieck.

Przygotowujac ten artykul zapytatem kilku znajomych francuskich ma-
tematykéw: czy Grothendieck jeszcze zyje? Odpowiedzi, jakie otrzymalem,
mozna streéci¢ w sposob nastepujacy: ,Niestety, jedyna wiadomoscia, jaka
otrzymamy na temat Grothendiecka, bedzie wiadomo$¢ o jego $mierci. Skoro
jej nie otrzymaliémy, to znaczy, ze on zyje”. 28 marca 2004 Grothendieck
skonczy! 76 lat.

Bibliografia zwiazana z dzielem Grothendiecka jest olbrzymia i oczywi-
écie wykracza poza ramy tego skromnego artykulu. Cytowane sa jedynie
pozycje bibliograficzne, do ktérych bezposrednio odwotujemy si¢ w tekscie.
W nich mozna znalezé bardziej szczegélowe odniesienia do bibliografii Gro-
thendiecka i literatury innych autoréw, po$wieconej jego osobie i jego dzietu.
Goraco rekomendujemy odwiedzanie strony internetowe;:

http://www.grothendieck-circle.org/
Na tej stronie mozna znalezé wiele ciekawych materialéw matematycznych,
biograficznych i innych o Grothendiecku i jego rodzicach.

Podziekowania. Serdecznie dzigkuje: Marcinowi Chalupnikowi, Paw-
lowi Domanskiemu i Adrianowi Langerowi za krytyczng lekturg wczesniej-
szych wersji tego tekstu i za cenne uwagi wzbogacajace jego tres¢ meryto-
ryczng, Bronistawowi Jakubczykowi, Wojciechowi Pieczyfskiemu i Jerzemu
Trzeciakowi za pomoc w tlumaczeniu fragmentéw [Cl1], [{G1] i [G2], Tade-
uszowi Nadziei za zaproszenie do opublikowania tego artykutu w Wiadomo-
$ciach Matematycznych oraz Janowi Krzysztofowi Kowalskiemu za praco-
chlonng pomoc przy jego stronie redakcyjnej.
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Dziekuje takze Marie-Claude Vergne za pozwolenie opublikowania zdje-
cia IHES; podobne podziekowania za zdjecia A. Grothendiecka kieruje do
»The Grothendieck Circle”.

Wyrazy ubolewania. Moja macierzystg instytucje, IM PAN, przepra-

szam,

ze zamiast pisaé kolejng prace typu ,research” (za 10 punktéw KBN)

napisalem ten oto artykul (za 0 punktéw KBN), ale jako§ wydawalo mi sie,
ze powinienem go napisac.
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