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Dorota Gabor, Grzegorz Gabor (Torun)

Jubileuszowy Zjazd Matematykéow Polskich
w stulecie PTM,
Krakow, 3-7 wrzesnia 2019

W dniach 3-7 wrzesnia 2019 roku odbyt sie Jubileuszowy Zjazd Ma-
tematykow Polskich. Okazja do $wietowania bylo stulecie powstania Towa-
rzystwa Matematycznego w Krakowie, ktdre po kilku miesigcach, po przyla-
czeniu si¢ matematykéw z Warszawy i Lwowa, przeksztalcito sie w Polskie
Towarzystwo Matematyczne. Zgodnie z tradycja, podobnie jak to bylo w la-
tach 1969, 1989, 1999 i 2009, na miejsce jubileuszowego spotkania wybrano
Krakéw.

Bardzo bogaty program Zjazdu obejmowat zaréwno czes¢ $cisle naukows,
czyli wyktady zaproszonych gosci i referaty w wielu sesjach, panele dyskusyjne
poswiecone aktualnym wyzwaniom stojacym przed $rodowiskiem matema-
tycznym jak i liczne propozycje popularyzatorskie, specjalne ,,strumienie” dla
mlodych adeptéw matematyki, czyli uczniow i studentéw oraz wiele wydarzen
kulturalnych, czesto w rézny sposéb nawiazujacych do historii polskiej mate-
matyki. Przez pie¢ dni wygloszono dwadziescia osiem wykladéw oraz okoto
piecset referatéw naukowych. Oficjalnych uczestnikoéw bylo 852, ale bardzo wiele
innych oséb, w tym uczniowie, nauczyciele, studenci czy po prostu mitosnicy
matematyki, wzieto udzial w wybranych sesjach, spotkaniach i wydarzeniach
towarzyszacych Zjazdowi.

Zjazd zostal objety patronatem narodowym prezydenta Rzeczpospolitej
Polskiej Andrzeja Dudy. W sktad Komitetu Honorowego weszli przedstawiciele
wladz: Jarostaw Gowin (wiceprezes Rady Ministréw, Minister Nauki i Szkolnic-
twa Wyzszego), Piotr Cwik (wojewoda malopolski), Witold Koztowski (mar-
szalek wojewodztwa malopolskiego), Jacek Majchrowski (prezydent Krakowa),
przedstawiciele instytucji naukowych: Zbigniew Btocki (dyrektor Narodowe-
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go Centrum Nauki), Jan Ostrowski (prezes Polskiej Akademii Umiejetnosci),
Wactaw Marzantowicz (prezes Polskiego Towarzystwa Matematycznego) oraz
rektorzy krakowskich uczelni: Andrzej Chochdt (Uniwersytet Ekonomiczny),
Kazimierz Karolczak (Uniwersytet Pedagogiczny), Jan Kazior (Politechnika
Krakowska), Wojciech Nowak (Uniwersytet Jagielloniski), Wtodzimierz Sady
(Uniwersytet Rolniczy) i Tadeusz Stomka (Akademia Gérniczo-Hutnicza).

Gléwnymi organizatorami Zjazdu byly Polskie Towarzystwo Matema-
tyczne oraz Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiellonskie-
go, natomiast wspétorganizatorami Wydzial Matematyki Stosowanej AGH,
Centrum Badan Nieliniowych im. J. P. Schaudera, Centrum Badan Ukladéw
ZYozonych im. M. Kaca, Centrum Badan Stochastycznych im. H. Steinhausa, In-
stytut Matematyki Politechniki Krakowskiej, Katedra Matematyki Uniwersytetu
Ekonomicznego w Krakowie, Instytut Matematyki Uniwersytetu Pedagogicz-
nego w Krakowie, Katedra Zastosowan Matematyki Uniwersytetu Rolniczego
w Krakowie i Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego. Przewodniczacym Komitetu Organizacyjnego byl prorektor
UJ ds. dydaktyki Armen Edigarian.

Pierwszy dzien Zjazdu, wtorek 3 wrzesnia, mial charakter uroczysty i ofi-
cjalny. Uczestnicy zgromadzili si¢ w Auditorium Maximum UJ. W czasie uro-
czystosci rozpoczecia zostali w cieplych stowach powitani przez prorektora UJ
ds. badan naukowych i funduszy strukturalnych, fizyka Stanistawa Kistryna oraz
przez prezesa PTM Waclawa Marzantowicza. W sposob szczegolny witano se-
natora RP Kazimierza Wiatra, ktéry bardzo mocno przyczynit sie do ogloszenia
przez Senat Rzeczpospolitej Polskiej roku 2019 Rokiem Matematyki. Nastepnie
dziekan Wydzialu Matematyki i Informatyki U] Wlodzimierz Zwonek odczytat
list, ktory do uczestnikow skierowat wicepremier i Minister Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego Jarostaw Gowin.

Po oficjalnych przeméwieniach nadszed! wazny moment wreczenia na-
grod Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Statuetki i dyplomy wreczal
prezes PTM. Jako pierwszy zostal poproszony na scene laureat Nagrody dla
Mlodych Matematykéw Piotr Miska (UJ), Nagrode im. Kazimierza Kuratowskie-
go (przyznawang wspdlnie przez PTM i IM PAN) otrzymat Joachim Jelisiejew
(IM PAN), nastepnie wreczono Nagrody Gléwne PTM. Michat Krych (UW)
otrzymal Nagrode im. Samuela Dicksteina (za osiagnigcia w dziedzinie eduka-
cji matematycznej, popularyzacji i historii matematyki). Dwie réwnorzedne
Nagrody im. Stefana Banacha (za osiagnigcia w dziedzinie badan matematycz-
nych) trafily do Wojciecha Kucharza (U]) oraz Maksyma Radziwilla (California
Institute of Technology). Laureat Nagrody im. Hugona Steinhausa (za osig-
gniecia w dziedzinie zastosowan matematyki) Marek Rutkowski (PW, Univer-
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sity of Sydney) niestety nie mégt przyjecha¢. W jego imieniu nagrode odebratl
dziekan Wydzialu MiNI PW Wojciech Domitrz. O osiggnieciach Piotra Miski
opowiedzial jego opiekun naukowy Maciej Ulas (UJ), laudacja po$wiecona
Joachimowi Jelisiejewowi zostala przygotowana przez Karola Palke (IM PAN)
a odczytana przez Stawomira Cynka (U]J), zastugi laureatéw Nagréd Gléwnych
Michata Krycha, Marka Rutkowskiego, Wojciecha Kucharza i Maksyma Ra-
dziwitta przedstawili odpowiednio Krzysztof Ciesielski (UJ), Grzegorz Swiatek
(PW), Jacek Bochnak (Vrije Universiteit w Amsterdamie) i Mariusz Lemanczyk
(UMK).

Kolejny punkt programu byt wyjatkowy. Do zacnego grona honorowych
czlonkow Polskiego Towarzystwa Matematycznego zostal wiaczony Jean-Pier-
re Bourguignon, w latach 2014-2019 przewodniczacy Europejskiej Rady ds.
Badan Naukowych (European Research Council), a w latach 1995-1998 Pre-
zes European Mathematical Society. Laudacje wygtlosil Zbigniew Blocki (U],
NCN).

Wyktad inauguracyjny Od Gaussa do rozwigzania rzeczywistej hipotezy Fa-
tou, czyli o miejscu, jakie mozemy miec w Swiecie wyglosit Pawet Strzelecki (UW).
Po nim, w gtéwnym panelu dyskusyjnym im. Zygmunta Janiszewskiego na te-
mat Stan matematyki polskiej: szanse i zagrozenia udzial wzigli Piotr Achinger
(IM PAN), Malgorzata Bogdan (UWr), Joanna Kania-Bartoszynska (National
Science Foundation), Jarostaw Kedra (Uniwersytet w Aberdeen), Wactaw Ma-
rzantowicz (UAM, PTM). Panelisci starali sie zdiagnozowac stan matematyki
w Polsce na tle innych dziedzin nauki oraz na tle matematyki na $wiecie oraz
odpowiedzie¢ na pytanie, czy Srodowisko polskich matematykéw moze jakos
wplywaé na poprawe tego stanu. Rozmawiano tez o finansowaniu, mozliwo-
$ciach rozwoju, problemach zwigzanych z mobilnoscig i ksztalceniu zdolnej
mlodziezy.

Rozmowy byly kontynuowane w kolejnych panelach, odbywajacych si¢
juz réwnolegle i poswieconych bardziej szczegdétowym tematom: Matematyka
stosowana - jak to robig za granicqg, Matematyka pigkna i potrzebna, czyli jak
jg popularyzowac, Dydaktyka matematyki na styku réznych poziomow edukacji
oraz O ksztatceniu nauczycieli oraz kluczowych problemach nauczania mate-
matyki, ktéry odbyl si¢ w czwartek 5 wrzesnia w sesji tematycznej Dydaktyka
matematyki.

W érode 4 wrze$nia w Auditorium Maximum U] oraz w czwartek 5 wrze-
$nia przed potudniem w budynku Wydzialu Matematyki i Informatyki UJ od-
byto si¢ dwadziescia osiem wykladéw zaproszonych gosci. Zaproszenia zostaly
skierowane do 0sdb, ktdre wczesniej wyglaszalty wyklady na Miedzynarodo-
wych Kongresach Matematykow, Europejskich Kongresach Matematycznych
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lub zdobyly grant Europejskiej Rady ds. Badan Naukowych i prawie wszyscy je
przyjeli. Ponizej, w kolejnosci alfabetycznej, wymienieni sg wykladowcy i tytuly
ich wystgpien.

— Piotr Achinger (IM PAN, Warszawa), Typy homotopii w geometrii algebra-
icznej,

- Hélene Frankowska (Université Pierre et Marie Curie, Paris 6, Francja),
Sterowanie optymalne oraz inkluzje rozniczkowe,

~ Krzysztof Gawedzki (Ecole Normale Supérieure de Lyon, Francja), Druga
zasada termodynamiki dla proceséw stochastycznych a transport optymalny,
czyli ile kosztuje puszczenie w niepamiec,

— Lukasz Grabowski (Lancaster University, Wielka Brytania), Granice grafow
rzadkich i ich zastosowania,

— Tadeusz Iwaniec (Syracuse University, USA), Granice homeomorfizmow
Soboleva i przeksztalcenia o najmniejszej energii,

— Tadeusz Januszkiewicz (IM PAN, Wroctaw), Topologia toryczna i geome-
tryczna teoria grup,

— Jerzy Kaczorowski (UAM), Analiza zespolona na ustugach arytmetyki,
czyli o analitycznej teorii liczb,

- Stawomir Kolodziej (U]), Rownanie Mongea—-Ampérea w geometrii zespo-
lonej,

- Wojciech Kucharz (UJ), Aproksymacja algebraiczna odwzorowan,

- Krystyna Kuperberg (Auburn University, USA), Hipotezy Seiferta,

— Krzysztof Kurdyka (Université de Savoie, Francja), O nieréwnosciach dla
trajektorii gradientu,

— Rafal Latata (UW), Logarytmicznie wkleste wektory losowe,

- Tomasz Luczak (UAM), Losowos¢ i pseudolosowosé,

- Anna Marciniak-Czochra (Heidelberg University), Rola mechanistycz-
nych modeli matematycznych w medycynie na przyktadzie modelowania
biataczek,

— Ludomir Newelski (UWr), Teoria modeli i dynamika topologiczna,

~ Wiestawa Niziot (Ecole Normale Supérieure de Lyon, Francja), p-adyczna
teoria Hodgea,

— Piotr Nowak (IM PAN, Warszawa), Analiza na grupach: operatory Lapla-
cea, reprezentacje i sztywnosc,

- Tomasz Nowicki (IBM, USA), Hamiltonian Markov Chains: sampling,
dynamics and stability,

— Feliks Przytycki (IM PAN, Warszawa), Iteracje przeksztatcen, fraktale, me-
tody formalizmu termodynamicznego,
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- Maksym Radziwill (Caltech, USA), Pewne kierunki nowoczesnej analitycz-
nej teorii liczb,

- Agata Smoktunowicz (University of Edinburgh, Wielka Brytania), Pier-
sScienie macierzowe i réwnanie Yanga-Baxtera,

— Stawomir Solecki (Cornell University, USA), Dynamika grup polskich,
koncentracja miary i podmiary,

— Stanistaw Szarek (Case Western Reserve University, USA), Kiedy Alicja
i Bob spotkali Banacha,

— Piotr Sniady (IM PAN, Warszawa), Teoria reprezentacji grup permutacji.
Nowa nadzieja,

— Grzegorz Swigtek (PW), Rozbiezne pojecia typowosci w ukladach dyna-
micznych,

- Nicole Tomczak-Jaegermann (University of Alberta, Kanada), Struktura
liniowa i geometria podprzestrzeni i przestrzeni ilorazowych dla przestrzeni
unormowanych duzego wymiaru,

— Jarostaw Wlodarczyk (Purdue University, USA), Rozwigzywanie osobliwo-
sci rozmaitosci algebraicznych i ich przeksztalcen,

— Jerzy Zabczyk (IM PAN, Warszawa), Sterowalnos¢ ze znikajgcg energiq.
Réwnolegle w budynkach Uniwersytetu Pedagogicznego trwal ,,strumien

popularyzatorski”: wyklady, prelekcje, warsztaty oraz final Konkursu Uczniow-
skich Prac z Matematyki im. Pawla Domanskiego. Przy okazji zaplanowano tez
wreczenie nagrody w Konkursie im. Anny Zofii Krygowskiej na najlepsza prace
studencka z dydaktyki matematyki w edycji 2018.

Od czwartkowego popotudnia ruszyty intensywne spotkania w dwudzie-
stu czterech naukowych sesjach tematycznych, ktére trwaly az do konca Zjazdu.
Sesjom patronowali wybitni polscy matematycy zastuzeni w poszczegdlnych
dziedzinach, a organizowali je specjalisci aktualnie w nich pracujacy. Warto
przywola¢ tu przynajmniej nazwy (w porzadku alfabetycznym) i patronéw tych
sesji, by zilustrowa¢ bogactwo wkladu Polakéw w rozwdj matematyki na $wiecie.
W nawiasach podane s3 nazwiska koordynatoréw sesji.

- Analiza funkcjonalna - S. Banach, S. Mazur, A. Pefczynski (Michat Woj-
ciechowski, Przemystaw Wojtaszczyk),

- Analiza harmoniczna - J. Marcinkiewicz, A. Rajchman, A. Zygmund (Mar-
cin Bownik, Leszek Skrzypczak, Ziemowit Rzeszotnik),

— Analiza nieliniowa i réwnania rézniczkowe czastkowe - J. P. Schauder,
S. Zaremba (Piotr Gwiazda, Marek Izydorek, Wojciech Kryszewski),

- Analiza zespolona - E Leja (Stawomir Dinew, Marek Jarnicki, Lukasz
Kosinski),

- Dydaktyka matematyki - Z. Krygowska (Jacek Dymel, Ewa Swoboda),
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- Filozofia matematyki - S. Le$niewski, J. Lukasiewicz (Stanistaw Krajewski,
Roman Murawski),

- Fizyka matematyczna - M. Kac, S. Ulam (Marek Bozejko, Maciej Nowak,
Piotr Sutkowski),

- Geometria algebraiczna — A. Rosenblatt (Piotr Achinger, Stawomir Cynk,
Jarostaw Wisniewski),

— Geometria rézniczkowa i grupy Liego - S. Golgb, A. Hoborski, W. Slebo-
dzinski (Janusz Grabowski, Barbara Opozda, Pawet Walczak),

- Historia matematyki - S. Dickstein (Danuta Ciesielska, Lech Maligranda),

- Kombinatoryka i kryptologia — M. Rejewski, J. Rozycki, H. Zygalski (Ste-
fan Dziembowski, Jarostaw Grytczuk, Jerzy Jaworski),

- Logika i informatyka teoretyczna — A. Tarski (Krzysztof Apt, Mikotaj
Bojanczyk, Pawel Idziak),

- Matematyka obliczeniowa — A. Kietbasinski (Bolestaw Kacewicz, Leszek
Plaskota, Henryk Wozniakowski),

- Metody probabilistyczne i stochastyczne - H. Steinhaus (Krzysztof Bog-
dan, Ben Goldys, Szymon Peszat, Rafal Weron),

- Metody topologiczne réwnan rézniczkowych — T. Wazewski (Tomasz Ka-
czynski, Marian Mrozek, Roman Srzednicki, Piotr Zgliczynski),

- Podstawy matematyKki, teoria mnogosci i topologia ogdlna — K. Kuratow-
ski, E. Marczewski (Szpilrajn), A. Mostowski (Zofia Adamowicz, Krzysztof
Krupinski, Witold Marciszewski, Grzegorz Plebanek),

— Statystyka - J. Sptawa-Neyman (Malgorzata Bogdan, Teresa Ledwina, Jan
Mielniczuk),

- Teoria ergodyczna - C. Ryll-Nardzewski, E. Sgsiada (Tomasz Downaro-
wicz, Krzysztof Fraczek, Mariusz Lemanczyk),

— Teoria liczb — W. Sierpinski (Grzegorz Banaszak, Lukasz Pankowski, To-
masz Schoen),

— Teoria operatoréw — A. Alexiewicz, W. Mlak, W. Orlicz (‘ Henryk Hudzik ‘,
Jerzy Kakol, Grzegorz Lewicki, Mieczystaw Mastylo, Jan Stochel),

— Teoria osobliwosci - S. Lojasiewicz (Stanistaw Janeczko, Tadeusz Mostow-
ski, Adam Parusinski, Wiestaw Pawtucki, Zbigniew Szafraniec),

- Topologia, geometria i algebra homologiczna - K. Borsuk, S. Eilenberg
(Jerzy Dydak, Stefan Jackowski, Jézef Przytycki, Henryk Torunczyk),

- Uklady dynamiczne — W. Szlenk (Krzysztof Baranski, Jacek Graczyk, Anna
Zdunik),

- Zastosowania — A. Lasota (Jacek Migkisz, Ryszard Rudnicki, Tomasz
Szarek).
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Przez caly czwartek trwala tez sesja posterowa oraz ,,strumien studencki’,
ktéry mial co prawda status wydarzenia towarzyszacego Zjazdowi, ale z po-
wodzeniem moze by¢ traktowany jako kolejna sesja naukowa. Przy tej okazji
wreczono tez nagrody w Konkursie im. Witolda Wilkosza na najlepszg prace stu-
dencka popularyzujacg matematyke oraz w konkursie Matematyka mi w duszy
gra na piosenke zwigzang z matematyka.

Uczestnicy ,,strumienia edukacyjnego’, przeznaczonego przede wszystkim
dla nauczycieli, mogli - po jego zakonczeniu — wzig¢ udzial we wspomnianej
wczesniej dyskusji panelowej odbywajacej si¢ w sesji Dydaktyka matematyki,
a potem postucha¢ referatéw w jednej z dwoch bardzo interesujacych sesji
specjalnych, ktdre odbywaly sie w czwartkowe popotudnie.

Pierwsza z nich - Zadania olimpijskie niezwyklej urody — koordynowana
przez Krzysztofa Ciesielskiego, cieszyla sie sporym zainteresowaniem i zgroma-
dzita bardzo wielu mtodych i nieco starszych sympatykéw Olimpiady Matema-
tyczne;j.

Druga sesja specjalna — Pogromcy Enigmy — rozpoczela sie ze sporym opdz-
nieniem, poniewaz pierwszy méowca — Dermot Turing, autor ksiazki X, Y, Z.
Prawdziwa historia ztamania szyfru Enigmy — nie byt w stanie dotrze¢ na czas.
Duze zainteresowanie, z jakim spotkaly sie wczesniejsze wydarzenia z jego
udzialem (wystapienie dla mlodziezy w czasie wcze$niejszej mikrokonferencji
dla uczniéw oraz konferencja prasowa), spowodowato ich przedtuzenie. Dodat-
kowg atrakcja, juz po zakonczeniu sesji, byla mozliwo$¢ nabycia wspomnianej
ksigzki i zdobycia autografu autora - kolejka byta dtuga...

Na kolejne dwa dni spotkania Zjazdu zostaly zaplanowane w budynkach
Akademii Gdérniczo-Hutniczej. Poza sesjami imiennymi pojawily sie tam kolejne
sesje specjalne: Matematyka w ekonomii i finansach (koordynowana przez Jacka
Osiewalskiego i Agnieszke Wiszniewska-Matyszkiel), w ramach ktérej wyglo-
szono az pie¢dziesigt dwa referaty oraz Forum informatyki teoretycznej 2019
(koordynowana przez Macieja Bendkowskiego, Jakuba Kozika, Bartosza Wal-
czaka; dwadziescia cztery referaty).

W piatek 6 wrzesnia w specjalny sposéb uhonorowano polskich krypto-
logéw Mariana Rejewskiego, Jerzego Rézyckiego oraz Henryka Zygalskiego,
kt6rzy ztamali kod Enigmy. W Panteonie Narodowym przy kosciele Swietych
Apostoléw Piotra i Pawla w Krakowie w jednym sarkofagu ztozono urny z ziemia
z miejsc zwigzanych z ich §miercia, czyli z okolic grobu na Powazkach, z dna
Morza Srédziemnego oraz z Chichester.

Kazdego dnia wieczorem uczestnicy mieli okazje¢ spotkania z innym ro-
dzajem muzyki.
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Na zakonczenie pierwszego dnia Zjazdu wystawiono Operg matematyczng,
czyli paradoksalny rozktad sfery — multimedialne widowisko, ktorego autorem
jest Roman Kotakowski. Przedstawienie to zostalo sfinansowane przez Mini-
sterstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego i byto, jak powiedzial przed spektaklem
Jarostaw Gowin, wyrazem wdziecznoéci tego ministerstwa dla catego $rodowi-
ska matematycznego.

Mito$nicy jazzu mogli postucha¢ koncertu Boba Jazz Band w $rodowy
wieczor, a nastepnego dnia bankietowi w Zamku Kroélewskim w Niepotomicach
towarzyszyl recital Jacka Wéjcickiego. Wyjatkowym wydarzeniem byt koncert
fortepianowy Pera Enflo. Jest on znakomitym matematykiem, znanym w Polsce
réwniez z tego, ze w 1972 roku otrzymat z rak Stanistawa Mazura zywa ges —
nagrode za rozwigzanie problemu z Ksiegi Szkockiej, postawionego w 1936 roku,
ale takze zawodowym pianista.

Zjazdowi towarzyszylo dwanascie wystaw w rézny sposéb zwigzanych
z matematyka. W stulecie dzialalnos$ci PTM oczywista byla obecno$¢ wystaw
nawiazujacych do historii.

Kilka z nich bylo dostepnych krétko i w miejscach spotkan zjazdowych.
W Auditorium Maximum UJ:

— Zatozyciele Towarzystwa Matematycznego w Krakowie i dziatalnos¢ PTM

do1936 1.,

- O matematyce i matematykach w 100-lecie Polskiego Towarzystwa Mate-
matycznego,
— Obrazy z historii polskiej nauki. Matematycy, fizycy i astronomowie na

Uniwersytecie w Getyndze (1895-1933),

a w nastepnych dniach w budynku WMil U] mozna bylo obejrze¢ wystawe
zatytutowang Polska nauka w 20-leciu migdzywojennym, natomiast w budynku
AGH wystawe upamietniajacg zatozycieli PTM.

Inne, skierowane do szerszej publicznosci, byly zorganizowane niezaleznie,
ale mialy status imprez towarzyszacych Zjazdowi i trwaly przez kilka tygodni.

W Bibliotece Jagiellonskiej zainaugurowano dwie wystawy, ktore w inte-
resujacy sposob promowaly matematyke i jej historie: Szyfry, kody, cyfry po-
$wigcong polskim uczonym — matematykom, informatykom i kryptologom
w II Rzeczpospolitej oraz przygotowana w bardzo ciekawy sposob i wyjatkowa
wystawe Matematyka na znaczkach pocztowych.

Rézne przyrzady lub ich wierne repliki, wspomagajace obliczenia zanim
rozpowszechnily si¢ komputery, mozna bylo oglada¢ w Collegium Maius UJ na
wystawie Machinae Calculatoriae.

Okazja zobaczenia, jak matematyka inspiruje artystow, byta wystawa For-
my i liczby prezentowana w kilku miejscach: Galerii ASP, Galerii Promocyjnej
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i Galerii Pryzmat oraz na pokonkursowej wystawie fotograficznej Matematyka
w obiektywie. Pigkne nie tylko artystycznie, ale i matematycznie obiekty mozna
bylo oglada¢ na wystawie MAPA, czyli Matematyka Artystycznie Papierem
Abstrahowana w korytarzach budynku WMil UJ.

Poza tym zorganizowano wystawe wydawnictw matematycznych.

Byla tez okazja do obejrzenia filmoéw. Wieczorem w przeddzien inaugura-
¢ji Zjazdu zorganizowano dla uczestnikéw przedpremierowy pokaz specjalny
tilmu Wiestawa Saniewskiego Banach. Miedzy duchem a materig, a w trakcie
Zjazdu ogolnodostepne pokazy filméw Krzysztofa Langa Przestrzenie Banacha
i Waldemara Stankiewicza Polscy pogromcy Enigmy.

Uroczyste zakonczenie i podsumowanie Jubileuszowego Zjazdu Matema-
tykow w stulecie PTM byto okazja do wreczenia Dyplomu Zarzagdu Gltéwnego
PTM Antoniemu Leonowi Dawidowiczowi, honorowemu przewodniczgcemu
Komitetu Organizacyjnego Zjazdu, za cala wieloletnig prace na rzecz Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

Mozna tez byto troche ,,0d kuchni” zobaczy¢ wielkos¢ calego przed-
siewziecia, jakim byl Zjazd. W swoim przemoéwieniu prezes PTM Wactaw
Marzantowicz przedstawit informacje statystyczne, a na koncu podziekowat
organizatorom, wielu z nich wymieniajac imiennie, i zaprosil ich na scene.
I tu mozna bylto zobaczy¢, jak wiele osob przyczynito sie do tego, by spo-
tkanie matematykéw w Krakowie bylo tak udanym wydarzeniem, poniewaz
mimo nieobecnosci niektérych osob i tak organizatorzy ledwie si¢ na scenie
zmiescili.

Jubileuszowy Zjazd Matematykéw w Krakowie byt bez watpienia wydarze-
niem historycznym, a przy tym $wietnie zorganizowang konferencja naukowa
z imponujaca liczbg wydarzen towarzyszacych, z ktérych wiele w rézny spo-
s6b skierowanych bylo do znacznie szerszej niz uczestnicy Zjazdu grupy oséb.
Ogrom pracy koniecznej do tego, by wszystko zaplanowane z takim rozma-
chem moglo przebiegac bez przeszkdd moga sobie wyobrazi¢ tylko ci, ktorzy
kiedykolwiek organizowali konferencje. Dlatego w imieniu uczestnikow prze-
kazujemy podziekowania wszystkim formalnym i nieformalnym organizato-
rom, a szczegolnie Klaudiuszowi Wéjcikowi, Leokadii Biatas-Ciez, Wojciechowi
Stomczynskiemu, Beacie Palce, Dagmarze Waszkiewicz i Agnieszce Dudek.

Patronaty medialne objety: Radio RMF Classic, Radio RMF FM, Telewizja
TVP3 Krakow oraz miesiecznik Forum Akademickie.

Gléwnym Sponsorem Zjazdu byto Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyz-
szego, takze w ramach Programu Dialog. Konferencje¢ wspart réwniez Brown
Brothers Harriman (Poland) jako Ztoty Sponsor. Srebrnymi Sponsorami byta
Polska Akademia Nauk oraz Sokotéw S.A. Zjazd byt sponsorowany réwniez
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przez Miasto Krakéw, BNP Paribas Bank Polska S.A. oraz firme Jane Street.
Wszystkim sponsorom uczestnicy i organizatorzy Zjazdu sktadajg serdeczne
podziekowania.

Dorota Gabor
dgabor@mat.umk.pl

Grzegorz Gabor
ggabor@mat.umk.pl

Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu
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Grzegorz Nowik (Warszawa)

Lingwistyczny i matematyczny atak na szyfry
kluczem polskich sukceséw w zakresie kryptoanalizy
w XX wieku

1. Od Rewolucji do Enigmy

Profesor David Khan, wybitny badacz i znawca dziejow kryptoanalizy,
uwaza, ze jednym z najwiekszych sukceséw w dziedzinie dekryptazu (czyli
tamania szyfrow i kodéw) bylo ztamanie systemu utajniania korespondencji
przez niemieckg maszyne szyfrowg Enigma, wprowadzong w niemieckich si-
tach zbrojnych w drugiej potowie lat dwudziestych XX wieku i stosowang az
do konca II wojny §wiatowej. Racjonalni oficerowie niemieccy, wiedzac, ze licz-
ba kombinacji szyfrowych tworzonych przez Enigme jest wigksza od liczby
atoméw w kosmosie, albo tez sekund, jakie uptynety od Wielkiego Wybuchu
(czyli poczatku wszechs$wiata), twierdzili, ze odczytanie szyfrograméw Enigmy
jest calkowicie niemozliwe.

A jednak polskie Biuro Szyfrow Sztabu Gléwnego Wojska Polskiego doko-
nalo tego pod koniec 1932 roku, stosujgc lingwistyczny i matematyczny atak na
szyfr. Francuskie i brytyjskie zespoty kryptoanalitykow, ktdre stosowaly jedynie
pierwszy rodzaj ataku, nie byty w stanie rozwigza¢ metody szyfrowania zasto-
sowanej w Enigmie. Pozostaje wiec zada¢ pytanie, jak doszto do tego sukcesu,
skad zaczerpnieto zamyst takiego podwdjnego ataku, dlaczego zatrudniono
do tamania szyfréw matematykow.

Doda¢ nalezy, ze pracownicy Wydzialu BS ,,Niemcy” w polskim Biurze Szy-
fréw (BS-4), Oddziatu IT Informacyjnego (Wywiadowczego) SG WP to wiasnie
trzej matematycy: Marian Rejewski, Jerzy Rozycki i Henryk Zygalski, absol-
wenci Wydzialu Matematyki Uniwersytetu Poznanskiego. To dzieki ich pracy
i sukcesowi zwycigstwo aliantow w II wojnie $wiatowej zaréwno dokonalo si¢
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szybciej, jak i tez kosztowalo mniej istnien ludzkich oraz nakladéw finansowych.
Decyzje alianckich sztabéw byly racjonalne, podejmowane byly bowiem na
podstawie szerokiego spektrum wiedzy plynacej wprost od przeciwnika, dajacej
wglad w plany oraz dziafania sit zbrojnych niemieckiej III Rzeszy.

Jak do tego doszto? Otdz zrekonstruowane — na podstawie odtworzonego
matematycznie schematu ideowego (w tym gléwnie polaczen elektrycznych
w tzw. ,bebenkach szyfrowych”) - maszyny Enigma, wraz z metodami tamania
szyfrow i urzadzeniami pomocniczymi, zostaly w lipcu 1939 roku przekazane
wywiadom wojskowym Francji i Wielkiej Brytanii, ktore stworzyly — dzigki
tej wiedzy - system szeroko zorganizowanego nastuchu radiowego, tamania
szyfrow oraz dystrybucji otrzymanych wiadomosci zwany Ultra.

Ale zrédto sukcesow aliantéw nie bytoby mozliwe, gdyby nie specyficznie
polskie doswiadczenia w dziedzinie kryptoanalizy, wynikajace wtasnie z wyko-
rzystania podwdjnego, lingwistycznego i matematycznego ataku na szyfry. Stoso-
wali go w latach 1919-1920 oficerowie Wojska Polskiego oraz polscy profesorowie
matematyki, do famaniu szyfréw rosyjskich podczas wojny z bolszewicka Rosja.
Symbolem éwczesnego sukcesu jest szyfr Rewolucja, wprowadzony w Armii
Czerwonej 12 sierpnia 1920 roku, w przededniu szturmu Warszawy. Szyfr ten,
dwukrotnego przeksztalcenia, zlamany zostal w ciagu kilku godzin przez pol-
skiego oficera, porucznika Jana Kowalewskiego, oraz profesora matematyki
Stefana Mazurkiewicza z Uniwersytetu Warszawskiego. Ztamanie tego szyfru,
tak jak wielu innych — wczesniej i pézniej — uzywanych w ,,czerwonej” Rosji,
dato najwyzszym polskim wladzom wojskowym i cywilnym szczegdlny orez
umozliwiajacy, a przynajmniej ulatwiajacy pokonanie bolszewickiej Rosji w1920
roku. Rozszyfrowanie Rewolucji oznaczalo nie tylko zlamanie kolejnego klucza
szyfrowego, ale rowniez — w sposob symboliczny - zatrzymanie pod Warszawa
pochodu proletariackiej rewolucji bolszewickiej niesionej na zach6d Europy na
bagnetach Armii Czerwone;j.

Rosjanie podczas wojny z Polska zmieniali klucze szyfrowe przecigtnie co
dwa tygodnie, dziesie¢ dni, a nawet co tydzien, na tyle oceniajac polskie zdolno-
$ci w tamaniu szyfréw. Po tym bowiem terminie zdobyte informacje dezaktu-
alizowaly sie, jak gazeta sprzed dwodch tygodni lub dziesieciu dni. Tymczasem
polskie Biuro Szyfréw tamalo nowo wprowadzane rosyjskie klucze szyfrowe
poczatkowo w ciagu dwdch-trzech dni, a nastepnie w ciagu dwoch-trzech
godzin... Lamalo je systematycznie az do 1947 roku.

Ztamanie niemieckiej Enigmy bylo mozliwe dzieki wcze$niejszemu ztama-
niu Rewolucji i wielu innych rosyjskich szyfréw oraz wspomnianej juz swoistej
metodzie, zastosowanej po raz pierwszy w Polsce i przez Polakéw. To, co zapo-
czagtkowane zostalo w Polsce w 1919 roku w odniesieniu do szyfréw rosyjskich,
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przyniosto tak bogate owoce w 1932 roku, gdy sekcja BS-4 (szyfry niemieckie)
Biura Szyfrow zaczeta odczytywac szyfrogramy utajniane za pomoca Enigmy.
Byla to prosta konsekwencja doswiadczen z lat 1919-1920, prowadzacych do tego,
ze przyszlych pogromcow Enigmy w arkana kryptografii wprowadzali starsi
koledzy tamigcy rosyjskie szyfry z lat 1919-1920, w tym ci, ktorzy 12 sierpnia
1920 roku ztamali Rewolucj¢. To oni w strukturach utworzonego w koncu 1918
roku Biura Szyfréw przechowali wiedze o tej metodzie i swoje doswiadczenie
przekazali nastepcom.

Jak doszto wigc do pierwszego w XX wieku polskiego ataku na szyfry ro-
syjskie? Aby zrozumie¢, ze nie byl to jedynie skutek zbiegu okolicznosci, geniusz
wybitnych jednostek, ale tez konsekwencja celowych i zamierzonych dzialan,
nalezy cofna¢ si¢ do 10 listopada 1918 roku. W niedziele, w mglisty poranek,
okoto godziny siodmej, na Dworzec Wiedeniski w Warszawie (vis a vis Hotelu Po-
lonia, tu gdzie obecnie znajduje si¢ dworzec podmiejski Warszawa-Srédmiescie),
po szesnastu miesigcach niemieckiego uwiezienia w twierdzy w Magdeburgu
powrdcit do stolicy komendant Jozef Pilsudski. Nazajutrz, 11 listopada 1918
roku, Rada Regencyjna przekazala mu wladz¢ nad Wojskiem Polskim, a 14
listopada ztozyta w jego rece odpowiedzialnos¢ za losy Narodu i odradzajacego
sie Panistwa Polskiego. Jedna z pierwszych decyzji, jakie podjal Wodz Naczelny,
byt rozkaz odnalezienia J6zefa Rybaka.

2. Wywiad i radiowywiad

Oprdcz polecenia odnalezienia Jozefa Rybaka, Jozef Pilsudski natychmiast
po objeciu obowigzkéw Wodza Naczelnego nakazal szybkie rozbudowanie
Oddzialu Informacyjno-Wywiadowczego Sztabu Generalnego Wojska Polskie-
go (SGWP). Szefem Oddzialu zostat 12 grudnia 1918 roku wtasnie przybyly
z Wiednia do Warszawy pplk Jozef Rybak, byly oficer austro-wegierskiego
Sztabu Generalnego. Dlaczego on? Jozef Pitsudski miat dlan wiele szacunku
i sympatii z czasow, gdy Rybak, jako mtody kapitan CK armii austro-wegierskiej,
byt - przed 1914 rokiem - szefem wywiadu wojskowego (Haupt Kundschaft
Stellen - HK Stelle) w sztabie krakowskiego korpusu wyznaczony do kontaktow
z towarzyszem ,Wiktorem” (czyli wlasnie Jézefem Pilsudskim), 6wczesnym
emigrantem politycznym z zaboru rosyjskiego, kierownikiem polskiej irredenty
i antyrosyjskiego ruchu wojskowo-niepodleglo$ciowego w Galicji. Juz wow-
czas Komendant dostrzegt w kapitanie Rybaku polskiego patriote w mundurze
zaborcy i zdania tego nie zmienil. Zobaczyt w nim cztowieka, ktory wiedziat i do-
myslal sie wiecej niz meldowal swym wtadzom, stajac si¢ bardziej lojalny wobec
Jozefa Pitsudskiego niz wzgledem swych austriackich mocodawcéw. Z drugiej
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strony Komendant widzial w nim fachowca, ktéry mial zorganizowac¢ centrale
polskiego wywiadu na wzér i podobienstwo Ewidenzbiuro austro-wegierskiego
Sztabu Generalnego oraz pozyska¢ do niej swych kolegdw-fachowcow.

Podputkownik Rybak za punkt honoru poczytywal sobie pozyskanie naj-
lepszych specjalistow z wywiadu austro-wegierskiego. Do stuzby w Oddziale
Informacyjno-Wywiadowczym SGWP wciagnat kolege, najlepszego znawce
spraw Rosji, w tym takze rewolucyjnej, ktory wiedzial o niej wiecej niz ktokol-
wiek inny w tym czasie, nie tylko w Polsce, ale i w Europie. Byt nim major Sztabu
Generalnego Karol Boldeskul, oficer radiowywiadu, a nastgpnie od jesieni 1915
roku do sierpnia 1917 roku, szef radiowywiadu panstw centralnych na froncie
wschodnim.

Przez niemal dwa lata mjr Botdeskul kierowal dzialaniami kilku grup
radiostacji (Radiogruppe) austriackich i niemieckich (liczgcych po kilka ra-
diostacji nastuchowych i radiogoniometrycznych) monitorujacych rosyjskie
sieci radiowe miedzy Ryga a Odessa, przejmujacych calg ich jawnag i tajna
korespondencje¢ operacyjna, dyplomatyczng i wewnetrzng. Nastepnie w ko-
morkach kryptoanalitycznych austro-wegierskiego Biura Szyfréw korespon-
dencja ta byta poddawana dekryptazowi. Byto to dla panstw centralnych nie-
zwykle cenne - bodaj najcenniejsze - zrédlo informacji o carskich wojskach
rosyjskich podczas I wojny $wiatowej. Bylo jednym ze zrédel przewagi panstw
centralnych oraz zwyciestw nad Rosjg na froncie wschodnim. Mimo ze na
froncie tym wojskami koalicyjnymi (niemieckimi i austro-wegierskimi) na-
czelne dowodztwo sprawowali Niemcy, radiowywiad pozostal w rekach au-
stro-wegierskich, a w strukturach Abhorchdienst (nastuchu radiowego) oraz
w komoérkach szyfrowych stuzylo wielu oficeréw Polakéw. Dzigki temu do-
$wiadczeniu Boldeskul nie tylko znal doskonale metody dzialania radiowy-
wiadu, ale réwniez byt bardzo dobrze zorientowany w funkcjonowaniu rosyj-
skiej radiotelegrafii (tzw. zasad organizacji sieci radiowych i struktur ruchu
radiowego, zakresow fal, sygnaléw wywotawczych i innych procedur, a na-
wet zwyczajow). Znal rowniez nazwiska kadry dowddczej i oficeréw radio-
telegrafii rosyjskiej (zestawiane w specjalnych broszurowych wykazach wraz
z OdeB radiostacji), a takze stosowane przez Rosjan systemy szyfrowe. Po re-
wolucji lutowej 1917 roku widzial w eterze proces rozpadu starej armii carskiej,
rozpadu panstwa oraz anarchii ogarniajacej rozlegte imperium Romanowdw.
Obserwowal wykorzystanie radiotelegrafii w szerzeniu propagandy, w tym
takze bolszewickiej oraz poczatki wojny domowej w Rosji. Sfowem, Bolde-
skul byl w 6wczesnej Europie wybitnym znawcg nie tylko rosyjskiej radiote-
legrafii, ale rowniez Rosji i wojsk rosyjskich po obu stronach frontu wojny
domowe;j.
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Pilsudski, jako Wédz Naczelny, doskonale zdawal sobie sprawe z wagi
wywiadu wojskowego, a szczegolnie czerpania informacji (dzigki radiowywia-
dowi) u zrodta, od samego przeciwnika. Wiedzial tez, jaka range ma nie tylko
stosowanie w Wojsku Polskim réznorodnych systemdw utajniania korespon-
dencji operacyjnej, ale takze podejmowanie préb przechwytywania korespon-
dencji przeciwnika i prob jej odczytania. Mial wszak ogromne, wieloletnie
doswiadczenia konspiracyjne. Ryszard Swietek, w swym dziele Lodowa Sciana.
Sekrety Polityki Jozefa Pitsudskiego, wymienit kilka réznych szyfrow oraz sys-
temdéw kodowych do utajniania korespondencji, jakie stosowane byly w PPS
i jej Organizacji Bojowej. Cale srodowisko bytych konspiratoréw, wywodza-
cych sie z PPS i OB PPS oraz Polskiej Organizacji Wojskowej, gdzie prakty-
ka bylo szyfrowanie korespondencji organizacyjnej, podjeto stuzbe w Wojsku
Polskim na réznych szczeblach, szczegolnie obficie zasilajac szeregi stuzby in-
formacyjno-wywiadowczej. Wielu z nich, przynajmniej teoretycznie, miato
okazje zapoznac si¢ z zagadnieniem szyfréw na famach Przeglgdu Wojskowego
wydawanego w Legionach lub w Szkole Podchorazych Polskiej Sity Zbrojnej,
gdzie nauczano o radiotelegrafii i koniecznosci szyfrowania tekstow, a takze
metodach podstuchu (telefonicznego i telegraficznego) oraz nastuchu (radiote-
legraficznego), dla uzyskania informacji o nieprzyjacielu bezposrednio od niego
samego.

3. Poczatki polskiej radiotelegrafii

W tym samym czasie, na poczatku listopada 1918 roku, pierwszy szef stuzby
tacznosci odradzajacego sie Wojska Polskiego, mjr inz. Kazimierz Drewnowski,
absolwent Politechniki we Lwowie, Zurychu i Darmstadt, dowoédca formacji
tacznosci w Legionach i Polskiej Sile Zbrojnej (przyszty rektor Politechniki
Warszawskiej), polecit ppor. inz. Kazimierzowi Jackowskiemu (zwanemu ,,Jac-
kiem”), absolwentowi Politechniki Lwowskiej i Monachijskiej, bylemu oficerowi
rezerwy radiotelegrafii rosyjskiej — rejestracje oficeréw, podoficeréw i zotnierzy
stuzacych podczas wojny $wiatowej w formacjach radiotelegraficznych panstw
zaborczych.

W tym czasie istnialy juz w Polsce — na Politechnice Warszawskiej i Po-
litechnice Lwowskiej — Wydzialy Elektryczne prowadzace badania nad radio-
telegrafia, cho¢ zaledwie osiem lat wcze$niej, w 1909 roku, Wloch Guglielmo
Marconi otrzymal nagrode Nobla w dziedzinie fizyki za wynalazek polegajacy
na przekazaniu impulsu elektrycznego na odlegtos¢ bez uzycia metalowego
przewodu. Dlatego poczatkowo nazywano jego wynalazek ,telegrafem bez
drutu”. Nie byla to jeszcze radiofonia w takiej formie, jakg ma wspolczesne
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radio, gdy przekazuje sie dzwick na odlegtos¢, czy telewizja — gdzie przekazu-
je si¢ obraz. Byla to radiotelegrafia, w ktorej porozumiewano si¢ przy pomocy
alfabetu Morse’a. Owczesna nadawcza aparatura radiowa wytwarzata impulsem
elektrycznym fale elektromagnetyczng powodujacg powstanie w odbiorniku
dzwieku, przypominajgcego buczenie (lub trzask), ktéry dzieki zastosowaniu
tzw. klucza (zamykajacego obwdd elektryczny) oddawal krétsze (kropki) i diuz-
sze (kreski alfabetu Morsea), tak samo, jak w telegrafie przewodowym.

Specjalnos¢ ta byla tak nowa i rzadka, ze oficeréw radiotelegrafii we wszyst-
kich éwcezesnych armiach (w tym i w polskim wojsku) byto mniej niz pilotéw
w lotnictwie. Dlatego por. Jackowski zarejestrowal wszystkich wyktadowcow
i studentéw radiotechniki Politechniki Warszawskiej, a 10 listopada w gazetach
warszawskich zamiescil ogloszenie: ,,[b]aczno$¢! Dla objecia radiotelegraficznej
stacji w Cytadeli potrzebni sg niezwlocznie zdolni Zolnierze radiotelegrafisci.
Zglaszaé sie do ppor. inz. K. Jackowskiego — Sniadeckich 4 m. 3”. Wkrotce po tym,
w prywatnym mieszkaniu Jackowskiego, zameldowali si¢ byli oficerowie z armii
rosyjskiej — porucznik Bronistaw Sroka (dowddca oddziatu ,,radio” w I Korpusie
Polskim w Rosji) oraz podporucznicy Jan Sawicki i Eugeniusz Rzymowski.

Wybudowana przez Niemcéw w latach 1915-1916 radiostacja warszaw-
ska (o sygnale wywotawczym ,WAR”) ulokowana byta w zewnetrznym forcie
Cytadeli (obecnie u wylotu Alei Wojska Polskiego na Zoliborzu), a jej antene
rozpieto na dwoch siedemdziesieciometrowych stalowych masztach ustawio-
nych na dwoéch sasiednich bastionach watu fortecznego. Byta ona ogniwem
tranzytowym dla utrzymywania facznosci miedzy Berlinem a dowodztwem
wojsk niemieckich na wschodzie (Ober Ost) w Brzesciu Litewskim via Warszawa
i Poznan oraz innymi dowddztwami i miastami. Jej zasieg — do pdttora tysiaca
kilometréw — umozliwial nawigzanie tacznosci ze stolicami wiekszo$ci panstw
europejskich, od Moskwy po Londyn, Paryz, Rzym, Balkany i Skandynawie.
Zdobycie nieuszkodzonej radiostacji otwierato odradzajacej sie Polsce okno
na $wiat, a z drugiej strony umozliwialo czerpanie z eteru aktualnej wiedzy
o wszystkim, co dzialo si¢ owej burzliwej ,,jesieni ludéw” w Europie.

Po zdobyciu radiostacji, noca z 18 na 19 listopada, nowa, polska juz zaloga
nawigzala taczno$¢ ze szwedzka radiostacja ,Saj” w Karlsborgu i za jej posred-
nictwem por. Bronistaw Sroka na zmiang z sierzantem Janem Pradellokiem
nadali do Paryza podpisang dwa dni wczesniej i przettumaczong na jezyk fran-
cuski depesze, notyfikujaca rzagdom panstw wojujacych i neutralnych powstanie
niepodleglego parnistwa polskiego. Slazak Jan Predellok, z niemieckiej zalogi
radiostacji, ktory wbrew rozkazowi nie zniszczyl jej, zostal z czasem oficerem
Wojska Polskiego, a po przejsciu na emeryture wyjechat do rodzinnych Katowic,
gdzie zmarl przed wybuchem wojny.
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Rankiem 19 listopada 1918 roku radiostacja warszawska odebrata pokwi-
towanie odbioru depeszy ze Szwecji, ktdra zobowigzala si¢ przekaza¢ ja do
innych stolic. Rowniez z miejsca najmniej oczekiwanego — z Poznania - z ser-
ca zaboru pruskiego, przejety telegram przynosit krzepigce stowa: ,,[pJolski
Poznan pozdrawia Warszawe”. Telegram ten wystal Polak Stanistaw Jozwiak,
radiotelegrafista w stuzbie niemieckiej z zatogi radiostacji poznanskiej, ktéry po
sposobie ,,gania” (nadawania) rozpoznal w nadawcy depeszy - Jana Pradelloka,
pelniacego tam stuzbe w 1916 roku.

Zdobycie warszawskiej radiostacji spowodowalo, ze od listopada 1918
roku zaczal naptywac do stolicy, do wladz panstwowych i wojskowych, nie-
przerwany strumien informacji o wszystkim, co dzialo si¢ wokot Polski i w ca-
tej Europie. Byly to telegramy prasowe i dyplomatyczne, informacje o zapo-
czatkowanych pertraktacjach pokojowych Ententy z panstwami centralnymi,
o tworzacym si¢ nowym porzadku w Europie, o tworzeniu si¢ nowych panstw
(Litwy, Czechostowacji, Ukrainy Halickiej i Naddnieprzanskiej), o wstrzasach
rewolucyjnych w Niemczech, o toczacej si¢ wojnie domowej w Rosji. W ete-
rze krzyzowaly si¢ jawne i szyfrowane rozporzadzenia i komunikaty oraz de-
klaracje bolszewickie z szyfrowanymi i podawanymi ,.clarem” telegramami
»biatych”

Stosunkowo szybko utworzony zostal w Wojsku Polskim system zorgani-
zowanego radionastuchu. Prowadzony byl poczatkowo, w okresach wolnych od
korespondencji wlasnej, przez zatogi kolejnych, zdobywanych na okupantach
niemieckich i austriackich radiostacji stalych: w Krakowie (od 4 listopada), w Po-
znaniu (od konca grudnia 1918 roku), w Przemyslu (od stycznia 1919 roku), a od
wiosny 1919 roku we Lwowie. Powaznym problemem byly w réwnym stopniu
braki kadrowe i sprzetowe. W latach 1918-1920 stuzbe w elitarnych formacjach
radiotelegraficznych pelnito tylko 143 oficeréw (blisko potowe wyksztalcono
juz w Wojsku Polskim) i niemal trzy razy tyle podoficeréw i specjalistow (dwie
trzecie wyszkolono juz w Wojsku Polskim). Niezbedna pomoca stuzyta ka-
dra wydziatow elektrycznych Politechniki Lwowskiej i Warszawskiej. Wérod
nich byt student - podchorazy Wojska Polskiego, a wkrotce profesor i kapitan
Wojska Polskiego Janusz Groszkowski, pdzniejszy prezes Polskiej Akademii
Nauk!

' To whaénie dlatego, Ze byt oficerem rezerwy WP oraz miat kontakty z polskim wywiadem
wojskowym, podczas II wojny $wiatowej wspotpracowal z wywiadem Armii Krajowej, badat
fragmenty niemieckiej rakiety V1 i V2, w tym radiowa aparature naprowadzania oraz silnik
rakietowy.
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4. Biuro Szyfrow

Zasada szyfrowania wlasnej korespondencji stosowana byla juz w Le-
gionach Polskich podczas wojny $wiatowej oraz w Polskiej Sile Zbrojnej. Dla
umozliwienia radiotelegraficznego kontaktu Rady Regencyjnej z dowddztwem
I Korpusu Polskiego, gen. Jézefa Dowbor-Musnickiego, klucze szyfrowe przy-
wiozl z Warszawy do Bobrujska 19 lutego 1918 roku por. Pawet Romocki. Mialy
one stuzy¢ do stalej komunikacji miedzy ta formacja a Warszawg dla utajnienia
korespondencji przed bolszewikami. Byly to niemieckie systemy szyfrowe, kto-
re - mimo zmiany konkretnych kluczy — dawaly jednak polskiemu wywiadowi
wglad w systemy szyfrow stosowanych przez Niemcy. Jednoczesnie dawaly taki
sam wglad w korespondencje gen. Dowbor-Musnickiego Niemcom.

W komisji likwidacyjnej POW kierowanej przez Walerego Stawka, w Bel-
wederze, na przefomie 1918 i 1919 roku, zanim struktury wywiadu POW zostaly
wlaczone i podporzadkowane Sztabowi Generalnemu i Ministerstwu Spraw
Wojskowych, do kontaktu z komendami i siatkami POW w Kijowie, Minsku,
Moskwie i innych miejscach uzywano szyfrow peowiackich. Byty wiec szyfry
swoistym chlebem powszednim wszystkich tajnych stuzb oraz wojska.

W Sztabie Generalnym tworzonym od pazdziernika 1918 roku w Warsza-
wie pierwszym oficerem odpowiedzialnym za stworzenie nowych systemow
szyfrowych w Wojsku Polskim byt Karol Anders z armii rosyjskiej (brat ptk. Wta-
dystawa Andersa). Najprawdopodobniej jednak nie poradzit sobie z tym zada-
niem, bowiem gdy 12 grudnia 1918 roku nowym szefem wywiadu zostat pptk
Jozet Rybak - jak sam odnotowal w swych pamietnikach, otrzymat polecenie
zorganizowania komorki szyfrowej, faktycznie za$ centrali wywiadu, na wzér
i podobienstwo austriackiego Evidenzbiuro. Jeszcze przed wyjazdem z Wiednia,
gdzie pracowal w polskiej komorce likwidacyjnej austriackiego Kriegsmini-
sterium, w grudniu, zdobyt najwazniejsze szyfry austriackie. Dzieki pomocy
ptk. Hermana Pokornego (ktéry po rozpadzie monarchii dualistycznej zostal
oficerem na Wegrzech) przywidzt do Polski nastepujace szyfry: Weiser-Pomil,
Weiser-Assi, szyfr ,,M”, szyfr XV, Lambda oraz ksiazke na temat kryptografii
Edwarda Fleissnera von Ostrowskiego Handbuch der Kryptografie. Anleitung
zum Chiffrieren udn Deschiffriren von Geheimchreiften, wydang w Wiedniu
w 1881 roku.

W tym czasie przedstawicielem wojskowym Polskiej Komisji Likwidacyj-
nej w Wiedniu, a nastepnie polskim przedstawicielem wojskowym byt gen. inten-
dent Edward Poschek. W sktad misji wchodzit m.in. mjr baron Emil Prochaska
(ktory od listopada 1919 roku petnit funkcje attaché wojskowego w Austrii), ktory
przyjaznit si¢ z ptk. Nandorem Taroczym (przedstawicielem wywiadu wegier-
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skiego w Wiedniu). Dzigki tej przyjazni i zazytosci ptk Taroczy pomagt nie tylko
w zorganizowaniu siedziby polskiej placowki wojskowej w Wiedniu przy placu
Schwarzenberga 3, lecz takze - z polecenia pplk. Jézefa Rybaka — w zdobyciu
kolejnych materiatéw z dawnego austriackiego Biura Szyfrow. Na , kolezen-
ska prosbe” pplk. Rybaka wegierski przyjaciel zdobyt w dawnym Biurze Szy-
fréw niezbedng dokumentacje¢ austriackich komorek szyfrowych, wzory kodow
i szyfrow uzywanych podczas I wojny swiatowej w armii rosyjskiej, instrukcje
prowadzenia radiowywiadu w armii austro-wegierskiej, podreczniki i ksiegi
z zakresu kryptoanalizy. Staly sie one podstawowymi pomocami naukowymi
utworzonego na poczatku 1919 roku polskiego Biura Szyfrow.

Materialy te wykorzystat kpt. Eugeniusz Chilarski, ktory w potowie grud-
nia 1918 roku zostat wyznaczony przez pplk. Rybaka na stanowisko szefa Sekeji
Szyfrow Sztabu Generalnego WP. Opracowat on kilka wersji pierwszych szyfrow
uzywanych w Wojsku Polskim, oznaczonych jako szyfr ,,Ch” (czyli Chilarski),
z dodatkiem liczby podanej cyframi rzymskimi lub tacinskimi. Sktadaty si¢
nan: kod czteroliterowy - dla dowddztw frontowych - utajniajacy podstawowe
struktury organizacyjne terminy i zwroty oraz tzw. kratka szyfrowa wraz z okre-
sowymi zmiennikami. Ponadto opracowal innego rodzaju szyfr dla kontaktow
z polskimi misjami wojskowymi poza granicami Polski.

Wezeséniej, 3 grudnia 1918 roku przybyt z Paryza (wraz ze Stanistawem
Grabskim z Komitetu Narodowego Polskiego) kpt. Tadeusz Zwistocki, ktory
od gen. Jozefa Hallera przywidzt szyfry, ktore mialy by¢ zastosowane do kontak-
tow wladz polskich w Warszawie z KNP oraz dowddztwem Armii Polskiej we
Francji.

Kapitan Chilarski pelnil obowigzki szefa Sekcji Szyfrow do lutego 1919
roku, gdy zastapit go na tym stanowisku kpt. Jozef Stanslicki, takze z dawnej
armii austro-wegierskiej, ktory opracowat kolejne elementy polskiego systemu
szyfrowania korespondencji operacyjnej: kod stacyjny - St. (czyli Stanslicki)
wraz z dodanymi cyframi rzymskimi (od I do IX) oraz szyfry St. (czyli Stan-
slicki) I-XL (czterdzie$ci odmian - tzw. zmiennikéw, zmienianych co kilka
dni) do komunikacji Naczelnego Dowo6dztwa Wojska Polskiego z placéwkami
zagranicznymi, Dowo6dztwami Okregéw Generalnych, dowédztwami fronto-
wymi; natomiast dowodztwa frontéw i dowodztwa dywizji korzystaly nadal
z kodu Ch i szyfru Sigma opartego na wzorach austro-wegierskich. Cala ta
praca ukierunkowana byta na stworzenie systemu utajniania polskiej korespon-
dencji radiotelegraficznej, natomiast tworzenie struktur polskiego radiowy-
wiadu zwigzane bylo z osoba mjr. Karola Boldeskuta, przyjetego do stuzby
w Oddziale Informacyjno-Wywiadowczym SG WP z inicjatywy pplk. Jézefa
Rybaka.
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Jak wspomniano, juz od konca listopada 1918 roku polskie radiostacje
prowadzity coraz bardziej usystematyzowany nastuch sieci radiowych i ruchu
radiowego wszystkich panstw okalajacych Polske. Przejmowaly gléwnie jawne
komunikaty agencyjne i informacje prasowe, ale monitorowaly takze wojskowe
sieci radiowe, sprawdzajac, kto z kim si¢ porozumiewa i jakiego rodzaju szy-
frami. Na tej podstawie w Oddziale Informacyjnym od pierwszych miesiecy
1919 roku sporzadzane byly serwisy wiadomosci o kazdym z panstw, a przede
wszystkim o sytuacji na wschodzie — w Rosji i na Ukrainie. W eterze krzyzowaly
sie radiogramy zawierajace bolszewickie dekrety i sprawozdania, komunika-
ty bolszewickiej agencji telegraficznej ROSTA, teksty wystapien przywddcow
przesytane z centrali do redakeji lokalnej prasy oraz przemdwienia agitacyjne
i artykuly propagandowe. Sporg grupe radiogramow stanowity teksty szyfrowa-
ne, tak przez ,biatych’, jak i ,czerwonych’, facznie z flotg czarnomorska, a takze
szytfrogramy emitowane przez radiostacje ukrainskie oraz wegierskie. Te ostat-
nie, a szczegdlnie wymiana korespondencji Budapesztu z Moskwy i Kijowem,
tym bardziej byly interesujace, ze w marcu 1919 roku na Wegrzech rozpoczeta
sie rewolucja bolszewicka.

Nieliczne polskie ruchome radiostacje nastuchowe rozmiescil mjr Karol
Boldeskut niemal w tych samych miejscowosciach, gdzie podczas Wielkiej Woj-
ny, w latach 1915-1918, pracowaly nastuchowe radiostacje austriackie i niemiec-
kie. System uzupelniaty dwie stacje radiopelengacyjne (kierunkowe), usytuowa-
ne wiosng 1919 roku - jedna koto Lwowa i druga koto Bialegostoku, przesunieta
nastepnie do Wilna. Ich zadaniem byla (na zasadzie krzyzowania si¢ dwdch
siecznych wyznaczajacych kierunek, skad sygnal byt najsilniejszy) lokalizacja
radiostacji Armii Czerwonej oraz ,bialej” rosyjskiej Armii Ochotniczej. Dzigki
temu uzyskiwano wiedze, kto i skad nadaje, jaki jest jego sygnal wywolawczy
i zakres fal, jak s3 zorganizowane sieci radiowe (grupy zwigzanych ze soba
radiostacji nadajacych w tym zakresie fal) i kto kieruje kim (tzw. radiostacje
kierujace) - czyli kto dowodzi. W ten sposob mozna bylo zestawi¢ strukture
organizacyjng wyzszych i nizszych rosyjskich zwigzkéw operacyjnych (czyli
frontéw i armii).

Jednoczesnie do dowddztw Wojska Polskiego na froncie wydany zostat
rozkaz nakazujacy przesytanie do Sekeji Szyfrow SG WP wszystkich zdobycz-
nych kluczy szyfrowych oraz materiatu szyfrowego. W ten sposéb, w kwietniu
1919 roku, do Warszawy przestane zostaly z Wilna dwa klucze szyfrowe Armii
Czerwonej ,,Majak” i ,,Mars” (ten ostatni ze ,zmiennikiem” 47110), zdobyte
wraz z rosyjska radiostacja podczas kwietniowej operacji na Wilenszczyznie.

Problem byl jednak z dekryptazem (famaniem) szyfrow rosyjskich. W sys-
temie radiowywiadu brakowato bowiem bardzo istotnego (a nawet najwaz-
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niejszego) ogniwa, jakim jest komoérka kryptoanalityczna, ktdra zajmowataby
sie tamaniem szyfréw obcych. W tym czasie w Europie, po rozpadzie sztabu
austriackiego (i jego Biura Szyfrow, ktéry podczas Wielkiej Wojny odnotowal
wielkie sukcesy w zakresie tamania szyfrow rosyjskich, rumunskich, serbskich
i wloskich), a takze na skutek rozpadu dawnych struktur Biur Szyfréw nie-
mieckiego i rosyjskiego (ktére nie mialy na swoim koncie wigkszych sukcesow
w zakresie tamania szyfréw obcych), jedynie Anglicy i Francuzi zajmowali sie
na wiekszg skale kryptoanalizg, ale ich zainteresowania ogniskowaly sie dotad
gléwnie na armii i flocie niemieckiej, wiec Polska, wchodzac do elitarnego kregu
panstw tworzacych tak wyspecjalizowane komorki kryptoanalityczne, nie byta
bynajmniej zap6Zniona w tym zakresie.

W tym czasie, po przejsciu pplk. Jozefa Rybaka do stuzby w Ministerstwie
Spraw Wojskowych, mjr Karol Botdeksul, z dniem 1 kwietnia 1919 roku, objat
funkcje szefa Oddziatu Informacyjno-Wywiadowczego SG WP. Rola i gtéwne
zadanie Boldeskula - dotyczace zorganizowania radiowywiadu na Rosje wraz
z komorka kryptoanalityczng - byty tak gteboko utajnione, Ze nawet prominent-
ni i najbardziej zaufani wspotpracownicy Jozefa Pitsudskiego nie wiedzieli o tym,
krytykujac oficera z dawnej armii austro-wegierskiej i wyrazajac zdziwienie,
ze Wddz Naczelny trzyma go na stanowisku szefa tak newralgicznego organu
dowodzenia w Wojsku Polskim.

5. O weselu panny Sroczanki oraz lekturach z dziecinstwa
Jana Kowalewskiego i grzebieniu

Tworzeniu polskiej komorki kryptoanalitycznej, owego brakujacego ogni-
wa w strukturze radiowywiadu, dopomogt szczesliwy przypadek. Juz w marcu
1919 roku por. Jakub Plezia z Krakowa, pelnigcy podczas Wielkiej Wojny stuzbe
w austriackim Biurze Szyfréw, opracowal raport w tej sprawie, ktéry jednak
utknal na trzy miesigce w sejfie dowddcy DO Gen. V Krakoéw i dotart do kpt.
Jozefa Stanslickiego dopiero w sierpniu 1919 roku. Tymczasem w lipcu 1919
roku do stuzby w Oddziale Informacyjno-Wywiadowczym SG WP przyjety
zostal por. Jan Kowalewski, byly oficer rezerwy carskiej armii rosyjskiej. Po-
rucznik Kowalewski, fodzianin, absolwent tamtejszego gimnazjum handlowego
i inzynier chemii, ktérg studiowal na Uniwersytecie w Liege, pelnit podczas
wojny stuzbe w rosyjskich formacjach inzynieryjnych. W ich skfad wchodzity
pododdzialy telegraficzne i radiotelegraficzne, wigc znal rosyjskie procedury
obowiazujace w radiotelegrafii, a co wiecej pelnit tez stuzbe w radiotelegrafie
i znat zasady szyfrowania korespondencji rosyjskiej. Jednak takg samg znajo-
moscig zasad dysponowali mjr Boldeskut, kpt. Stanslicki i por. Plezia, co nie
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przekladalo si¢ na praktyke tamania rosyjskich (w tym bolszewickich) kluczy
szyfrowych. Po rozpadzie armii carskiej por. Kowalewski wstapit do II Korpusu
Polskiego w Rosji, a nastepnie byt oficerem wywiadu POW w Kijowie i szefem
wywiadu polskiej 4 DS w Odessie (w sktadzie Armii Ochotniczej gen. Antona
Denikina). Poczatki jego stuzby w Biurze Szyfréw opisane zostaly w opubli-
kowanej w Londynie w 1952 roku biografii Jana Kowalewskiego (ttumaczenie
autora):

Pewnego dnia jego kolega porucznik Sroka chcial i§¢ na dwutygodniowy
urlop z powodu $lubu swej siostry. Zapytat on Jana, czy zastapilby go na stuzbie
podczas jego nieobecnodci. Stuzba ta polegala na czytaniu przejmowanej kore-
spondencji radiowej w roznych jezykach. Zawsze gotowy do pomocy Jan zgodzit
sie. Slub uroczej panny Sroczanki zapoczatkowalo serie wypadkéw, ktérych
nastepstwa wplynely na bieg Zycia Jana.

Kazdego ranka o godzinie 6smej stosy z pakietami radiodepesz przejmo-
wanych przez rézne polskie stacje radiotelegraficzne byly sktadane na biurko
Jana. Potrafigcy czyta¢ niemal we wszystkich europejskich jezykach z fatwoscia
dawal sobie z tym rade. Trzeciego dnia w pakiecie ze stacji radiotelegraficznej
Lwow znalazt dwa intrygujace telegramy, zapisane kaligraficznym pismem przez
podchorazego, ktéry nawet zakreslit ramke wokot tekstu. Pierwszy telegram byt
adresowany do dowddztwa sowieckiej XII Armii w Kijowie, podpisany przez
dowodce Grupy [Operacyjnej] Jone E. Jakira oraz jego szefa sztabu. Drugi byt
catkowicie zaszyfrowany, z wyjatkiem pierwszego stowa, Delegat, ktére byto
ujete w cudzystow. Janowi, gdy patrzyl na rosyjskie telegramy, zaswitata w glowie
pewna mysl. Byl on dobrym matematykiem, powinien sobie poradzi¢ z ich
rozwigzaniem. Wynik moéglby by¢ interesujacy.

Tak wiec 6w szczesliwy zbieg okolicznosci sprowadzal sie do $lubu i wese-
la panny Sroczanki, lektur z dziecinstwa oraz prozaicznego grzebienia. O ile
o $lubie i weselu juz wspomnieli$my, cata dotychczasowa styczno$¢ por. Jana
Kowalewskiego z kryptoanalizg sprowadzala si¢ do znanych mu z dziecinstwa
lektur Arthura Conan Doylea o Sherlocku Holmesie oraz noweli Edgara Alana
Poe - Ztoty zuk. Ta ostatnia opowiadala histori¢ odczytania pirackiego szyfro-
gramu zapisanego atramentem sympatycznym na skorze, odczytania tekstu
i odnalezienia skarbu piratéw. Znaleziony przypadkowo na plazy fragment
skory, nie wigkszy od chustki do nosa, réwnie przypadkowo ogrzany nad swieca
ujawnil tekst zapisany atramentem sympatycznym. Jan Kowalewski pamietal,
ze niezbedne jest znalezienie punktu zaczepienia, stabego punktu szyfrogra-
mu. W opowiadaniu Zoty Zuk owym stabym punktem bylo charakterystyczne
nazwisko pirata - ,,Kidd” — w ktérym dwukrotnie wystepowala te same litery -
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»dd”. Jesli byl to szyfr podstawieniowy - literki ,,dd” bylyby zastapione takim
samym znakiem.

Jan Kowalewski znal doskonale jezyk rosyjski, potrafit postugiwac si¢ nim
niemal jak ojczystym, byl w stanie pisaé, czytaé, mowic, liczy¢, a nawet mysle¢
po rosyjsku. Znal rosyjska literature i poezje, jezyk techniczny i wojskowy, w cza-
sach stuzby w armii rosyjskiej poznal wojskowe procedury, schematy rosyjskich
dokumentéw operacyjnych oraz terminologie, zwroty, charakterystyczny ,,szy-
mel” rozkazéw i meldunkéw. W czasie wojny §wiatowej jako rosyjski oficer pisal
i czytal oraz szyfrowal dziesigtki takich dokumentéw. Analogicznie jak w przy-
padku nazwiska pirata Kidd, ktéry okazal si¢ owym ,,stabym punktem” (albo
~punktem zaczepienia”), Jan Kowalewski zalozyl, ze w szyfrogramie powinno,
a w zasadzie musi znalez¢ sie stowo ,,dywizja” oraz nazwisko dowodcy w pod-
pisie, wiedziat tez (dzieki danym z polskich stacji kierunkowych), ze depesza
zostala nadana z Odessy, ktéra w jezyku rosyjskim pisze si¢ przez dwa ,,s”.

Rosjanie uzywali szyfréw kratkowych, o uktadzie podobnym do tabliczki
mnozenia. Jedli na przyktad w pole mnozenia - 2 x 2 — wpiszemy rosyjska litere
»p” - czyli ,r” - to w szyfrogramie bedzie ona oznaczona jako ,,22”. Jedli w pole
1x 0 (cho¢ to matematycznie niepoprawne) wpiszemy rosyjska litere ,,u” — czyli
»1” — to bedzie ona oznaczona w szyfrogramie jako ,,10”. Stowo ,,dywizja” ma
w jezyku rosyjskim charakterystyczny uklad sylab i liter. Kazda druga litera
w sylabie - na ktdrg skladajg sie dwie litery - to litera u (,,i”): (,,zu-Bu-3msa”).

Jan Kowalewski postuzyl sie wiec grzebieniem, z ktoérego wylamat zeby
w regularny sposob, tak aby w miejsce po ich wylamaniu wchodzily dwie cyfry
oznaczajace literki ,,u” i przesuwajac nim po tekscie, szukal takiej sekwencji
znakow (cyfr, ktdre zastgpowaly w szyfrogramie litere ,,u”), gdzie co druga grupa
(dwoch cyfr) bedzie si¢ powtarzala. Gdy ja znalazl, odczytal stowo , dywizja”
Dzieki temu dysponowat juz piecioma literami, co stanowito okoto jedng piata
alfabetu rosyjskiego.

Kolejne litery odkryt dzieki ewidentnemu, wrecz szkolnemu bledowi
szyfrujacych, ktorzy podali nazwisko dowddcy i szefa sztabu dwukrotnie, raz
tekstem otwartym (jawnym) - jak by¢ powinno, a innym razem tekstem zaszy-
frowanym. Z zasady nie wolno bylo szyfrowa¢ podpiséw i nagléwkow, bowiem
byly one niezmienne, a zmienialy si¢ jedynie klucze szyfrowe. Znajac te nagtowki
i nazwiska, mozna byto metoda podkiadania tekstu jawnego pod tajny ztama¢
klucz i odczytaé szyfrogram.

Znajac - ze stowa ,,mu-su—3usa” - litery: ,,u” oraz ,°, Jan Kowalewski
mogt sprawdzi¢, ze byl to Iona Jakir (,noma sxup”), i poznaé dzigki temu
kilka kolejnych nowych liter: ,,0”, 1" »a”, ,&" »p”. Ponadto podwojna litera
»CC” = (»88”) — w stowie Odessa, umieszczonym w nagléwku i powtérzonym
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w tresci szyfrogramu, przy znajomosci ,,x” i ,a”, dopomogta w odszyfrowaniu
kilku kolejnych liter: ,,e” i ,,¢”. Dzigki temu poznal juz dwanascie liter, a wiec
niemal polowe alfabetu. Podstawiajac w szyfrogramie znane litery pod grupy
cyfr, poszukiwal brakujacych liter, i w ten sposdb odczytywal kolejne stowa,
a nastepnie calg tres¢ szyfrogramu.

W ten sposob w sierpniu 1919 roku Jan Kowalewski ztamal — metodg
ataku lingwistycznego — pierwszy rosyjski szyfr o nazwie Delegat. Fragment
szyfrogramu podano ponizej.

1) Podkreslono w zaszyfrowanej formie litery ,,u” (czyli zestawienie dwoch
cyfr: 10) w stowie: ,, su—Bu—3us’, odnalezione i odczytane za pomoca
grzebienia.

2) Wytluszczono w szyfrogramie wszystkie litery odnalezione przy zastoso-
waniu wymienionych wszystkich trzech pierwszych stabych punktow -
»dywizja’, ,Iona Jakir” i ,Odessa”. Pozostale litery pozostaly niewytluszczo-
ne, ale mozna je byto odczytac i uzupetni¢, podobnie jak brakujace litery
w krzyzowce.

3) Przedstawiono odtworzong ,.kratke” czyli ,deszyfrant”, ujawniony klucz
szyfrowy Delegat, uzyty do zaszyfrowania radiotelegramu. Litery wytlusz-

czone - odczytane jak wyzej, pozostale litery odczytane dzigki metodzie
krzyzowki.

Zaszyfrowany radiotelegram (szyfrogram).
4005220523433432353431101210031034430531230501351131
0512351110150132051235221033353423102235100305311540
4041432205100335021435121135403244431415111015121135
4322351214151110102310151235...

Odczytany radiotelegram (szyfrogram).

40 0522 0523 43 34 32 3534 31 1012 10 03 10 34 43 05 31 23 0501 35 11
C Op O KIOIT AT as4d O uWmWBB A3 U A0 O0 OKOMaAH
310512 3511101501 320512 35221033 3534 231022351003 0531
I 0O BaHWEMTO®BapumaasaZEKU®Pam3 o0 O
154040 41 4322051003 350214 3512 1135403244431415111015
e C C bl I p OMM 3 ammJjgaBHAaa C T y I J € H 1 e
12113543223512141511 1010231023 10151235
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Jak odnotowal w swych wspomnieniach por. Jan Kowalewski: ,,[...] zla-
manie i odczytanie tekstu przyniosto sensacyjne informacje”. Nazajutrz poin-
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formowany o tym szef Oddzialu Informacyjno-Wywiadowczego, pptk Karol
Botdeskut w lot zrozumial wage sukcesu por. Jana Kowalewskiego:

Ztamanie rosyjskich szyfréw [...] zelektryzowalo Naczelne Dowédztwo
Wojska Polskiego. Szef Sztabu Generalnego [oraz szef wywiadu wojskowego]
[...] polecil Janowi zorganizowanie [...] [komorki] dekryptazu. [...] Porucznik
Jan Kowalewski [...] osiagnat bardzo wysoki poziom skutecznosci, tak ze Polacy
czytali [od tego czasu] praktycznie wszystkie telegramy wysytane i odbierane
przez Armie Czerwona.

Tabela 1. Odtworzony deszyfrant (klucz)
szyfru Delegat ([Tenerar)

0o 1 2 3 4 5
0 M m 3 0 O
1l m # B © 1 e
2 xk 6 p K O b
3 ¢ m T m A a
4 ¢ o uw m y x

*W oryginale deszyfrantu w kratce tej
wpisany jest znak zapytania, ale z analizy
zestawu liter wynika, ze brakujaca literg
byta litera ,,11”.

W ciagu zaledwie dwoch tygodni utworzona zostala w Sekcji Szyfrowej
Oddziatu IT Informacyjno-Wywiadowczego SG WP - przeksztalconej w Biu-
ro Szyfrow — nowa komorka organizacyjna pod nazwa ,Wydzial II Szyfréow
Obcych’, na czele ktdrej stanal Jan Kowalewski. Zatrudniono w niej kilku
mlodych oficeréw o nieszablonowych metodach dzialtania; co charakterystycz-
ne, zwartg grupe stanowili wérod nich instruktorzy harcerscy i harcerze ze
wszystkich trzech zaboréw, osobowosci o ,,swedzacych moézgach”, jak mowit
o nich Jan Kowalewski: por. Jakub Plezia (komendant hufca i komendant cho-
ragwi w Krakowie), ppor. Maksymilian Ciezki (druzynowy i komendant Hufca
w Szamotulach), por. Jerzy Suryn (zastepowy w polskiej druzynie harcerskiej
w Odessie). Nieprzypadkowo, gdy por. Jan Kowalewski, przed awansem na
stopien kapitana, musial w koncu 1920 roku odby¢ praktyke frontowa, wy-
bral dowodzenie kompania w széstym harcerskim putku piechoty wojsk Litwy
Srodkowej.

Ztamanie pierwszego klucza szyfrowego Armii Czerwonej i utworzenie
Wydziatu IT Szyfréw Obcych wypelnilo brakujace ogniwo w systemie radio-
wywiadu. Odtad nastuch i przejmowanie jawnej i tajnej korespondencji prze-
ciwnika, ustalanie elementéw ,,ruchu radiowego” oraz lokalizowanie nieprzy-
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jacielskich radiostacji dopelnione zostalo komoérka najwazniejsza zajmujaca
sie kryptoanalizg (dekryptazem), czyli famaniem nieprzyjacielskich szyfréw.
Kolejnym etapem tworzenia struktury radiowywiadu bylto stworzenie komo-
rek kryptoanalitycznych w dowodztwach frontéw i armii, gdzie na podstawie
ztamanych w Wydziale II SO BS kluczy szyfrowych odczytywano na miejscu,
na froncie korespondencje przeciwnika, bez potrzeby dwukrotnego przesytania
(z frontu do Warszawy i z powrotem) szyfrowanej i odczytanej korespondencji.

Stworzenie takiego systemu na przelomie 1919 i 1920 roku umozliwito
szybkie odczytywanie korespondencji bolszewickiej ze wszystkich frontéw woj-
ny domowej na Ukrainie, w poludniowej Rosji, na Syberii i na Kaukazie. Jan
Kowalewski ztamal takze szyfry uzywane przez Armie Ochotniczg gen. Antona
Denikina oraz ,,bialg” Flote Czarnomorska, a takze stosowane przez Armie
Ukrainskiej Republiki Ludowej (Naddnieprzanskiej). Dalo to mozliwos¢ $le-
dzenia wydarzen na rozlegltych terenach Rosji od Syberii po Piotrogréd i od
Murmania po Morze Czarne.

Z czasem doszly jednak nowe problemy. Jak zapisal w swych wspomnie-
niach Jan Kowalewski o kluczu Delegat:

Byt on nieskomplikowanym szyfrem, w ktérym dwie cyfry zastepowaly
jedna litere alfabetu. Do rzedu cyfr otrzymywanych w ten sposob, dodawanych
byto [na poczatku] dwanascie cyfr [specjalnego] klucza. Szyfr po zastgpieniu liter
przez cyfry byt stalym [szyfrem podstawowym], ale dwanascie cyfr klucza ulegato
zmianie. Bylo tam sze$¢ odrebnych grup cyfr, skad bralo sie szes¢ [kolejnych]
wersji szyfru Delegat.

Podobny zapis znajduje si¢ na zachowanym deszyfrancie (odtworzonym kluczu)
Delegata — czyli wzorze ztamanego klucza szyfrowego:

Odszyfrowal Kowalewski por. i oprécz tego dostarczony z niektérymi
zmiennikami przez Bliuro] W[ywiadowcze]. Czesto byta uzywana baza [wer-
sja podstawowa] bez zmiennika i w takich wypadkach na poczatku depeszy
umieszczano hasto ,,biez pokazitiela’, albo nie podawano (czasem ,,Dieliegat”,
lub ,,Dieliegat biez pokazitiela). System szyfrowania ten sam co w poprzednich.
Jezeli stosowano zmiennik to pisano ,,dieliegat pierwyj’, ,,dieliegat wtoroj’, itp.
Zmiennikow zastosowano 7 [wersji]. Przy szyfrowaniu zmiennika pod podstawo-
wym szyfrogramem podpisywano wspdtczynnik, raz w porzadku normalnym,
nastepnie odwrotnym i tak na zmiane do konca.

Wspomnienia Jana Kowalewskiego oraz opis na deszyfrancie wskazujg na pro-
blemy, ktére pojawily sie¢ wkrétce, w kolejnych wersjach Delegata, a dotyczy-
ly tzw. zmiennikéw - czyli pokazitieli. W korespondencji Armii Czerwonej
i WuCzeKa (bolszewickiej policji politycznej), Rosjanie zaczeli stosowac szy-
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fry podwdjnego przeksztalcenia, dla ztamania ktérego metoda lingwistyczna
okazywala si¢ niewystarczajaca.

Szyfrowanie przy pomocy Delegata ze zmiennikiem (pokazitieliem) pole-
galo na odjeciu od pierwotnej wersji szyfrogramu przemiennie zastosowanego
zbioru sze$ciu cyfr tzw. zmiennika (w kilku jego kolejnych wersjach). Byly one,
jak czytamy we wspomnieniach Jana Kowalewskiego, dopisane na poczatku szy-
frogramu, ale tego poczatkowo nie wiedziano. W ten sposéb od zaszyfrowanego
pierwszy raz radiogramu odejmowano zmiennik, co stanowilo wtérne szyfrowa-
nie i do powstalego w ten sposob rzedu cyfr (stanowiacych réznice) dopisywano
na poczatku szyfrogramu 6w dwunastocyfrowy zmiennik (na przyktad Delegat
I: 517382-283715).

Od zaszyfrowanego szyfrem Delegat teksty radiogramu odejmujemy zapi-
sany przemiennie szesciocyfrowy zmiennik:

4005220523433432353431101210031034430531230501351131...
5173822837155173822837155173822837155173822837155173...
9932408796388369531604056147219207385468418774206068...

Réznica stanowila nowy, drugi raz (wtérnie) przeksztalcony szyfrogram, ktéry
zapisywano z dodaniem (wytluszczonego tu) zmiennika na poczatku:

5173822837159932408796388369531604056147219207385468418774206068...

Tak dwukrotnie przeksztalcony tekst nie poddawat sie juz atakowi lin-
gwistycznemu. Jan Kowalewski szybko jednak odkryt stosowanie przez Ro-
sjan metody wtérnego (podwdjnego) szyfrowania za pomocg zmiennikoéw, ale
gdy z czasem przestano je umieszcza¢ na poczatku szyfrogramu, podajac je
jedynie w pakietach (do nadawcéw i odbiorcéw) na kolejne tygodnie, ,,stanat
przed $ciang”. Ponadto kratka szyfrowa (oparta na kratce tabliczki mnozenia)
miala 100 pdl, tymczasem alfabet rozpisany w podstawowej wersji zajmowal
zaledwie czwartg ich cze$¢, wiec Rosjanie, aby utrudni¢ stosowanie metody
ataku lingwistycznego, w kolejnych kluczach dublowali lub potrajali najcze-
$ciej uzywane samogloski. W takiej sytuacji metoda statystycznego badania
»frekwencji” - czyli czestotliwosci wystepowania liter w odpowiednio duzym
materiale — nie przynosita dobrych rezultatéw. Gdy wszystkie dotychczas stoso-
wane metody zawiodty, nie zawiodta por. Jana Kowalewskiego intuicja. Zwrdcit
sie on (za zgoda szefa Oddzialu Informacyjno-Wywiadowczego pptk. Botde-
skuta) do profesoréw matematyki Uniwersytetu Warszawskiego i Lwowskiego —
Stefana Mazurkiewicza, Waclawa Sierpinskiego i Stanistawa Le$niewskiego.
Byli to znamienici uczeni, wspottworcy polskiej szkolty matematycznej. Wig-
czeni do pracy, konstruowali algorytmy pozwalajace na odnalezienie zmien-
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nikoéw, co zapoczatkowalo nieznany dotad, podwdjny - lingwistyczny i ma-
tematyczny - atak na szyfry. Wlaczeni do pracy wraz ze swymi asystentami
z Wydziatu Filozofii Uniwersytetu Warszawskiego konfrontowali swg wiedze¢
matematyczng z doswiadczeniami i umiejetno$ciami w zakresie terminologii
wojskowej z oficerami Wydziatu II BS. Zapoczatkowana wowczas wspotpraca
uwienczona zostala pdzniej — oczywiscie w nieporéwnywalnie wigkszej skali —
jednym z najwigkszych sukceséw Mariana Rejewskiego, Jerzego Rézyckiego
i Henryka Zygalskiego, ktorzy, aczac metody lingwistyczne i matematyczne,
ztamali szyfry maszynowe Engimy. Byli oni uczniami Zdzistawa Krygowskiego
z Uniwersytetu Poznanskiego. Sam Krygowski wlaczony zostal w tajemnice
kryptoanalizy przez swych kolegéw pracujacych w Biurze Szyfrow od konca
1919 roku.

6. Sukcesy polskiego radiowywiadu

Radiowywiad w pelnej swej strukturze mial niezwykle walory natury
operacyjnej i politycznej, dawal bowiem informacje - aktualne, wiarygodne
oraz dotyczace niezwykle szerokiego spektrum spraw.

Aktualne, poniewaz zaden agent polskiego wywiadu nie zdazylby przestaé
informacji z miejsca ich zdobycia do centrali w Warszawie (lub na polska strone
frontu, co zajmowato od kliku dni do kilku tygodni) w czasie, w jakim odczy-
tywane byly nieprzyjacielskie szyfrogramy (na podstawie ustalonego klucza
trwalo to kilkanascie minut, a tamanie nowych kluczy zajmowato od kilku
godzin do kilku dni, jesli byt to szczegdlnie trudny nowy klucz szyfrowy).

Wiarygodne, poniewaz mogly by¢ one i byly natychmiast sprawdzalne,
a rosyjskie sztaby podczas wojny i dlugo po niej nie dopuszczaly mysli, ze ich
»Stojace na wysokim stopniu trudnos$ci” systemy szyfrowe mogly by¢ ztamane
przez jakich$ Polakow”. Postugiwali si¢ wiec swoimi szyframi z przekonaniem
o bezpieczenstwie swej korespondencji, a tymczasem cata przesytana przez
radiotelegraf korespondencja trafiala réwnoczesnie do rosyjskich i polskich
odbiorcow.

Wreszcie, jesdli chodzi o spektrum wiedzy, to zaden polski agent, a nawet
Lenin, Trocki i Stalin, gdyby tylko byli agentami polskiego wywiadu, nie mieliby
tak szerokiego dostepu do réznego rodzaju informacji, ani tez nie byliby w stanie
tak szybko przekaza¢ ich na polska strone.

Owoce pracy polskiego radiowywiadu dawaly wiec najwyzszym polskim
czynnikom wojskowym i politycznym, a przede wszystkim Naczelnikowi Pan-
stwa i Wodzowi Naczelnemu - Jézefowi Pitsudskiemu orez szczegdlny, niezwy-
kle wazny w polityce zagranicznej i dziataniach wojennych. Marszatek Pilsudski
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posiadat réwniez dostep do informacji pochodzacych z deszyfrowanych ra-
diogramoéw wiadz cywilnych i wojskowych panstw sgsiadujgcych z Polskg —
Niemiec, Litwy, Wegier i Czechoslowaciji.

Lacznie podczas wojny z bolszewicka Rosjg, od sierpnia 1919 roku do kon-
ca 1920 roku Jan Kowalewski i kierowany przezen Wydziatl II Szyfréw Obcych
zfamal okolo stu rosyjskich kluczy szyfrowych i odczytal ponad trzy tysiace
szyfrogramow bolszewickich (nie liczac ,,bialych” Rosjan, ukrainskich, czeskich,
niemieckich i wegierskich), tyle bowiem autor niniejszego artykutu zestawil na
podstawie przebadanych akt polskiego wywiadu wojskowego, znajdujacych sie
w Polsce i w Moskwie.

Klucze szyfrowe zmieniane byly przez Rosjan co okoto dwa tygodnie do
dziesieciu dni. Na tyle oceniali oni zdolnosci polskiego wywiadu. Ztamanie
bowiem szyfru po uptywie tygodnia — dwoch dawato dostep jedynie do zdez-
aktualizowanych i bezuzytecznych informacji. Tymczasem latwiejsze rosyjskie
klucze szyfrowe Jan Kowalewski tamat w ciggu dwdch godzin, a trudniejsze —
dwoch dni.

Jesli w dwczesnej Europie, w ktorej mapa polityczna po I wojnie §wiatowej
ulegta ogromnej przebudowie, wytyczymy lini¢ od Pétwyspu Jutlandzkiego
do Pétwyspu Apeninskiego, na zachdd od tej linii funkcjonowaly w Paryzu
i Londynie dwie sprawne, budowane przez dziesi¢ciolecia (a nawet stulecia)
struktury wywiadu i biura szyfrow zajmujace si¢ kryptoanalizg. Jednak po
I wojnie $wiatowej, na wschod od tej linii, jeden z najsprawniejszych wywiadow,
a w jego ramach najnowoczesniejszy radiowywiad i Biuro Szyfréw, powsta-
ty w Warszawie. Ani Berlin, ani Wieden, ani Moskwa nie odgrywaly w tym
czasie takiej roli jak dawniej. To pozwala zrozumie¢, dlaczego zaréwno dziala-
nia wojenne, jak i polityka polska prowadzona byla w tym czasie racjonalnie
i skutecznie.

7. Znaczenie radiowywiadu - lustro Pilsudskiego

Na fotografiach i karykaturach Jozef Pilsudski przedstawiany byt czesto,
gdy siedzial w fotelu i uktadal na niewielkim stoliku ulubione pasjanse. Wy-
obrazmy sobie, ze fotel i stolik sg takie same, tyle, Ze zamiast uklada¢ pasjansa,
Marszalek gra w pokera z Leninem. Za plecami przeciwnika ustawione jest
niewidzialne dlan lustro, wigc Pilsudski, zerkajac w lustro, wie, jakimi kartami
dysponuje Lenin, wie, ze szachruje, widzi, jak wyciaga karty z rekawa, jak licy-
tuje z kamienng twarzg, aby przechytrzy¢ Pilsudskiego. Ale Marszatek mruzy
oczy i $ciaga brwi i sam stara si¢ ograc przeciwnika. Gra toczy si¢ o wysoka
stawke.
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Owym niewidzialnym lustrem ustawionym za plecami przeciwnika byl
polski radiowywiad. Oczywiscie samym zerkaniem w lustro i wiedzg o tym,
jaka karte ma przeciwnik, nie mozna wygra¢ partii z doswiadczonym szulerem.
Polski Wodz Naczelny i Naczelnik Pafistwa musi takze mie¢ mocna karte — tg
bylo waleczne wojsko i postawa Narodu, a takze pomoc materialna z Francji
i Stanéw Zjednoczonych. Ale w pokerze o wyniku rozgrywki decyduje nie
tylko mocna karta w rekach Pitsudskiego, ale rowniez zelazna konsekwencja
gracza, jego zdolnosci i charakter. Potrzebna jest takze odrobina szczescia - ale
temu mozna dopomoc zerkaniem w karty przeciwnika. Wglad w atuty Lenina,
dzigki owemu niewidzialnemu dlan lustru, dawat przewage, dawal mozliwos¢
prowadzenia rozgrywki nie w ciemno, nie zdajac si¢ na tut szczescia i lepy
los, ale optymalnego licytowania, oceniania szans, dobierania kart, podbijania
stawki, albo sprawdzania i wreszcie pokonania przeciwnika.

Dos$wiadczenia i sukcesy polskiego radiowywiadu podczas wojny z bol-
szewicka Rosja zaowocowaly nawigzaniem $cistej wspolpracy w tej dziedzinie
z Japonia. Jan Kowalewski w 1923 roku zostat skierowany stuzbowo do Tokio,
gdzie stworzyt podstawy radiowywiadu japonskiego ukierunkowanego na Rosje.
Polska (radiostacje w Wilnie i Lwowie) oraz Japonia (radiostacje wybudowane
w Mandzurii) monitorowaty do 1939 roku rosyjskie sieci radiowe na caltym
obszarze Zwigzku Sowieckiego. Lamaniem rosyjskich szyfrow zajmowala si¢
sekcja rosyjska Biura Szyfrow kierowana przez kpt. dr. Stanistawa Szachno-
-Romanowicza.

Lamanie szyfréw niemieckich zapoczatkowane zostato w Polsce w 1920
roku, gdy francuski wywiad wojskowy udostepnit polskiemu wywiadowi infor-
macje o stosowanych podczas I wojny §wiatowej szyfrach niemieckich, ,,podwdj-
nych zmiennikéw” (albo ,,przestawienia podwdjnego’, czy ,,transpozycyjnego’) —
Doppelwiirfelverfahren oraz Handschliisselverfahren. Dzieki temu polskie wla-
dze wojskowe i polityczne kontrolowaly korespondencje wojskowa Niemiec.
Mialo to swe szczegdlne znaczenie podczas plebiscytu na Gérnym Slasku i I11
Powstania Slaskiego w 1921 roku, gdy awansowany do stopnia kapitana Jan
Kowalewski zostal szefem wywiadu polskiego Dowddztwa Ochrony Plebiscytu,
a nastepnie szefem wywiadu Dowoédztwa Wojsk Powstanczych.

Radiowywiad na Niemcy prowadzily wybudowane w latach dwudzie-
stych XX wieku nowoczesne radiostacje nastuchowe w Starogardzie Gdanskim,
Poznaniu oraz w Krzestawicach koto Krakowa. Sekcja niemiecka Biura Szyfrow
(BS-4) famala na biezaco wszystkie stosowane 6wczesnie szyfry niemieckie
az do drugiej potowy lat dwudziestych. W 1926 roku niemieckie sity morskie,
a w 1928 roku Reichswehra - jako pierwsze w Europie — wprowadzily do uzyt-
ku maszyny szyfrowe Enigma. Stefan Mazurkiewicz, ktérego konsultowano
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w zakresie nowych niemieckich szyfréw, okreslit je jako maszynowe i nie da-
jace si¢ ztama¢ przy pomocy tradycyjnych metod, niemniej przekazal sugestie
dotyczace prac nad nimi swemu przyjacielowi Zdzistawowi Krygowskiemu
z Uniwersytetu Poznanskiego. Wkrotce polskie Biuro Szyfrow zareagowato
zorganizowaniem tam kursu kryptoanalitycznego. Zajecia prowadzili na nim
mjr Franciszek Pokorny, Maksymilian Ciezki i inz. Antoni Palluth - wszyscy
oni mieli do$wiadczenia w tamaniu, poczawszy od 1919 roku, szyfréw rosyjskich
i niemieckich. Stosowali metody ataku lingwistycznego i matematycznego na
niemieckie szyfry, co wkrétce doprowadzito do sukcesu. Trzech absolwentow
kursu — Marian Rejewski (studiujacy nastepnie w Getyndze), Jerzy Rozycki
i Henryk Zygalski — zostalo zatrudnionych w sekcji niemieckiej Biura Szyfrow
(BS-4) i w konicu 1932 roku ich prace zostaly uwieniczone sukcesem. W ten
sposob doswiadczenia z lat walk o niepodleglos¢ i granice Rzeczypospolitej z lat
1918-1921 wykorzystane zostaly z sukcesem przed i podczas II wojny swiatowe;.

Racjonalni oficerowie Reichswehry, wiedzacy, ile matematycznych kom-
binacji daje Enigma, nie dopuszczali mysli, ze ktokolwiek bylby zdolny do
zlamania szyfréw maszynowych, tym bardziej, ze z kazdym (cotygodniowym
przed wojng, a podczas II wojny $wiatowej codziennym) nastawieniem maszyny
uzyskiwalo sie nowa wersje szyfru.

Marian Rejewski wywodzit sie z Bydgoszczy w zaborze pruskim. Ze szkoly
oraz studiéw matematycznych w Getyndze wynidst doskonalg znajomos¢ jezyka
niemieckiego, ktérym potrafil postugiwa¢ si¢ réwnie biegle jak ojczystym. Znat
niemieckie idiomy, poezje i przyzwyczajenie do systematycznosci oraz porzad-
ku, znat z kurséw kryptograticznych wojskowe procedury, schematyczny jezyk
dokumentdéw szkoleniowych i operacyjnych w armii niemieckiej, terminologie
i zwroty, charakterystyczny uklad tekstow rozkazéw i meldunkéw. Znajomos¢
kultury rosyjskiego zaborcy, ktéra Janowi Kowalewskiemu ulatwila ztamanie szy-
fréw rosyjskich w latach 1919-1920, Marianowi Rejewskiemu pomogta w rozwig-
zywaniu szyfrow niemieckich. Obaj zaborcy wyksztalcili polskich pogromcow
swoich szyfréw, ale najwazniejszym czynnikiem, ktory przystuzyt sie tamaniu
szyfrow wroga, byla — oprocz znajomosci jezyka i zwyczajow nieprzyjaciela —
matematyka, polska szkota matematyczna, szkola logicznego myslenia, ktéra
jest zrédlem i kwintesencjg nauki.
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Problem nawigacji Zermelo dawniej a obecnie

Pamigci mojego Taty
Marka Kopacza (1940-2019)

1. Geneza problemu

L1. Zwigzek Zermelo z rachunkiem wariacyjnym. Ernst Friedrich Ferdinand
Zermelo (1871-1953) jest znany gltéwnie z wynikéw w teorii mnogosci i lo-
gice. Przywolajmy stynny aksjomat wyboru z 1904 roku zastosowany w do-
wodzie twierdzenia o dobrym porzadku czy paradoksalnym rozkladzie ku-
li Banacha-Tarskiego oraz aksjomatyzacje teorii mnogosci Zermelo-Fraen-
kela z 1908 roku. Jednakze przed poswigceniem si¢ wspomnianym dzialom
matematyki przez niemal trzydziesci lat swojej naukowej aktywnosci Zerme-
lo zajmowal si¢ rachunkiem wariacyjnym. Jego rozprawa doktorska zatytu-
towana Untersuchungen zur Variations-Rechnung (Studia z rachunku waria-
cyjnego) i obroniona w Berlinie w 1894 roku byta poprzedzona studiami uni-
wersyteckimi z matematyki w Berlinie, fizyki w Halle i filozofii we Frybur-
gu. Temat rozprawy zostal zasugerowany przez jego promotora Hermanna
Schwarza, ktérego pierwszym doktorantem byt wlasnie Zermelo. Zermelo kon-
tynuowat i rozwijal wariacyjne wyniki Karla Weierstrassa, w szczegolnosci
rozszerzyl metode badania ekstremow calek krzywoliniowych do przypadku,
w ktérym funkcja podcatkowa zalezy od pochodnych dowolnego rzedu. Na-
stepnie byt asystentem Maxa Plancka i prowadzil badania w fizyce teoretycz-
nej oraz matematyce stosowanej, w tym w mechanice statystycznej. Z kolei
jego habilitacja Hydrodynamische Untersuchungen iiber die Wirbelbewegungen
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in einer Kugelfliche (Hydrodynamika ruchow wirowych na powierzchni sfery)
byla poswigcona zagadnieniom hydrodynamicznym i napisana w Getyndze
w 1899 roku. Z poczatkiem XX wieku cala jego uwaga skupiona zostata na
intensywnie rozwijajaca si¢ teorie mnogosci wraz z zastosowaniami, na przy-
ktad w teorii gier (szachy). Szczegélowa biografie Ernsta Zermelo przedsta-
wia [13].

1.2. Problem nawigacyjny. Powodem zainteresowania niemieckiego matematyka
zagadnieniem okreslanym jako problem nawigacji Zermelo byta najprawdopo-
dobniej éwczesna pierwsza podrdz sterowca Graf Zeppelin dookota $wiata
w 1929 roku lub wczesniejszy pierwszy przelot transatlantycki w 1928 roku czy
tez ogdlnie rozwdj zeglugi powietrznej, w tym zeppelindw, ktérych sterowanie
(nawigacja) bylo istotnie zwigzane z siltg i kierunkiem wiatru (zob. [13]). Zagad-
nienie zostalo postawione przez samego Zermelo w artykule [43] nastepujaco
(ttumaczenie autora).

Na nieograniczonej plaszczyznie, przy czym wiatr jest zadany przez pole
wektorowe jako funkcja polozenia i czasu, statek powietrzny [sterowiec] lub
samolot porusza sie ze stalg predkoscig wzgledem otaczajacych mas powietrza.
W jaki sposob nalezy sterowa¢ statkiem, aby przemiesci¢ sie z punktu do innego
punktu w jak najkrétszym czasie?

1.3. Watek polski. Jest bardzo mozliwe, iz tytulowy problem zostal sformalizo-
wany w Sopocie, gdzie Zermelo przebywal na urlopie zdrowotnym w lipcu
1929 roku. Pierwszy wyktad zatytutowany Uber die Navigation in der Luft als
Problem der Variationsrechnung (O nawigacji w powietrzu jako problemie rachun-
ku wariacyjnego) odbyl si¢ na uniwersytecie w Pradze 18 wrzesnia 1929 roku,
a pierwsza praca [43] o tym samym tytule opisujaca problem wraz z rozwig-
zaniem na plaszczyZznie euklidesowej ukazala si¢ w nastepnym roku. Drugi
artykut [44] po$wiecony tytutowemu problemowi, Uber das Navigationspro-
blem bei ruhender oder verinderlicher Windverteilung (O problemie nawigacji
przy statym lub zmiennym rozkladzie wiatru) ukazat si¢ rok pdzniej, w kto-
rym Zermelo poprawil i rozszerzyl swoje rezultaty do przestrzeni (R’ §;)).
Warto wspomnie¢, iz Zermelo przyjechal do Polski wiosng 1929 roku na ofi-
cjalne zaproszenie Uniwerystetu Warszawskiego z 20 lutego 1929 roku, poprze-
dzone osobistymi staraniami Wactawa Sierpinskiego i Stefana Mazurkiewi-
cza podczas Miedzynarodowego Kongresu Matematykéw w Bolonii w 1928
roku. Celem jego pobytu byto wygloszenie serii wyktadéw z logiki i teorii
mnogosci. W Warszawie Ernst Zermelo mial dziewie¢ godzinnych wystapien
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1. Ernst Zermelo na Uniwersytecie Warszawskim. W pierwszym rzedzie od lewej: W. Sierpinski,
E. Zermelo, S. Dickstein, A. Przeborski. W drugim rzedzie od lewej: J. Lukasiewicz, S. Lesniewski,
B. Knaster, J. Sptawa-Neyman, F. Leja
(Universititsarchiv Freiburg, Co129: Nachlass Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo)

w Instytucie Matematycznym miedzy 27 maja a 10 czerwca 1929 roku. Wykta-
dom towarzyszyly spotkania z polskimi matematykami w Krakowie! Lwowie
i Warszawie?. Sam Zermelo byt bardzo zadowolony z cennych spotkar i wymian
mysli w Polsce, dla ktorych zreszta zrezygnowal z prowadzenia ustalonego juz
wezesniej kursu z geometrii rézniczkowej w semestrze letnim na uniwersytecie
we Fryburgu (zob. [13]).

1.4. Poczgtek dyskusji naukowej. Wspomniany wyktad w Pradze spotkat sie¢ z du-
zym zainteresowaniem, a prace po§wiecone poruszanemu tematowi — z réznymi
uogolnieniami - wkrétce przedstawili m.in. Tullio Levi-Civita, Richard von Mi-
ses, Aureliano de Mira Fernandes, Basilio Mania, Philipp Frank, Constantin
Carathéodory czy nieco pdzniej Kenneth Arrow (zob. [4,9,12,14,26,28,41]). Ar-
row, powszechnie znany jako laureat Nagrody Banku Szwecji im. Alfreda Nobla
z ekonomii (w 1972 roku, wspdlnie z Johnem Hicksem), swoje zainteresowania

' ‘W Krakowie rachunkiem wariacyjnym zajmowali si¢ wowczas Stanistaw Zaremba i Alfred
Rosenblatt.
2 'W Warszawie Zermelo zatrzymat si¢ w mieszkaniu Bronistawa Knastera.
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2. Ernst Zermelo na uniwersytecie we Lwowie. W pierwszym rzedzie od lewej: H. Steinhaus,
E. Zermelo, S. Mazurkiewicz. W drugim rzedzie od lewej: K. Kuratowski, B. Knaster, S. Banach,
W. Stozek, E. Zylir'lski, S. Ruziewicz
(Universititsarchiv Freiburg, Co129: Nachlass Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo)

naukowe skierowal w kierunku nauk ekonomicznych dopiero po napisaniu
wspomnianej pracy. Artykul [4] byl pierwszym poswigconym problemowi
nawigacji Zermelo w kontekscie nieeuklidesowym (sferycznym), a autor 13-
czyl w nim teorie i zastosowania praktyczne. Arrow — po ukonczeniu w 1941
roku studiéw matematycznych - w czasie II wojny §wiatowej byl przez czte-
ry lata oficerem pogodowym i zajmowal si¢ praktyczng optymalizacja tras
transatlantyckich dla samolotow. Ciekawostkg jest takze fakt, iz Zermelo po
doktoracie, bedac jeszcze asystentem Plancka, staral si¢ w 1896 roku, przy re-
komendacji swojego promotora (Schwarza), o zatrudnienie w Deutsche Se-
ewarte w Hamburgu - gtéwnej instytucji zajmujacej si¢ meteorologia morska
i hydrografig, w szczegdlnosci opracowywaniem zalecen dla statkéw doty-
czacych tras zeglugowych. Jednakze z nieznanych powodéw Zermelo osta-
tecznie zdecydowal sie ubiega¢ o posade na uniwersytecie. Podjat dalsze stu-
dia w Getyndze, gdzie stuchal wykladéw m.in. Davida Hilberta, Felixa Kle-
ina (réwnania rézniczkowe w mechanice, liczby niewymierne, seminarium),
Oskara Meyera (termodynamika), Arthura Schoenfliesa (teoria mnogosci),
zob. [13].
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Faktycznie pierwszym nieeuklidesowym ujeciem problemu (na sferze
wymiaru dwa przy szczegdlnym rodzaju wiatru) byla rozprawa doktorska Kurta
Zity [45] napisana na uniwersytecie we Wroctawiu. Jej temat byl zasugerowany
przez samego Zermelo [4,13]. Nastepnie w rozwijajacej si¢ teorii optymalnego
sterowania problem byl podejmowany z uzyciem zasady maksimum Pontriagina.
Jego plaska wersja (R?) stata si¢ klasycznym przyktadem w tejze dziedzinie i w za-
stosowaniach praktycznych zwigzanych z nawigacja morska i lotnicza [20, 27].
Nalezy takze zwrdci¢ uwage na istniejace zwiazki i analogie pomiedzy proble-
mem nawigacji Zermelo a optyka geometryczna (propagacja i refrakcja $wiatla,
prawo Snelliusa) wraz z zasadg Fermata najkrotszego czasu (najmniejszego
dzialania) i problemem brachistochrony.

2. Geometria Finslera

Calkiem nowe i spore zainteresowanie tytutowym zagadnieniem nastapito
na poczatku XXI wieku w zwiagzku z powigzaniami z geometrig Finslera, ktdra
czesto uwaza sie za uogdlnienie geometrii Riemanna. Oprocz problemu samego
w sobie nawigacja Zermelo stala si¢ takze efektywna metoda odgrywajaca istot-
ng role w tejze geometrii, a takze fizyce wspodlczesnej, na przyklad mechanice
kwantowej (zob. [6-8,11,19,34, 35]).

Zanim przejdziemy do biezacych badan, zacznijmy od pewnej analogii,
wspominajac mniej znang prace [30]. Edward McShane rozwazal w niej oma-
wiany problem, bioragc pod uwage fakt, ze samolot moze szybciej opadac niz sie
wznosié, zastepujac sfere zbiorem wypuklym w R®. Udowodnit on istnienie roz-
wigzania, rozwazajac zmodyfikowang (ogolniejsza) wersje problemu Zermelo
i zakladajac, ze predkos¢ samolotu jest niemal zawsze maksymalna. Podobne
rozumowanie, ale juz w innym kontekscie (geometrycznym), mozemy zauwa-
zy¢ w znacznie pozniejszym artykule Makoto Matsumoto [29]. Mianowicie,
rozwazana jest tu indykatrysa opisujagca ruch cztowieka chodzacego w réznych
kierunkach po nachylonym zboczu gory przy dzialaniu grawitacji. Zbocze
traktowane jest jako powierzchnia Finslera z metryka Matsumoto (tj. metryka
okreslang mianem ,,slope metric”, zob. [29]) w odniesieniu do miary fizycznego
czasu. Ponizej w kontekscie nawigacji Zermelo geometryzowany czas bedzie
wyrazany jako catka z dlugosci w odpowiedniej metryce Finslera.

2.1. Rzeczywista geometria Finslera. W literaturze istniejg rézne podejscia wpro-
wadzajace w podstawy geometrii Finslera. W artykule tym wzorujemy si¢ przede
wszystkim na podejsciu przedstawianym w pracach Shiinga-Shena Cherna
i Zhongmina Shena [11], jako Ze to wtasnie Shen zaobserwowal bliski zwigzek
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miedzy problemem nawigacji Zermelo a pewna metryka Finslera (zob. [38]).
Od tego momentu tytulowe zagadnienie zaczeto by¢ rozwazane takze ,,czysto”
geometrycznie.

Niezbednym dla nas narzedziem bedzie metryka Finslera, ktorej definicje
podamy z wykorzystaniem tak zwanej normy Minkowskiego.

Definicja 2.1 [11]. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa skoniczonego wy-
miaru. Funkcja F = F(y) na V nazywa sie normg Minkowskiego, jesli ma
nastepujace wlasnosci:
1° F(y) > 0 dla kazdego y € V i F(y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y = 0,
2° F(cy) = cF(y) dlakazdego y e Vic >0,
3° F jest takg funkcja klasy C* na V\{0}, ze dla kazdego y € V nastepujacy
dwuliniowy symetryczny funkcjonat g, na V jest illoczynem skalarnym

2
&(u,v) = %%[Fz(y +sU+ 1) Js=s=0.

lloczyn skalarny g, nazywa si¢ formg fundamentalng w kierunku y. Pare
(V, F) nazywamy przestrzenig Minkowskiego. Méwimy, Ze norma Minkowskie-
go jest odwracalna, jesli F(-y) = F(y) dlakazdego y € V.

Zakladamy, Ze rozmaitosci M sa tutaj klasy C* (gtadkie), spojne i skonczo-
nego wymiaru. Dla punktu x € M oznaczmy przez T, M przestrzen styczng do M
w punkcie x. Wigzka styczna TM jest sumg mnogos$ciowa TM := Uyep TeM
przestrzeni stycznych z naturalng strukturg rézniczkowg. Elementy w TM
oznaczmy przez (X, y), przy czym y € TyM oraz (x', ') sa wspétrzednymi
w mapie lokalnej, i = 1,...,n. Niech TMy := TM\{0} = {(x,y) e TM : y #
0, x € M}. Metryka Finslera na rozmaitosci M jest funkcja klasy C* na T' M,
ktdrej obcigcie do kazdej przestrzeni stycznej T, M jest norma Minkowskiego.

Definicja 2.2 [11]. Funkcja F = F(x, y) na TM nazywa si¢ metrykq Finslera
na M, jesli spelnia nastepujace warunki:

1° F jest klasy C* na T M,

2° Fx(y) = F(x, y) jest norma Minkowskiego na T, M dla kazdego x € M.
Pare (M, F) nazywamy rozmaitoscig Finslera.

W dalszej czesci potrzebowac bedziemy wypuklosci F, tj. nieréwnosci
F(x,y1+y2) SF(X,)/I)-FF(X,)Q), Y, V2 € TxM (1)

Powyzszg nieréwnos¢ zastapimy jednak silniejszym warunkiem. Mianowicie,
hesjan [F?(x, ¥)1,i,i maby¢ dodatnio okreslony dla kazdego y € T, M\{0}. In-
deksy dolne y’, y/ oznaczaja tutaj pochodne czastkowe. Taki warunek implikuje
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nieréwnos¢ (1). Przywolujac definicje normy Minkowskiego, mamy

1, 1 0*F?
gij(x,y) = E[F (x:y)]yi),j " 29y 2)

Niezdegenerowana macierz (g;;) jest nazywana tensorem fundamentalnym.
Oznaczmy przez g'/(x, y) element odwrotny do g;;(x, ), 4. gij¢’* = 6F. Mé-
wimy, ze metryka Finslera F jest silnie wypukia, jezeli kanoniczna symetryczna
forma dwuliniowa g;; dx’ ® dx/, przy czym g;; jest wyrazony przez wzér (2), jest
dodatnio okreslona i wéwczas definiuje iloczyn skalarny na kazdym widéknie
7 TM (zob. [5]).

Moéwimy takze, Ze metryka Finslera F = F(x, y) na rozmaito$ci M jest
odwracalna, jedli F(x,—y) = F(x, y) dla wszystkich y € T, M. Ogdlnie warunek
odwracalnosci (symetrii) nie zachodzi dla metryk Finslera. W szczeg6lnym przy-
padku F generuje na M metrykg Riemanna, je$li F(y) := F(x,y) =/(y, ¥)x
dla kazdego x € M iy € TyM, przy czym (-, -), jest iloczynem skalarnym
na T, M. W tym sensie metryki Riemanna sa wigc odwracalnymi metrykami
Finslera. W zapisie ze wsp6trzednymi lokalnymi F = F(x, y) generuje metryke
Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy gi;(x, y) = gij(x) nie zalezy od y. W tym

przypadku F = \/g;;(x)y'y/.

Metryka typu («, ). Uzywajac normy Riemanna danej wzorem « = \/a;jy’y/
oraz I-formy B = b; y' na przestrzeni stycznej T, M, mozemy zdefiniowa¢ ogél-
niejsze normy Minkowskiego (zob. [11]), czyli («, 8)-normy

B
F=ag("), 3)
przy czym ¢ = ¢(s) jest dodatnig funkcjg klasy C* okreslong na pewnym
symetrycznym przedziale otwartym I = (—bg, by), s = § Taka F jest dodatnio
jednorodna stopnia pierwszego na T M, wzgledem y. Wiecej szczegdtéow na
ten temat mozna znalez¢ w ksigzce [11, rozdzial 1, w szczegdlnosci lemat 1.1.2].
Z réwnosci (3) mozemy wygenerowac szczegélne przypadki, na przyklad me-
tryke Riemanna F = a (¢(s) = 1), Randersa F = a + 3 (¢(s) = 1+ s), Kropiny
F = %2 (¢(s) = 1), Matsumoto F = ﬁ (¢(s) = ). Geodezyjne wspomnianej
juz wczesniej metryki Matsumoto reprezentujg czasominimalne trajektorie
na zboczu gory traktowanym jako powierzchnia Finslera, z uwzglednieniem

dziatania pola grawitacyjnego.

2.2. Zespolona geometria Finslera. Problem nawigacji Zermelo jest rowniez
obecny w zespolonej geometrii Finslera na rozmaitosciach Hermitea z uzyciem
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zespolonych metryk Randersa i Kropiny, przy dziataniu zaktocenia W (z) zmien-
nej zespolonej z. W przeciwienstwie do przypadku rzeczywistego (riemannow-
skiego), zespolona metryka Randersa zostala wprowadzona znacznie p6zniej,
bo dopiero w 2007 roku. Przykladowa rdznica polega na tym, ze zespolone
metryki Randersa otrzymane z perturbacji pewnych metryk Hermite'a o stalej
holomorficznej krzywiznie sekcyjnej nie majg statej krzywizny holomorficznej.
Zespolone metryki Randersa i Kropiny zostaly zastosowane w badaniach nad
uogoélnionymi przestrzeniami Berwalda, zespolonymi przestrzeniami Dougla-
sa oraz rzutowo rdwnowaznymi zespolonymi metrykami Finslera (zob. [3]).
Wiecej szczegdldw na temat uogdlnien zespolonej nawigacji Zermelo mozna
znalez¢ w pracach [1, 2]. Inne wykorzystanie nawigacji Zermelo na gladkich
2n-wymiarowych rozmaitosciach Riemanna ze strukturg prawie zespolong
przedstawia artykut [25], gdzie wykazano warunek konieczny i dostateczny dla
metryki Randersa na to, aby byla ona metryka Rizza.

3. Rozwiazania problemu Zermelo ze wzgledu na rodzaj zaburzenia

Istotng role w nawigacji Zermelo odgrywa pole wektorowe, dlatego w dal-
szej cze$ci rozréznimy przypadki problemu ze wzgledu na ,,site” wiatru |W|j,
przy czym h jest wyjsciowa metryka Riemanna. Oznacza to, ze problem jest
postawiony pierwotnie w przestrzeni (M, h). Zaznaczmy, iz wiatr zalezy tutaj
od miejsca, ale nie od czasu. W standardowym ujeciu (przy statej predkosci
wlasnej statku, f = 1) wyrdznia sie wiatr: staby (|W/|;, < 1), keytyczny (|W|;, = 1)
i silny (|[W|j, >1). W przypadku braku zaklécenia metryka Finslera sprowadza
sie oczywiscie do metryki Riemanna, co uwazamy za przypadek trywialny.
W dalszej czesci chcemy pokazac konstrukeje metryki, w ktérej geodezyjne
stanowig rozwigzanie tytulowego zagadnienia, czyli minimalizujg czas podrézy
statku na ,,riemannowskim morzu” (M, h). W tym celu wykorzystamy najpierw
pojecie indykatrysy i dodatkowo dopuscimy zmienng predkos¢ wlasng statku,
lulp, = f(x) € (0,1], przy czym wektor u bedzie pelnit role sterowania. To
powoduje, ze ujecie problemu jest nieco ogolniejsze ze wzgledu na dodatkowe
przypadki konforemne (zob. [11,22]). Inna mozliwa droga wykorzystuje gtéwnie
iloczyn skalarny (zob. [5]).

3.1. Wiatr staby, |W|;, < f. Przypadek problemu Zermelo przy stabym wietrze
i statej predkosci statku (f =1 = const) zostal uogélniony na dowolng rozma-
itos¢ Riemanna po raz pierwszy w 2002 roku przez Shena, ktéry zaobserwowat to,
iz rozwigzaniem zagadnienia sg geodezyjne pewnej szczegolnej metryki Finslera,
tj. metryki Randersa (zob. [5,11,38]). Warto wspomniec, iz te niesymetryczne
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metryki zostaly wprowadzone przez fizyka Gunnara Randersa w 1941 roku
w teorii pola z punktu widzenia teorii wzglednosci. P6Zniej nazwane zostaty
jego nazwiskiem przez Romana Ingardena, ktory z kolei uzyt ich w teorii mikro-
skopu elektronowego w 1957 roku. Metryka ta pojawia sie w réznych dziatach
fizyki teoretycznej, a jej wlasnosci zostaly opisane szczegétowo w geometrii
Finslera.

Konstrukcja oparta na indykatrysie. Dana jest przestrzenn Minkowskiego (V, ®).
Niech

So={yeV:0(x,y) =1}.

Zbior Sg jest domknieta hiperpowierzchnia, ktora jest dyfeomorficzna ze stan-
dardowg sferg S"! ¢ R" i S¢ nazywamy indykatrysg ® (zob. [11]). W szczegdl-
nosci, indykatrysa w kazdej przestrzeni stycznej jest

Sx(®):={ye I,M:D(x,y) =1},

przy czym (M, @) jest dowolng rozmaitoscig Finslera. Indykatrysa S, (@) me-
tryki Finslera @ jest zwartym podzbiorem T, M. Funkcja @ jest odwracalna
w punkcie x € M wtedy i tylko wtedy, gdy Sy (D) jest symetryczna wzgledem
$rodka w Ty M (zob. [32]).

Metryki F mozna konstruowa¢ poprzez przesuniecie @ w taki sposdb,
aby indykatrysy metryk Finslera ® i F z polem wektorowym W, przy czym
®(x, W) < 1, byly zwigzane poprzez sztywng translacje (zob. na przyktad [11])

Sy (F) = Se(®@) + Wy.

Rozwazmy takie W € Ty M, ze ®(x, W) < f, przy czym f = f(x) € (0,1]
jest funkcja gtadka na M. Wéwczas zbior Sx(%) + W, zawiera $rodek T M,
poniewaz wiatr jest staby i % < 1. Mozemy zatem zdefiniowa¢ funkcje¢ F: TM —
[0, c0) nastepujaco. Dla kazdego wektora y € Ty M \ {0} okre$lamy jednoznacz-
nie F(x, y) jako takg liczbe dodatnig, ze

O
F(xy’y) ¢ SX(T) + W,

awiec Sy(F) = Sx(%) + W,. Zauwazmy, ze ﬁ{)}) € Sx(%). Stad

db(x,F(;v’y)—W)zf (4)
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oraz (x, (D(x o ) = f. Wowczas dlakazdego y € T, M~ {0} mozemy wyznaczy¢
F(x, y) z rbwnania

fE)EQx,y) = ®(x,y - F(x, ) W(x)).

Mozna powiedzie¢, ze F jest metrykg Finslera generowang przez (®, W, f).
Jesli F = F(x,y) jest wyznaczona przez (@, W, ), to wtedy ® = ®(x, y)
jest wyznaczona przez (F,-W, f). A zatem pomyst polega na wykorzystaniu
metryki Finslera @, pola wektorowego W i predkosci wtasnej statku f spet-
niajacych nieréwnosé ®(x, W) < f oraz wyznaczeniu nowej metryki Finsle-
ra F jako rozwigzania ostatniego réwnania. Mamy zatem ®(x,u) = f(x).
Nastepnie niech @(x,y) = \/h(y, y) oznacza metryke Riemanna. Wtedy
O(x,v - W) = Vh(v-W,v - W) = f(x), przy czym v = u + W. Wektor
v bedziemy traktowac jako wektor predkosci wypadkowej statku. Sfera jed-
nostkowa w kazdej przestrzeni T\ M sklada si¢ ze wszystkich takich wektorow

stycznych u, ze lu f|h =1, przy czym |- |, oznacza norme w metryce h. Stad

v = Wiy = [uln = f(x). (5)

Otrzymujemy zatem

Yy
-W = . 6
Dla kazdego wektora y € T, M\{0} mamy jednoznaczne rozwiqzanie F =
F(x, y) > 0 réwnania (6). Dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi ‘ F( W(x)‘h

f(x). Z drugiej za$ strony, podstaw1a]a,c y = cy, otrzymu]emy ‘ F(x,cy)
W(x)|h f(x) TakWch ‘ cF(x y) W('x)|h |F(x cy)
noséci mamy F(x,cy) = cF(x, y). Oznacza to, ze F = F(x, y) jest dodatnio

jednorodng funkcja ze wzgledu na wektor y € T, M w kazdym punkcie x € M.
Dla y = Fviv = u + W, poréwnujac (5) i (6), dostajemy

- W(x) ‘h iz jednoznacz-

F(x,v) =1. (7)

W kazdej przestrzeni stycznej T M sfera jednostkowa metryki F jest W-transla-
cja stery jednostkowe;j %

Geometryzacja czasu. W celu zmierzenia dtugosci gtadkiej krzywej y:[to, 1] —
M, t — y(t) = x(t), wystarczy zdefiniowaé nieujemng funkcje skalarng
F(x(t),x(t)) na kazdej przestrzeni stycznej T, M. Wowczas dtugo$¢ y okresla-
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my jako

5]
Lr(y) = [ Fx(,%() d.
to

Funkcja F musi by¢ dodatnio jednorodna stopnia jeden, tj. F(x, cy) = cF(x, y)
dla ¢ > 0. Wéwczas Lr(y) nie zalezy od parametryzacji. Otrzymujemy zatem
nieujemng funkcje d: M x M — [0, o) poprzez d(P, Q) := inf Lr(y), przy
czym kres dolny jest brany po wszystkich (kawatkami) gtadkich krzywych y
z P do Q. Ogdlnie d nie jest odwracalna, tj. d(P, Q) # d(Q, P) dla pewnych
par punktow (P, Q). Powyzsze mozemy formalnie wyrazi¢ w postaci krotkiego
lematu.

Lemat 3.1 [11]. Niech (M, ®) bedzie rozmaitoscig Finslera i W polem wektoro-
wym na M, przy czym ®(x, W(x)) < 1 dla kazdego x € M. Niech F:TM —
[0, 00) dana bedzie przez wzér (4) i f = 1. Dla kazdej kawatkami gtadkiej krzy-
wej y na M F-dtugos¢ y jest réwna czasowi, w ktorym statek przemieszcza sig
wzdtuz niej.

Dowéd. Niech ¢:[0, T] — M bedzie takg parametryzacja y, ze wektor pred-
kosci é(t) réwny jest wektorowi v zaczepionemu w punkcie &(t). Wowczas
T jest czasem ruchu statku wzdluz krzywej y oraz z warunku (7) dostajemy

F(&(t),é(t)) = 1. Stad wynika, iz T = fOTF(E(t), &(t))dt = Lr(y). O

Oznacza to, ze przy dzialaniu pola wektorowego W, dla dowolnych punk-
tow P, Q na M najkrotsza droga z P do Q nie jest juz geodezyjng w wyjsciowej
metryce Riemanna h, ale geodezyjng w metryce Finslera. Nalezy wybra¢ taka
droge y(t) z P do Q, ktéra minimalizuje catkowity czas przejscia T. Wielko$¢ ta
jest niezalezna od parametryzacji zachowujgcych orientacje z powodu dodatniej
jednorodnodci F oraz twierdzenia o zamianie zmiennych.

Z warunku (6) i definicji iloczynu skalarnego otrzymujemy h(% -WZ-
W) = f2 Zachodzi zatem réwnosc #=h(y,y) = 25h(y, W) + h(W, W) = f%
W ten sposob mamy zaleznos¢

(lul, = IWIR)E* + 2h(y, W)F = |y];, = 0. (8)
Wybierajac dodatnie rozwigzanie réwnania (8), dostajemy

IW )P + 5B (2 = [WE) = h(W, y)
Julf, = W ’

(9)

F(x,y) =

Otrzymang metryke Randersa F mozemy takze przedstawi¢ w postaci F = a + 8
jako sume dwoch sktadnikow.
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— Pierwszy skladnik jest normg « z y wzgledem nowej metryki Riemanna
a:=a;;jdx’ ® dx/, czyli

» hij W W

a(xy) =\ aii(x)y'yl, aiy= S0+ SE S

— Drugi sktadnik jest wartoécig 1-formy b := b;dx’ w y, czyli
Blx,y) =bi(x)y’ bi=-

przy czym W; = hiiW/id = |ul; - W'W; = |uf - (W, W) = f2 - |[W]|}.
Mozemy teraz zapisa¢ wzdr (9) w nieco innej postaci

[h(W, ) ]* + Alyl; — -
F(x,y)=\/ yA yh_h("x,y) _ /a,-j(x)y’nyrbi(x)y’.

Elementy (h, W, f) nazywamy (uogdlnionymi) danymi nawigacyjnymi, na-
tomiast pary («, 8) mozna okresli¢ mianem danych geometrycznych dla metryki
F (zob. [1,2,22,32]). Zauwazmy, iz w przypadku braku zakiécenia geodezyjne
wyjsciowej metryki Riemanna h nie muszg by¢ rozwigzaniem problemu, tak
jak ma to miejsce w standardowym podejsciu (h(u, u) = 1). Rdznica powstaje
tutaj ze wzgledu na wptyw zmiennej funkgji |u(x)|;, co w efekcie prowadzi do
geodezyjnych metryk konforemnych do wyjsciowej. Dopuszczenie zmiennej
predkosci f tworzy takze zwigzek z konforemnymi polami wektorowymi oraz
tak zwang stabo konforemng geometria Finslera (zob. [16,32,37]).

Uwaga 3.1. Problem Zermelo rozwazany w geometriii Finslera przez réznych
autoréw, na przyktad [11,17, 33, 42], odnosi si¢ w rzeczywistoéci do szczegol-
nego przypadku problemu, tj. w szczegdélnosci pole wektorowe nie zalezy od
czasu’. W R? zostal on wyszczegélniony juz przez Carathéodoryego i zatytu-
fowany Najszybsza droga morska dla danego stacjonarnego prgdu morskiego
(zob. [9, §§ 276-287]). Pelna wersja problemu dopuszcza zaleznos¢ dzialajacego
zakldcenia od przestrzeniiczasu (zob. [9, §$ 458-460]) oraz pola o dowolne;j sile.
Takie zalozenia byty juz zawarte w pracach Zermelo [43,44] czy Levi-Civity [26],
co prawda rozwazanych jedynie w przestrzeniach euklidesowych. Ogélniejszy
kontekst uwzglednimy w ujeciu wariacyjnym zagadnienia w paragrafie 4.

Konstrukcja oparta na iloczynie skalarnym. Dla poréwnania pokazemy pokrotce
drugg konstrukcje metryki F opartg na iloczynie skalarnym.

3 Ponadto rozwazane dotychczas zaktécenia w geometrii Finslera nie byly silne (zob. [8,21]).
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W przeciwienstwie do rozwazan w pracy [5] nie zakladamy, ze |u|, =
Vh(u,u) =1, przy czym W oznacza staby wiatr, |W|, € [0,1). A zatem |u];, €
(IW]p,1]. Stad |W|p, < |ulp, €1 = umax i|ulp = f, przy czym f jest funkcja gtadka.
Tak samo jak wczes$niej — zar6wno wiatr, jak i predkos¢ wlasna statku zalezg od
miejsca, ale nie zalezg od czasu. Podstawiajac u = v — W w h(u, u), dostajemy
h(v, W) = |[v|y|W|, cosf,adlaf = «{v, W} mamy

|u|%l =h(v-W,v-W)=|v- W|%l = |v|%l = 2|v|p|W]j, cos 6 + |W|%,

Po przyjeciu oznaczenia A = |u; —| W/}, mamy réwnos¢ |v|} —2[v|,| W, cos 6 -
A = 0. Ze wzgledu na zatozenie |W|j, < |u|;, predkos¢ wypadkowa jest zawsze
dodatnia, czyli |v|, > 0. Po rozwigzaniu otrzymanego rownania kwadratowe-
go i wybraniu dodatniego pierwiastka dostajemy zwigzek |v|;, = |W|j, cos 6 +

\/| W1 cos? 0 + |ul; — [W|?, co w skrécie mozna zapisaé jako [v|, = p +g. W li-
teraturze uzywa si¢ czesto krotszego zapisu dla metryki F jedynie z argumentem
wektorowym, przyjmijmy zatem F(v) := F(x,v). Jako ze F(v) = 1, widzimy, ze
a-p WP+ EL- (W)
h = .
7 -p? 1
Pozostaje obliczy¢ F(y), przy czym y € Ty M. Kazdy niezerowy wektor y otrzy-

OBl

v
v

mujemy jako iloczyn dodatniej liczby ¢ dla pewnego wektora v, przy czym
F(v) = 1. Dla ¢ > 0 podr6z wzdtuz y = cv przy zakl6cajagcym wietrze zabiera ¢
jednostek czasu. Z tego wynika, iz F jest dodatnio jednorodna, F(y) = cF(v).
Korzystajac z tej jednorodnosci oraz otrzymanego wzoru na F(v), dostaje-
my formule (9). Z zatozenia mamy |W|j, < |u|y,, stad A > 0. Widzimy, ze F(y)
jest dodatnia, gdy y # 0 oraz F(0) = 0.

Podsumowujac, dla f = 1 otrzymujemy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.2 [5]. Silnie wypukta metryka Finslera F jest metrykg Randersa
wtedy i tylko wtedy, gdy stanowi rozwigzanie problemu nawigacji Zermelo na
rozmaitosci riemannowskiej (M, h) przy dziataniu wiatru W spetniajgcego wa-
runek h(W, W) < 1. Ponadto F jest metrykq riemannowskg wtedy i tylko wtedy,
gdy W =0.

Otrzymujemy zatem bijekcje miedzy parami («, ) a (h, W) na rozmaito-
$ci M. Pelny dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w artykule [5], a nie-
co ogolniejszej jego wersji z poszerzonymi danymi nawigacyjnymi (h, W, f)
w pracach [22,32]. Dodajmy, iz w kontekscie czasoprzestrzennym uogdlnio-
ny problem Zermelo byl takze rozwazany w artykule [16] w nawigzaniu do
pracy [12] pochodzacej z poczatkow dyskusji.
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Ponizsze przyktady deformacji przestrzeni riemannowskich za pomoca
pol wektorowych, czyli poprzez nawigacje Zermelo, generuja metryki Randersa
o réznym znaku krzywizny flagowej, ktdra jest finslerowskim odpowiednikiem
krzywizny sekcyjnej. W przypadku wymiaru dwa sprowadza sie¢ ona do krzywi-
zny Gaussa (wigcej na temat krzywizny flagowej mozna znalez¢ w ksigzce [11]).

Przyklad 3.1 (S® z wiatrem rotacyjnym, [5]). Niech S* oznacza sfere jednostko-
wa w R* ktorej parametryzacja wyraza sie nastepujaco:
1

X,VY,2) = $X%X,),2),
Cord) e e o)

a s = =1 dla wschodniej i zachodniej pétkuli. Ustalmy dowolng stalg € € (0,1).
Woéwczas pole rotacyjne mozemy opisac jako W = e(y, —x,0), przy czym

x2 + y?
[W|=¢e\| ——F5—— <L
1+x2+ y? + 22
Otrzymana metryka Randersa F = « + 3 ma stalg (dodatnig) krzywizne flagowa
K = 1. Jesli przyjmiemy, ze y := xu + yv, otrzymujemy
2o P+ —(p+E9)y? +nl(p—2*)w? — 2zwy]
pi?
e(xv —yu)
p= S,
n
przyczym @ =1+ 22 pi=1+ x>+ y* + 22 in =1+ (1- &) (x> + y*) + 22

>

Przyklad 3.2 (R’ z translacjg, tj. polem stalym, [5]). Niech wyjéciowa metryka
Riemanna h bedzie metryka euklidesowa &;; w R? oraz p, g, r beda dowolnymi
takimi statymi, ze p* + g* + r* < 1. Pole wektorowe wynosi W = (p, q,r), przy
czym |W| = \/p? + g% + r>. W wyniku takiej perturbacji otrzymujemy metryke
Randersa o zerowej krzywiznie flagowej, ktorej skladniki wynosza

(pu+qv+rw)2+ (u2+v2+w2)[1- (p? + g% +7?)]
1-(p?+q*+r?)
B pu+qv+rw
G e )
Funkcja F jest takze metryka Minkowskiego.

o

>

Przyklad 3.3 (przestrzen hiperboliczna z wiatrem rotacyjnym [5]). Niech h
bedzie metryka Kleina na kuli jednostkowej B® := {(x, y,z) e R® : x>+ y? +2? <
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222V ks
1}, 4. hij = a x(l_}; Z_Zyz)_;f;;f’x’ ), przy czym x; := §;:x° Wiatr dany jest przez

W = (y,-x,0), przy czym

x2 + y?
Wl= \J 1—x2_12_22°
-x?-y* -z
Stosujac nawigacje Zermelo, otrzymujemy metryke Randersa o statej (ujemnej)
krzywiznie flagowej (K = —1)

o2 = plp(u? +v*) + (1-n)w? + 2zw(xu + yv)] + n(yu — xv)*
(1-x2—y2 - 22)¢?

-1
p= ;(yu - xv),

>

przy czym ¢ :=1-2x% - 2y? - 22 p :=1- 2% 57 := x> + y2 Zwrdémy uwage, ze
aby spelniony byt tutaj warunek wypuktosci, czyli |W| < 1, nalezy ograniczy¢
dziedzine do zbioru {2x? + 2y* + z2 < 1}.

Warunek silnej wypuklosci, |W|, < 1, zapewnia to, ze F jest dodatnio
okreslong metryka Finslera.

Wybrane zastosowania. Wykorzystujac zachodzacg bijekcje miedzy danymi na-
wigacyjnymi (h, W) a geometrycznymi («, f3), udato si¢ dokona¢ klasyfikacji
silnie wypuktych metryk Randersa o stalej (skalarnej) krzywiznie flagowej
z dokladnoscia do lokalnych izometrii oraz efektywnie zbada¢ przestrzenie
modularne w kontekscie twierdzenia Yasuda-Shimada (zob. [5]). W szcze-
golnosci, metryki Finslera zostaly skategoryzowane w zaleznosci od znaku
krzywizny flagowej. Co wiecej, pozwolilo to znacznie poszerzy¢ dotychcza-
sowy stan wiedzy na temat rzutowo réwnowaznych metryk Finslera, w tym
rzutowo plaskich metryk Randersa o stalej krzywiznie flagowej i odpowia-
dajacych im réwnan rézniczkowych czastkowych, geodezyjnych przestrzeni
Randersa o stalej krzywiznie, a takze, ogdlniej, geodezyjnych metryk Finslera
(zob. [17]). Colleen Robles, stosujac nawigacje Zermelo, sklasyfikowata geo-
dezyjne Randersa na sferze wymiaru dwa przy dzialaniu wiatru rotacyjnego,
co mozna takze modelowac jako ruchy sztywne sfery (zob. [33]). Ciekawy
zwiazek geometryczno-teorioliczbowy dotyczy tutaj istnienia otwartych i za-
mknietych geodezyjnych Randersa w zaleznosci od rodzaju liczby rzeczywi-
stej ¢ € (0;1), tzn. jej (nie)wymiernosci, przy czym c jest wspo6irzedng wiatru
wyrazonego we wspotrzednych sferycznych (¢, 6), tj. W(¢,0) = (¢,0). Ten
sam typ geodezyjnych na elipsoidzie byt takze analizowany w artykule [24].
Przyklady zastosowania nawigacji Zermelo z metryka Randersa w fizyce w kon-
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tekscie mechaniki kwantowej i teorii wzglednosci s zawarte na przyktad w pra-
cach [6-8,34,35].

3.2. Wiatr krytyczny, |W|, = f. Rozwigzanie problemu w geometrii Finslera
jest zupelnie inne, jesli wiatr staje si¢ silniejszy, tj. krytyczny. W zwiazku z zalo-
zeniem |W|, = f rownanie (8) staje si¢ rownaniem pierwszego stopnia. Teraz
statek nie moze juz przemieszcza¢ si¢ w kazdym kierunku, tak jak w przy-
padku stabego wiatru. Interpretujac to geometrycznie, w kazdej przestrzeni
stycznej T, M sfera jednostkowa nowej metryki Finslera F jest W-translacja
h-jednostkowej sfery Riemanna. Jednakze inaczej niz w przypadku Randersa,
ta pierwsza przechodzi przez srodek T, M i dlatego F nie moze by¢ metryka
Finslera w klasycznym sensie (zob. [42]).

Po przeprowadzeniu rozwazan analogicznych do poprzednich, otrzymu-
jemy w rezultacie («, #)-metryke typu Kropiny

Flxy) = —
2h(y, W(x))

Otrzymana metryka ma posta¢ F = a®/f, przy czym a = \/a;j(x)y'y/ i p =
bi(x)y’ aij(x) = e_k(x)hij, bi(x) = 27 ¥ W; dla pewnej gtadkiej funkciji
k(x) - zob. artykut [42].

Stwierdzenie 3.3. Metryka Finslera F jest metrykq Kropiny wtedy i tylko wtedy,
gdy stanowi rozwigzanie problemu nawigacji Zermelo na rozmaitosci Rieman-
na (M, h) przy zmiennej w przestrzeni predkosci wlasnej statku 0 < |u(x)|, <1
i dziataniu wiatru krytycznego W (x) spetniajgcego warunek |W|j, = |ulp.

W ujeciu globalnym wymaga sig, aby na rozmaitosci M istnialo pole
wektorowe W bez zadnego zera. Aby uzy¢ omawianej teorii, nalezy wzig¢ pod
uwage topologiczne ograniczenia wynikajace z twierdzenia Poincarégo-Hopfa.
W szczegolnosci, nie mamy tutaj ujetego przypadku sfery wymiaru dwa, po-
niewaz dla kazdej zwartej i regularnej 2-wymiarowej rozmaitosci z niezerowa
charakterystyka Eulera kazde ciggle styczne pole wektorowe ma przynajmniej
jedno zero (zob. [42, Proposition 5.2 i Theorem 5.13]). Wraz ze wzrostem sily
wiatru (stabego) geodezyjne Randersa zblizajg sie w granicy (|[W|, — f) do
geodezyjnych Kropiny, ale posta¢ obydwu («, )-metryk jest catkiem rozna.
Taka zmiana jest jednak widoczna, jesli spojrzymy na posta¢ wyjsciowego row-
nania (8), tj. wspétczynnik A = |W|} - f%
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3.3. Wiatr silny, |W|;, > f. Pozostaje pytanie o rozwigzanie problemu nawi-
gacji Zermelo, gdy wiatr jest silny. W literaturze w ujeciu geometrycznym
tytutowe zagadnienie przy silnym zakldceniu i statej predkosci wlasnej stat-
ku (f = 1 = const) zostalo przedstawione w pracach [8, 21], z wykorzysta-
niem tzw. wiatrowych struktur finslerowskich (stozkowych) w kontekscie m.in.
ogdlnej teorii wzglednosci. W tej sytuacji rozwigzanie stanowia geodezyjne
w metryce pseudo-Finslera i Lorentza. Przypadek ten, do ktérego nawiaze-
my w paragrafie 4, jest ciekawy rowniez z tego powodu, iz oprocz rozwigzan
czasominimalnych moga wystepowac takze rozwigzania czasomaksymalne,
ktdre nie istniejag w przypadku wiatru stabego lub krytycznego. Czy trajektorie
maksymalizujace czas mozna traktowac jako rozwigzanie problemu nawigacji
Zermelo, czy tez nie, zalezy od ujecia zagadnienia (zob. na przyktad ksigz-
ke [9]).

4. Uogolniony wzor na optymalna nawigacje w ujeciu wariacyjnym

4.1. Kontekst. Wracajac do genezy problemu i podejicia wariacyjnego, przy-
pomnijmy ponownie, ze od samego poczatku dopuszczane bylo zakldcenie
zalezace od przestrzeni i czasu oraz moglo ono mie¢ rézng sile, jak wiatr badz
prad wodny. Oznacza to, ze pole wektorowe moze zmieniac si¢, na przyklad,
ze stabego w silne lub odwrotnie. W ujeciu finslerowskim nawigacja Zermelo
ogdlnie rozpatrywana jest dla kazdego typu wiatru osobno, z uzyciem roz-
nych metryk w kazdym z przypadkéw. W rachunku wariacyjnym, a nastepnie
w teorii sterowania najistotniejsza role w kwestii rozwigzania odgrywa przepis
na optymalne sterowanie, czyli zachowanie wektora u (,,kurs statku wzgledem
przemieszczajacej sie wody lub powietrza”). Z kolei w podejsciu geometrycznym
istote wyniku stanowi metryka, a co za tym idzie zachowanie wektora v stycz-
nego do F-geodezyjnej (,,kurs statku wzgledem stalego dna”). Obie wielkosci sa
oczywiscie ze soba powigzane ogdlng relacjg v = u + W.

Pozostajac w konwencji, w jakiej przedstawiali swoje wyniki kolejni mate-
matycy w poczatkach badan nad tytulowym problemem (zob. na przyktad pra-
ce [4,9,12,14,26,28,43,44]), pokazemy ponizej uogdlnienie warunku na opty-
malng nawigacj¢ dla rozmaitosci Riemanna konforemnie ptaskich w dowolnym
wymiarze, przy dzialaniu pola wektorowego zmiennego w przestrzeni i czasie,
dopuszczajac dodatkowo zmienng predkos¢ wlasng. Warunek ten w ukladzie
z réwnaniami ruchu daje trajektorie czasooptymalne (ekstremale), o ile istniejg.
Bazujac na rownaniach Eulera-Lagrangea, chcemy nawigzaé bezposrednio
do pierwszych uogoélnien autorstwa przede wszystkim Levi-Civity, De Mira
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Fernandesa, Mania i Arrowa (zob. (4,12, 26, 28]). Powigzemy je w znacznie
szerszym kontekscie, operujac uogélnionymi danymi nawigacyjnymi (h, W, f).
W zapisie bedziemy stosowac konwencje sumacyjng Einsteina. W sytuacji ogol-
nej wariacyjne podejscie oparte na lagranzjanie jest rownowazne do drogi
z wykorzystaniem hamiltonianu. Jednak to, ktére z nich jest korzystniejsze
z punktu widzenia zlozonosci obliczen, zalezy od konkretnych danych (h, W, f),
tzn. mamy ukfad n réwnan rézniczkowych rzedu dwa badz uklad 2n réwnan
rézniczkowych rzedu jeden.

4.2. Wyjsciowa metryka Riemanna konforemnie ptaska. Dwie metryki Rieman-
na h, h na tej samej rozmaitoéci nazywamy konforemnie réwnowaznymi, jedli
miary katow sg takie same w obu metrykach, czyli & = e % h zachodzi dla
pewnej funkcji skalarnej f. Dla poréwnania warto wspomnie¢, ze pojecie kata
w geometrii Finslera nie jest symetryczne. Kazda dwuwymiarowa metryka Rie-
manna jest lokalnie konforemnie euklidesowa (lokalnie konforemnie plaska)
i wspétrzedne izotermiczne zawsze istnieja. Jedli & jest lokalnie konforemnie
plaska, wowczas skladnik tensora krzywizny (tzw. tensor Weyla) sie zeruje.
Dla n > 4 takze implikacja w drugg strong jest prawdziwa. Mianowicie, ten
warunek konieczny jest takze warunkiem dostatecznym na to, aby metryka
byta konforemnie ptaska (dla n > 4, ale nie dla n = 3), co wynika z klasycz-
nego twierdzenia Schoutena lub lematu Weyla. W szczegélnosci, jesli h jest
metryka Einsteina konforemnie plaska, to /1 ma stalg krzywizne. W ostatnich
latach sporo uwagi poswiecono klasyfikacji rozmaito$ci konforemnie plaskich
przy réznych zatozeniach geometrycznych i topologicznych, na przyktad stata
dodatnia krzywizna skalarna [10].

4.3. W kierunku uogélnienia. Niech (M, h) bedzie takg spdjng rozmaitoscig
Riemanna wymiaru 7, ze dodatnio okreslony tensor metryczny h;; spetnia
r6wnosé¢ hij(x) = %5,4]- (i,j = 1,...,n) dla kazdego x € M, przy czym
wspolczynnik konforemnosci S jest dodatnig funkeja gltadka okreslong na M,
a §;; oznacza delte Kroneckera. Ponadto niech (x%...,x") beda wspdlrzednymi
lokalnymi punktu x € M. Bedziemy rozwazaé przestrzen styczng Ty M rozpieta

przez %, ceos %. Woéwczas v € Ty M mozemy wyrazi¢jakov = Y7 v"%, przy
czymv',.. ., v" s3 wspotrzednymi v, lub stosujac konwencje Einsteina v = v’ % -

indeks wystepujacy dwukrotnie w iloczynie jest sumowany od 1 do wymiaru
przetrzeni n. Niech y:[0,1] — M bedzie gtadka krzywa na M o wsp6trzednych
(x}(t),...,x"(t)) dla t € [0,1]. Dla wektora stycznego do y bedziemy uzywacé
zapisu x'(t) = % (x'(t)) (i = 1,..., n). Tym razem uwzgledniamy dodatkowo
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zaleznos¢ zaklécenia W od czasu, ktérego wspdirzedne oznaczamy W'(x, t)
(i =1,...,n). Predko$¢ whasng statku opisuje |u|;, = f(x, t) € (0,1], przy czym
(x,t) € M x R (zob. [31, Cze$¢ 2]). Wektor v jest styczny do trajektorii, zatem
globalny ruch wyrazony przez v = u + W mozemy, uzywajac wspotrzednych
(x'(t),...,x"(t)), zapisa¢ za pomoca réwna ruchu.

() =Wu i=1,...,n (10)

Celem jest otrzymanie lagranzjanu, ktéry pozwoli nam oblicza¢ czas. Mamy wiec
zalezno$¢ h;;(x' = W')(%/ = W/) = h;ju'ul Niech a;(x,t) = S(x) cos 0;(t),
przy czym cos 0; oznacza kosinusy kierunkowe wektora predkosci u. Stad otrzy-
mujemy u' = fa; i hiju'v) = &(u')* = {;—i(oc,-)z, gdyz hjju'v = f* = |uf}
i (a;)? = S% W rezultacie dostajemy réwnanie

é[(xi)z_zxiwi_'_ (Wi)Z] :f2'

Po przyjeciu oznaczen A := 2 — w3 p = X Wiv? = H(x)3w? = [Wj =
SLZ (WH2x = % oraz przeprowadzeniu odpowiednich przeksztalcen otrzymu-
jemy

AL*(x, %, t) + 2pL(x, %, t) — v* = 0. (11)
Nastepnie biorgc pod uwage fakt, iz L(x, x, t) = 1 wzdtuz krzywych spelniajg-
cych réwnania (10), a co za tym idzie

T T
Tsz(x,J'c,t)dtzfdt,
0 0

mozemy obliczy¢ czas, w ktorym statek przemieszcza si¢ z punktu poczatkowego
(x(0)) do punktu koricowego (x’(T)) wzdhuz trajektorii (i = 1,.. ., n).

W kolejnym kroku zapisujemy réwnania Eulera-Lagrange’a, majac na
wzgledzie powyzszg calke, czyli
d (oL oL JL dL
ar ( a_) o~ 3t

przy czym L traktujemy jako funkcje zmiennych x, x i t (zob. na przyklad [26]).
W rezultacie réwnanie (11) mozemy zapisa¢ w nowej postaci
2 L 1 ..
2 2372 . V2 _
(f _|W|h)L +§W1X1L—§(XI) =0. (12)

Ostatnie réwnanie jest wariacyjnym odpowiednikiem réwnania (8) w geometrii
Finslera. Dla poréwnania z przypadkami wyszczegolnionymi w paragrafie 2
mozemy wyrdzni¢ tutaj dwa gléwne scenariusze: A # 0i A = 0. Pierwszy
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oznacza, ze rownanie (12) jest drugiego stopnia i odnosi si¢ do stabego wia-
tru, tj. f > |[W|, = 0 (A > 0) lub silnego wiatru, tj. 0 < f < |[W|, (A < 0).
W drugim przypadku (12) jest rownaniem pierwszego stopnia i odnosi si¢ do
wiatru krytycznego, tj. f = |[W/|, > 0 (A = 0). W szczegdlnosci zatem dodatnia
warto$¢ A odnosi si¢ do metryki Randersa, a zerowa A odpowiada metryce
Kropiny w podejsciu finslerowskim.

Po przeprowadzeniu odpowiednich obliczen i potaczeniu obu przypadkow
mamy w efekcie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Niech (M, h) bedzie konforemnie plaskg rozmaitoscig Rieman-
na wymiaru n, a (h, W, f) danymi nawigacyjnymi, przy czym A + p # 0. Wzér
na nawigacje Zermelo na (M, h) wyraza si¢ nastepujgco

dog o o [ LW ) 1OWE s D
dt oxi  S2 9xi S2 oxi k o 1%
(13)
oS 1S ; _
~fSo s (W rafaa i=l.n.

Powyzszy wynik mozemy stosowa¢ dla dowolnego wiatru W. Uktad réw-
nan skladajacy sie z (13) oraz réwnan ruchu, x' = W' + fa;, generuje trajektorie
bedace rozwigzaniami problemu Zermelo, o ile istniejg. W przypadku braku wia-
tru z takiego ukladu otrzymujemy réwnania riemannowskich f-geodezyjnych
na M w metryce konforemnej do wyj$ciowej metryki Riemanna h, przy czym
wspolczynnik konforemnosci jest rowny Jﬁ, czyli h; i= %hi ;. Latwo za-
uwazyé, iz (a;)* = S W szczegélnym przypadku, jesli S = f = 1, wéwczas (13)
daje wynik Levi-Civity w R” (zob. [26]). Uogélniony warunek na optymalna
nawigacje mozemy réwniez podac dla przypadku ogélnego, gdy 4 jest dowolna
metryka Riemanna. Wykracza to jednak poza zakres tego artykutu.

Uwaga 4.1. Uklad réwnan skladajacy si¢ z (13) oraz réwnan ruchu przy silnym
wietrze (gdy |W|, > f) generuje rozwigzania zaréwno minimalizujace, jak
i maksymalizujace czas, o ile istniejg. Ponadto jesli A + p = 0, to moga istnie¢
krzywe anormalne.

W przypadku braku zaleznosci od czasu i przestrzeni jednoczes$nie moze-
my wyciagnac ponizsze wnioski.

Whiosek 4.2. Jesli f = f(x) lub W = W(x), to wzdr na optymalng nawigacje
ma takg samg postac co réwnos¢ (13).
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Jednakze rowigzanie problemu stanowig ogélnie inne krzywe niz w przy-
padku wystepowania zaleznosci do czasu, poniewaz zmieniajg si¢ w szczegdlno-
$ci réwnania ruchu.

Whniosek 4.3. Jesli predkos¢ wlasna statku zmienia sig tylko w czasie (f = f(t)),
to wzor (13) upraszcza sig do

da; oW/ 1 owk S 10S
A o TS NSt 5 (W M)

Réwnanie ma zatem takg samg postac jak w przypadku standardowej nawigacji
Zermelo (f =1).

Podobnie jak wcze$niej, trajektorie optymalne sg ogdlnie rézne w obu
sytuacjach.

Otrzymany wzdr (13), jak i réownania ruchu mogg by¢ wyrazone w niz-
szych wymiarach we wspolrzednych n-sferycznych ¢; zamiast uzywania katow
0, przy czym @1€[0,2m)iQa, ..., n1 € [-7, 5] Zachodzi réwniez zaleznos¢

cos Oy = Hcosgo,sm(pk ydlak =1,...,n, przy czym @9 = 5 i ¢, = 0. Jest to

takze bard21e] wygodne przy opisie szczeg6lnych przypadkéw rozwigzan proble-
mu Zermelo, na przyklad czasooptymalnych loksodrom oraz w zastosowaniach.
Wtedy liczba niewiadomych, a tym samym liczba réwnan generowanych przez
réwno$¢ (13) zmniejsza sie do n — 1. Uczynimy tak dla wymiaru trzy i dwa.
Uczynimy tak dla wymiaréw trzy i dwa, aby nawigza¢ do pierwszych wynikow
Zermelo.

Dla n = 3 po transformacji wspoirzednych warunek (13) sprowadza si¢
do dwodch réwnan

—— COS @y = an cos’ +8W2 sin®
dr T T TG

oWl w32\ |
EEEE Sin @1 COs @1 | cos @,

+ a—W35in —a—W3cos sin
oxi PTGy O8O b2
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oraz

de, ow! ow?
?:_ Wcosq)l+ FY sin @y cos’ @2

+ AL Cos @1 + AL sin sin®
ox! P o e b2
WZ

1[ow! ow?r
ox Y COS ¢+ %2 sin- @

aw2 oW?>]
3 sin2¢;

1
+| = + == | sin¢;cos ¢; -
sz)

ox!
2S

) )
+ fﬁ +S—f)cos¢1sincp2+ (f@ +Sa—)';)sin(plsinq)2

N

o
/355 + Sa—é)cowpz.

Odpowiadajace wymiarowi réwnania ruchu przybieraja wowczas postaé

d 1

d_); = W'+ £Scos g1 cos ¢,
dx?
dt
d
% = W3+ fSsing,.

W szczegélnym przypadku, jesli S = f = 1, to dostajemy wynik Zermelo w R?
zawarty w jego drugiej pracy na temat tytulowego problemu (zob. [44, réwna-
nie (44), str. 122], z oryginalng notacjg ¢; := ¢, ¢, := 0 tamze).

Zdecydowanie bardziej znanym w literaturze wzorem w omawianym
temacie jest jednak wynik Zermelo w R? ktéry pojawit sie w jego pierwszej
pracy [43], rozpoczynajacej szeroka naukowa dyskusje nad problemem. Dla
n = 2 z uogoélnionego warunku (13) otrzymujemy

2 1 £Ssin ¢; cos @,

d—(P — B_WI cos? a—Wl - B_Wz sin ¢ cos @ + B_WZ sin?
FTAE R O R PR G T (14)
+S%sin(p— S%cosqwrf%singo—f%cos(p,

przy czym ¢ oznacza tutaj sterowanie (optymalny kurs statku), tj. kat brany od
osi odcietych x! w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara w karte-
zjanskim ukladzie wspotrzednych x'0x% Réwnania ruchu majg postaé

= W'+ fScosg, x*=W?+ fSsing.
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Pierwszy wiersz we wzorze (14) przedstawia wspomniany stynny wynik, czyli
dla przypadku euklidesowego h;; := d;j, tj. S = 1 oraz stalej maksymalne;j
predkosci statku, f = 1. Ten rezultat zostal w przesztosci okreslony przez Ca-
rathéodoryego jako ,,nawigacyjny wzor Zermelo” otrzymany w ,,nadzwyczaj
pomystowy sposéb” [9,13]. Wspoélczesnie jest on przytaczany w pracach z za-
stosowan matematyki, na przyklad [20,27,40]. Mozna go takze przedstawi¢
w najkrétszej postaci, jesli uktad odniesienia zwigzemy ze statkiem, czyli 0§ x'
pokrywa sie z osig gtéwng (wzdluzng) statku: ¢(t) = —%TW; (zob. [4,9,43,44]).
Dodajmy, ze Zermelo przedyskutowal w artykule [43] takze warunek dosta-
teczny na optymalng nawigacje, korzystajac z konstrukcji pola Weierstrassa.
W ten sposob po przerwie ponad dwudziestu lat oraz intensywnej pracy w teorii
mnogosci i logice nawigzat do wariacyjnych badan i narzedzi z okresu swojego
doktoratu i habilitacji.

Na koniec w celu uproszczenia obliczen przedstawimy przyktady roz-
wigzan (ekstremali) na plaszczyznie euklidesowej z zaktoceniem typu ,,rzeka”
zaleznym jedynie od przestrzeni, W(x, y) = (W'(y),0).

Przyklad 4.1. Najpierw pordwnamy postacie rozwigzan otrzymanych w obydwu
omawianych podej$ciach. Rozwazmy zakldcenie (prad na prostym odcinku
rzeki) zmieniajace sie liniowo, ktdére zadane jest przez pole W = (y,0) w R?
z kartezjanskim uktadem wspolrzednych x0y i niech f =1 (Zermelo okreslit
wiatr zmienny liniowo W = (-y,0) jako ,,najprostszy nietrywialny przyklad
naszej teorii” [9; 43, str. 48]). W podejsciu finslerowskim ze wzoru (9), przy
spelnieniu warunku wypuklosci, tj. |[W(x, y)| = |y| < 1, dostajemy metryke
Randersa

V=) +v2) + (uy)?  uy
1- )’2 1- yz i
przy czym (x, y) oznaczaja wspdtrzedne punktu, a (u,v) wspolrzedne wektora

stycznego; u = X, v = y. Po przyjeciu oznaczen ® = /%2 - §j2i 8 = (y* - 1)
i przeprowadzeniu odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy uktad réwnan

F(x,y;u,v) =

F-geodezyjnych [23]

g ME—y@P + GE-OF] 0 (- y@)[0%7 - (i - @)]
3(yx - @) ’ 0 (yx - @)

Z kolei w podejsciu wariacyjnym w tej samej sytuacji z formut (10) oraz (14)

dostajemy natychmiast uktad réwnan

=0.

X=y+cosp, y=sing, ¢=—cos’y,

przy czym ¢ = ¢(t) oznacza optymalny kurs statku. Trajektorie czasominimalne
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stanowigce rozwigzanie problemu nawigacji Zermelo mozna przedstawi¢ tutaj
w jawnej postaci (zob. [9]).

Rodziny ekstremali (F-geodezyjnych) dla réznych kurséw poczatkowych
¢(0) w formie rozwigzania graficznego przedstawimy jeszcze dla dwéch innych
zaklocen, a mianowicie opisanych krzywa Gaussa

_Gg)?
W(x,y) = (cle 5 ,0) (15)
oraz krzywa czwartego stopnia postaci?
W(x,y) = (64(65 —y2)2,0) (16)
przyczymec; €R,i=1,...,5. Niech ¢; = ﬁ % 0.997,¢c,=0,c3=1,¢c4=0.8,

¢s = 1. Obie ,,rzeki” ptyng poziomo w prawg strone, symetrycznie wzgledem
osi x. Rysunek 3 przedstawia zachowanie rozwigzan wychodzacych ze srodka
»rzeki” i przy dzialaniu pradu (15) (przy czym |W (yo = 0)| ~ 0.997 < f, czyli
prad jest staby, ale prawie krytyczny), a Rysunek 4 - przy wystepowaniu pola
(16) i dla réznych potozen punktu poczagtkowego. To znaczy y, € {0,-1,-1,6},
czyli tam, gdzie odpowiednio wystepuje prad: staby (|[W(yo)| = 0,8 < f); brak
pradu (|W(y0)| = 0); silny (|W (y0)| ~ 1,95 > f), przy czym f = 1. W przypadku
rozwigzania za pomocg geometrii Finslera warunek wypukloéci |W| < 1 im-
plikuje dziedzine | y| < 1,455 dla zakldcenia danego réwnoécig (16). Natomiast
dla pola gaussowskiego (15) dziedzing jest cala ptaszczyzna R Rzut oka na
przebiegi otrzymanych nietrywialnych trajektorii wspomaga wstepna analize
w kontekscie na przykliad istnienia punktéw sprz¢zonych, jednoznacznosci
rozwiazan, istnienia rozwigzan w obszarze silnego pola, strategii optymalnego
ruchu pod prad czy z jednego brzegu ,,rzeki” na drugi wyznaczonych przez prad
krytyczny (|W/|, = f, tj. warunek wypuklosci), nawrotéw petlowych (zob. [23]).
Inne przyklady rozwigzan problemu nawigacji Zermelo w niskim wymiarze, na
przyklad na sferze, elipsoidzie, w zakresie badan teoretycznych mozna znalez¢é
na przyklad w pracach [24, 33,38].

5. Uwagi koncowe

5.1. Kierunki biezgcych bada#. Omdwione wyniki dotyczace tytutowego za-
gadnienia odnoszg si¢ w gléwnej mierze do rozwigzan lokalnych. W ujeciu

* Przy wystepowaniu zaklécenia (16) problem nawigacji Zermelo omawiany w ramach
wykladu na Duke University przedyskutowat takze Robert Bryant, prezes American Mathematical
Society w latach 2015-2017.
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3. Tlustracja zachowan rozwiazan wychodzacych ze §rodka ,,rzeki” i przy dzialaniu pradu (15)
(profil oznaczony linig przerywana)

4. Tlustracja zachowan rozwigzan przy wystepowaniu pola (16) (profil oznaczony linig przerywa-
na), dla roznych polozen punktu poczatkowego
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globalnym podejmowane badania obejmuja m.in. zbiory punktéw ekstremali
czy geodezyjnych w odpowiedniej metryce Finslera, w ktorych tracimy optymal-
nos¢, tj. pierwsze punkty sprzezone, czyli zera rownania Jacobiego (ang. cut loci).
Ten temat w geometrii Finslera w kontekscie obrotowych sfer wymiaru dwa
i metryk Randersa zostal niedawno przedstawiony w pracach [15,36]. Oprocz
wspomnianych juz w artykule wynikow i zagadnien teoretycznych powigzanych
z tytulowym problemem przykladem nowego kierunku badan jest holonomia
w kwantowej nawigacji Zermelo (zob. [19]). Nawigacja Zermelo jako metoda
jest uzywana w rozwazaniach nad czwartym problemem Hilberta w geometrii
Finslera (zob. [11,39]), w ktorej pojecie odlegtosci (metryki), a takze kata nie
jest symetryczne. Od niedawna zaczeta ona by¢ takze wykorzystywana w fizyce
teoretycznej, na przyklad mechanice kwantowej, teorii wzglednosci. Badania
zmierzajace w kierunku uogoélnienia zasady Fermata z wykorzystaniem metryki
(pseudo-)Finslera i Lorentza pojawity si¢ w pracach [8,21].

W teorii sterowania, gdzie problem Zermelo jest jednym z klasycznych
przykladéw w niskim wymiarze, podstawowym narzedziem jest zasada maksi-
mum Pontriagina i réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana. Jednak warunki
dostateczne na optymalng nawigacje nadal stanowig tutaj wyzwanie w ogélnym
przypadku. W klasyczym ujeciu tytulowego zagadnienia, tj. wychodzac od
danych nawigacyjnych (h, W, f), mamy do rozwigzania uklad réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych. Na problem mozna réwniez spojrze¢ inaczej. Mianowicie
mozemy zapyta¢ o dane nawigacyjne, a przede wszystkim zakldcenie, ktdre
generuja trajektorie optymalne w sensie czasu o okreslonych wtasnosciach, na
przyklad s3 (uogdlnionymi) loksodromami. W takim postawieniu problemu
mamy do czynienia z réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Przyklady
wspolczesnych zastosowan praktycznych na przyktad w robotyce, modelowaniu
wzorcow poszukiwan, nawigacji lotniczej i morskiej czy badaniu strategii zwie-
rzat migrujacych przy wystepowaniu pradéw powietrznych i wodnych mozna
znalez¢ na przyklad w pracach [18,20,23,27,40].

5.2. Refleksja. Majac na wzgledzie nierzadka dyskusje w srodowisku matema-
tycznym i nie tylko nad wyzszo$cia rozwazan czysto teoretycznych bez jakie-
gokolwiek elementu utylitarnosci nad pracami stosowanymi oraz podnoszona
zgola inng tezg o potrzebie wigkszej klarownosci i sensownosci co do celowosci
nieograniczonych (kierunkowo i zakresowo) badan teoretycznych, problem
nawigacji Zermelo jest przykltadem interesujacego zagadnienia Zywo obecnego
po obu stronach, dawniej i obecnie. Co wigcej, sam Ernst Zermelo potrafil
taczy¢ efektywnie, bezkonfliktowo i z uznaniem oba ,,zywioty”, o czym $wiadczy
jego dorobek naukowy.
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Podzigkowania. Autor dziekuje Robertowi Wolakowi (IM UJ) i Redakcji Wia-
domosci Matematycznych za cenne uwagi redakcyjne i merytoryczne. Ponadto
autor wyraza wdzieczno$¢ Heinzowi-Dieterowi Ebbinghausowi i Archiwum
Uniwersytetu we Freiburgu za udostepnienie oraz wyrazenie zgody na publika-
cje w tym artykule archiwalnych zdje¢ z 1929 roku Ernsta Zermelo z polskimi
matematykami.
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O parze kosci, na ktdrej nigdy nie wypada siedem”

1. Wprowadzenie

Kilkoro z moich przyjaciét lubi spedza¢ czas przy grze planszowej Osad-
nicy z Catanu. W tej grze kazdy z uczestnikdéw rzuca w swojej turze dwiema
zwyklymi kos¢mi, a wynik rzutu okresla, jakie surowce gracze otrzymaja w tej
turze. Gdy wypadnie siedem, dzieje si¢ co$ specjalnego — zamiast surowcow
na planszy pojawia si¢ (lub przemieszcza) ztodziej.

Po kilku rozgrywkach moi znajomi doszli do wniosku, Ze cho¢ gra bytaby
nieco nudna bez sidédemek, to w poczatkowej fazie gry sa one dos¢ irytujace.
Gdy kazdy stara sie zdoby¢ jak najwiecej surowcdéw na poczatek, wyrzucenie
sidédemki spowalnia wszystkich. Zmodyfikowalismy wigc zasady, ustalajac, ze
jezeli w pierwszych dwdch pelnych rundach ktos wyrzuci siodemke, natych-
miast rzuca ponownie, az otrzyma jaki$ inny wynik. Po paru rundach, gdy gra
nabierze tempa, siddemki znowu stajg si¢ dozwolone.

Chociaz cel przyspieszenia gry na poczatek wydaje si¢ szczytny, niezbyt
spodobal mi si¢ sposob jego uzyskania. Rzucanie tak dlugo, az otrzymamy
satysfakcjonujacy wynik, nie jest zbyt eleganckie. Postanowitem wiec zapro-
jektowac specjalng pare kosci, ktoéra dawalaby liczby od dwdch do dwunastu
z prawdopodobienstwami proporcjonalnymi do tych w przypadku pary kosci
sze$ciennych, jednak w taki sposdb, aby nie mogla wypas¢ siodembka.

Wydawac by sie mogto, ze nie ma na to wielkich szans - okazuje si¢ jednak,
ze da sie to zrobi¢. W tym tekscie pokaze, jak to uczynic.

" Angielski oryginat artykutu znajduje si¢ pod adresem https://www.chiark.greenend.org.
uk/~sgtatham/dice/ (dostep 2018-05-11, ostatnia modyfikacja 2017-05-07).

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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2. Konstrukcja

W efekcie rzutu parg zwyklych kosci mozemy uzyskac kazda liczbe cal-
kowita od dwojki do dwunastki — ale nie kazdg z tym samym prawdopodo-
bienstwem. Najtatwiej to zauwazy¢, oznaczajac kazda kos¢ tak, aby je odroznié
(uzyje oznaczen W iK, jak ,wiersz” i ,kolumna”), i rysujac tabelke mozliwych
wynikow (tabela 1).

Tabela 1. Mozliwe wyniki rzutu dwiema ko$¢mi szesciennymi

M1 o2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
203 4 5 6 7 8
3/4 5 6 7 8 9
405 6 7 8 9 10
506 7 8 9 10 11
617 8 9 10 11 12

Ze wszystkich trzydziestu szesciu mozliwych ukladéw tylko jeden daje
dwdjke (jedynka na obu kosciach) i tylko jeden daje dwunastke (szdstka na obu
kos$ciach) - ale siddemka moze wypas¢ na sze§¢ mozliwych sposobéw, a zatem
jest sze$¢ razy bardziej prawdopodobna.

Pomyst, ktéry wpadl mi do glowy, polegal na przeorganizowaniu tabel-
ki. Skoro sze$¢ pozycji wskazywato siddemke, pomyslalem, ze interesujacym
eksperymentem byloby utozenie ich wszystkich w jednej kolumnie. Pozostaje
prostokat 6 x 5. Co ciekawe, mamy pie¢ pozycji, w ktdrych powinna znalez¢ si¢
szostka, i tyle samo miejsc na 6semke — w sam raz na dwa rzedy tego prostokata.
Teraz zostal prostokat o wysokosci cztery i tak si¢ sktada, ze mamy po cztery
dziewiatki i piatki, i tak dalej. Na koniec, w dwdch ostatnich wolnych komérkach,
umieszczamy pojedyncze liczby — dwojke i dwunastke.

Tak przepisana tabelka (tabela 2) zawiera dokfadnie ten sam zestaw liczb
co pierwotna i kazda liczba wystepuje w niej tyle samo razy. Jezeli wigc rzucimy
dwiema (odréznialnymi) kos¢mi i sprawdzimy wynik w tabelce, otrzymamy
taki sam rozklad liczb, jakiego oczekiwaliby$my od zwyklej pary kosci.

Rzecz jasna, troche¢ niewygodnie jest sprawdza¢ tabelke po kazdym rzucie
kosci - lepiej byloby tak je opisa¢, zeby tabelka stala sie zbedna. Okazuje sig, ze
jest to catkiem proste.
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Tabela 2. Mozliwe wyniki rzutu dwiema ko$émi - uktad, w ktérym kazdy wynik
wystepuje tylko w jednym wierszu badz kolumnie

M1 o2 3 4 5 6
117 6 6 6 6 6
217 8 8 8 8 8
317 5 9 4 4 4
417 5 9 10 10 10
507 5 9 3 11 2
617 5 9 3 11 12

— Pierwsza kolumna zawiera same siodemki. Oznaczmy wiec jedng $cianke
kosci K liczbg 7 (taki bedzie wéwczas wynik, niezaleznie od tego, co

wypadlo na kosci W).

- Dwie $cianki kosci W oznaczymy liczbami 6 i 8, gdyz taki bedzie wy-
nik rzutu w przypadku wypadniecia jednej z nich (o ile na kosci K nie

wypadlo 7).

- Kolejne dwie $cianki kosci K oznaczymy liczbami 519, i tak dalej.
- Ostatnig $cianke kosci K pozostawimy pustg — gdy ona wypadnie, wyni-
kiem rzutu jest to, co wypadlo na kosci W.

Nasza tabelka wyglada wiec teraz nastepujaco (tabela 3).

Tabela 3. Mozliwe wyniki rzutu dwiema ko$¢mi z nowymi oznaczeniami $cianek

75 o9 31

6|7 6 6 6 6 6
8/7 8 8 8 8 8
407 5 9 4 4 4
107 5 9 10 10 10
207 5 9 3 11 2
127 5 9 3 11 12

Pozostaje tylko zapamietac, ktore liczby ,wygrywajg” z ktorymi: siodemka
wygrywa z szostka i 6semka, ktore wygrywaja z piatka i dziewiatka, i tak az do
pustej $cianki, ktdra przegrywa ze wszystkimi. Dorysujmy wiec na §ciankach
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kropki: sze$¢ kropek na $ciankach z siodemkg, pie¢ na $ciankach z szostka
i 6semka itd. (tabela 4).

Tabela 4. Nowe oznaczenia $cianek kosci

W2 4 6 8 10 12

K 3 5 7.2 1

Procedura jest teraz nastepujaca: rzucamy naszymi ko$¢mi i wybieramy
te Scianke, na ktorej jest wiecej kropek (remis jest niemozliwy, bo kazda para
$cian z tg samg liczbg kropek znajduje si¢ na tej samej kostce).

Efektem calej tej pracy jest zatem alternatywny sposdb oznakowania pary
sze$ciennych kosci, ktory daje dokladnie taki sam uktad prawdopodobienstw,
co zwykle podejscie z sumowaniem wynikéw dwoch rzutéw. Jak pomogto mi
to w skonstruowaniu pary kosci, na ktérej nie moze wypas¢ siodemka?

Odpowiedz jest nastepujaca: zdarzenie ,wypadla siddemka” jest teraz
wlasnoscia jednej kosci, a nie ich pary. Aby uzyskac¢ zadana pare kosci, trzeba
teraz jedynie usuna¢ $cianke 7 z kosci K, zmieniajac ja w kos¢ pigcioscienng
ze $ciankami 3, 5, 9, 11 i pusta. Ta zmodyfikowana para kosci ma nastgpujaca
tabelke wynikow (zob. tabela 5).

Tabela 5. Mozliwe wyniki rzutu dwiema ko$¢mi - jedng szeécienng i jedna piecioscienng —
z nowymi oznaczeniami $cianek

s o9 31

616 6 6 6 6
88 8 8 8 8
405 9 4 4 4
10/5 9 10 10 10
205 9 3 11 2
12/5 9 3 11 12

Wszystko oprocz siodemki wypada zatem z poprawnymi (wzglednymi)
prawdopodobienstwami, ale sama siddemka nie moze wypas¢, gdyz po prostu
nie ma $cianki z tg liczbg. Bingo!

Praktyczne wykonanie kosci z piecioma $cianami bytoby trudne. Zamiast
tego kupilem standardowa ko$¢ dziesiecioscienng (zlozong z dwdch ,,piramid”
o pieciu $cianach bocznych ztozonych podstawami) i uzytem na $cianach pieciu
oznaczen, kazdego dwukrotnie.
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3. Rozszerzenie

Powyzsza konstrukeja spelnita pierwotny cel. Nabytem pare pustych kosci,
oznaczylem je tak, jak opisalem (nie zdobytem jedynie pustej kosci dziesiecio-
$ciennej, wiec kupitem zwykla i ja przemalowatem), i gdy skonczytem, mialem
dwie kosci ,,nieparzyste” (jedna sze$cienng, z siddemka, i jedng dziesiecio$cien-
na, bez siodemki) oraz jedng ,,parzysta”. Rzut dwiema ko$¢mi szesciennymi —
i otrzymuje si¢ zwykly rozklad, jak przy rzucie klasycznymi kos¢mi; rzut koscia
»parzystg’ oraz ,nieparzysta” o dziwnym ksztalcie - i otrzymuje sie to samo, ale
bez siddemki.

Pozostal jednak jeden problem. Osadnicy z Catanu maja dodatek, zwany
Miasta i Rycerze. W tej grze jedna z koéci jest wyrézniona czerwonym kolorem.
Kos¢ ta ma specjalng funkcje — suma oczek na obu kosciach nadal okresla, jakie
surowce beda generowane w danej kolejce, ale liczba na wyréznionej kosci decy-
duje réwniez - dodatkowo - o tym, kto otrzyma karty specjalne. Moje kosci nie
daja tej dodatkowej informacji. W dodatku nie mozna po prostu rzuci¢ zwykla
koscia — oprécz moich dwoch - poniewaz moze to doprowadzi¢ do uktaddw, kto-
re nie bytyby mozliwe przy zwyklych ko$ciach (na przyklad wyrézniona kos¢ nie
moze wskazywac szostki, gdy suma oczek wynosi cztery). Wyglada wigc na to, ze
moje kosci nie mogg zosta¢ uzyte do Miast i Rycerzy bez zmiany zasad gry.

A moze jednak?

Na pewno mogg zadziala¢ — w teorii. Wystarczy tylko zaznaczy¢ przy
kazdym wyniku w tabelce dodatkowg liczbe oznaczajaca wynik na wyrdéznionej
kosci. Przy klasycznych kosciach taka tabelka wyglada jak w tabeli 6 (przy
zalozeniu, ze wyrdzniona jest kos¢ K). Nie jest ona szczegélnie czytelna, ale
przynajmniej pokazuje, jakie liczby na wyréznionej kosci sa mozliwe przy od-
powiedniej sumie.

- Jesli suma wynosi 2, to warto$¢ na wyréznionej kosci musi wynosic 1,
— jedli suma wynosi 3, to warto$¢ na wyrdznionej kosci musi wynosic¢ 1

lub 2,

— jedli suma wynosi 4, to wartos¢ na wyrdznionej kosci musi wynosic 1, 2

lub 3,

- itak dale;j.

Moglibysmy wigc wzia¢ tabelke wynikéw dla zmodyfikowanych kosci
i umiesci¢ odpowiednie adnotacje w jakimkolwiek porzadku (zob. tabela 7).

To dziata — w teorii. Otrzymujemy zaréwno sume, jak i ,,czerwong” liczbe,
z takim samym rozkladem jak para zwyktych kosci, i usuniecie siddemki na
kosci K nadal robi to, co powinno. Nie jest jednak eleganckie, bo ,,czerwone”
liczby nie s3 ulozone wedlug zadnego konkretnego porzadku — znéw zatem
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potrzebujemy tabelki. Byloby lepiej, gdyby udalo si¢ znalez¢ jakis sposéb na
takie ich rozmieszczenie, zZeby spogladanie do tabelki stalo si¢ zbedne.

Tabela 6. Mozliwe wyniki rzutu dwiema koéémi z zaznaczona ,,czerwong” liczbg

12 3 4 5 6
112 '3 "4 15 ‘6 7
2’3 4 %5 %6 7 8
3’4 %5 %6 7 8 79
41's %6 *7 "8 ‘9 "o
5 %6 %7 %8 %9 “10 11
6 °7 °8 %9 ‘10 11 12

Tabela 7. Mozliwe wyniki rzutu dwiema ko$¢mi z nowymi oznaczeniami $cianek
z zaznaczonym wynikiem rzutu czerwong koscia

75 o9 31

6'7 '6 %6 %6 "6 6
8’7 8 s 's "8 °s
4’7 's %9 4 P4 %y
10/'7 %5 *9 "0 10 “10
21°7 %5 %9 '3 11 'y
121°7 *s5 %9 %3 %11 12

Po paru eksperymentach odkrylem, ze sprawy wygladaja znacznie lepiej,
gdy uporzadkujemy $cianki na ko$ciach rosngco (traktujac pusta $ciane jako
zero). Tabela 8 wyglada znacznie mniej intuicyjnie, ale daje zaskakujaco pro-
sty sposob ulozenia ,,czerwonych” liczb (umiescitem ,,zwykle” liczby po lewej,
a ,czerwone” osobno po prawej, zeby bylo lepiej wida¢ ich rozmieszczenie).

Szczerze méwiac, kompletnie nie mam pojecia, skad si¢ tu wzieta taka
piekna symetria. Moje kosci nie sg symetryczne - jak si¢ zdawalo, usunalem
calg ich symetrie w trakcie moich dziwnych machinacji. A jednak - bez zadnego
widocznego powodu - to catkowicie regularne ulozenie ,,czerwonych” liczb po
prostu dziata, dajac wlasciwy zestaw prawdopodobienstw dla kazdej mozliwej



O parze kosci, na ktdrej nigdy nie wypada siedem 339

sumy. Tego si¢ nie spodziewalem - i nadal tego nie rozumiem! - ale tak to
wlasnie wyglada.

Tabela 8. Nowe oznaczenia koéci - po lewej wynik rzutu parg kosci,
po prawej wynik rzutu czerwong koécig

Y 3 5 7 9 11 Y 3 5 7 9 11
212 3 5 7 9 11 211 2 3 4 5 6
404 4 5 7 9 4 412 3 4 5 6 1
616 6 6 7 6 6 63 4 5 6 1 2
8/8 8 8 7 8 8 84 5 6 1 2 3
10/10 10 5 7 9 10 105 6 1 2 3 4
12/12 3 5 7 9 11 12/6 1 2 3 4 5

Majac to rozmieszczenie, fatwo jest wymysli¢ konkretny sposob ozna-
czenia kosci. Najprosciej jest napisac ,,czerwone” liczby na kosci ,,parzystej”,
umieszczajac liczby od jeden do sze$¢ na $ciankach z kolejnymi liczbami pa-
rzystymi. Nastepnie dopisujemy modyfikatory na kosci ,,nieparzystej”: +1 na
$ciance z trojka, +2 na $ciance z pigtka, —1 na $ciance z jedenastka, —2 na $ciance
z dziewigtka. Pusta $cianka pozostaje pusta. Zgodnie z powyzszym schematem,
$cianka z siddemkg powinna otrzyma¢ modyfikator +3 lub -3, ale poniewaz
w przypadku, gdy wynikiem jest siedem, i tak moze wypas¢ dowolna ,,czerwona”
liczba, prosciej jest nie dopisywac na tej $ciance nic. Burzy to pigkng symetrie
tabelki, ale utatwia faktyczne uzywanie kosci.

Podsumowujac, nasze kosci wygladaja teraz jak w tabeli 9.

Tabela 9. Nowe oznaczenia $cianek koéci z wynikiem rzutu czerwona koscia

Procedura ich uzywania jest nastepujaca: rzucamy obiema i wybieramy
wynik na $ciance, na ktdrej jest wiecej kropek. Aby otrzymac ,,czerwong” liczbe,
bierzemy ,,malg” liczbe na kosci ,,parzystej’, a jezeli na kosci ,,nieparzystej” wid-
nieje jaki§ modyfikator, dodajemy go do tej liczby. Wreszcie, jezeli otrzymamy
w wyniku co$ wigkszego niz 6, odejmujemy szes¢, a jezeli co$§ mniejszego od 1,
dodajemy szes¢.

Ponownie okazuje sig¢, ze usuniecie $cianki z siodemka z kosci ,,niepa-
rzystej” daje pare kosci, na ktérych nigdy nie wypada siédemka, przy czym
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otrzymujemy zaréwno sume, jak i ,,czerwong” liczbe — mozemy wiec uzy¢ ich
do Miast i Rycerzy.

4, Podsumowanie

Mechanizm, ktéry opisatem, wyglada dobrze w teorii. Niestety, ma jedna
powazng wade praktyczng - jest bardzo wrazliwy na brak precyzji w wykonaniu
kosci.

Tradycyjna procedura rzucania dwiema kos¢mi i sumowania wynikéw
daje efekt rozlozenia skutkéw niedoskonatosci wykonania. Zatézmy, Ze na
jednej z ko$ci wyrzucenie trojki jest odrobine bardziej prawdopodobne niz
powinno. W rezultacie kazda z liczb od 4 do 9 bedzie wypada¢ z nieco wigkszym
prawdopodobienstwem - ale tylko o jedng szostg roznicy miedzy faktyczng
a prawidlowq szansa wypadnigcia tréjki na pierwszej kodci, poniewaz losowa
warto$¢ z drugiej kodci rozklada ten btad na szes¢ mozliwych wynikéw. Oznacza
to, ze zwykly sposob cechuje si¢ naturalng odpornoscia na btedy wykonania
kosci.

Z opisanym w artykule trikiem jest inaczej. Jezeli na ,parzystej” kosci
6semka wypada o 25% czedciej niz szdstka, to tak samo bedzie z wynikiem
facznym - caly blad jednej z kosci przenosi si¢ na wynik taczny. A poniewaz
w Osadnikach rézne wyniki rzutu koscig traktuje si¢ jako rézne jakosciowo,
a nie tylko jako troche wieksza lub mniejszg warto$¢ wielkosci zmieniajgcej si¢
w sposdb ciagly, drobne usterki kosci maja powazny i zauwazalny wplyw na
przebieg rozgrywki. Istotnie, odkad gramy moimi ko§¢mi, nieustannie irytuje
nas ich najwyrazniej niesprawiedliwe zachowanie podczas gry. Nie posunelismy
sie¢ do zrobienia testow statystycznych precyzji moich kosci, ale wydaje si¢
mozliwe, ze wing ponosi opisany problem.

Nasuwajacym sie rozwigzaniem byloby rzucenie koscig sze$cienng (ozna-
czong tradycyjnie) i piecioscienng (oznaczong zwyczajnie liczbami od 1 do 5),
zsumowanie wynikow i dodanie jedynki w przypadku, gdy wypadlto siedem lub
wigcej. Ten sposob pozwala rowniez uzyskac ,,czerwong” liczbe banalng metoda -
umawiamy sie po prostu, ze kos¢ szescienna jest czerwona. Z poczatku odrzuci-
lem ten pomyst jako mniej elegancki - chciatem, zeby (powiedzmy) dziewiatka
byta wynikiem czegos, co wyglada na dziewiatke, a nie czegos, co wyglada na
6semke i wymaga pamigtania o dodaniu jedynki. W szczegélnosci, jednym
z przejawow elegancji mojego mechanizmu jest to, ze sposdb wyznaczania
wyniku jest identyczny niezaleznie od tego, ktdrej ,,nieparzystej” kosci akurat
uzywamy. Niestety, to nieeleganckie podejscie mogtoby si¢ okaza¢ bardziej
praktyczne, jezeli chodzi o tolerancje na bledy wykonania kosci.
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Czytelnicy zaznajomieni z zakresem kosci dostepnych w sklepach dla
graczy mogliby tez zauwazy¢, ze tabelka pie¢ na sze$¢ daje tacznie trzydziesci
mozliwosci, mozna wiec kupi¢ kos¢ o trzydziestu $ciankach (takie kosci sa
dostepne w sprzedazy) i oznaczy¢ odpowiednio jej $cianki.

Blisko krancéw zakresu 2-12 bledy moglyby by¢ zbyt duze (poniewaz tylko
jedna $cianka pokazuje dwojke i tylko jedna dwunastke, fatwo moze si¢ zdarzy¢
zauwazalna nieréwnowaga miedzy nimi), ale w §rodku zakresu (gdzie gracze
w Osadnikéw lubig spedza¢ tyle czasu, ile tylko si¢ uda) zapewne tolerowal-
ne - na przyktad z piecioma oddzielnymi sciankami z ésemka trudniej byloby
uzyskac znaczace odchylenia od prawidlowego prawdopodobienstwa. Jedyny
problem z tym podejsciem jest taki, ze trudno znalez¢ kos¢ trzydziestoscienng
ze $ciankami na tyle duzymi, zeby bez problemu oznaczy¢ je po swojemu...

Simon Tatham
anakin@pobox.com
tlumaczenie: Marcin Borkowski
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Krzysztof Ciesielski (Krakéw)

Weterani Olimpiady Matematycznej

W 2019 roku obchodzimy jubileusz siedemdziesigciolecia Olimpiady Ma-
tematycznej. Osoby kojarzace si¢ z Olimpiada to przede wszystkim ci, ktorzy
odnosili w niej najwieksze sukcesy albo ci, dla ktérych olimpijskie triumfy
stanowily preludium do osiagnigcia wybitnych naukowych wynikéw. Znacznie
rzadziej wspomina sie o pracujgcych na rzecz Olimpiady, zwlaszcza o tych nie
pelniacych funkeji kierowniczych. Tymczasem bez nich Olimpiada nie miataby
szans istniec.

Olimpiad¢ Matematyczng organizuje kilkunastoosobowy Komitet Gléw-
ny Olimpiady wsparty przez okolo dziesiecioosobowe Komitety Okregowe.
Zasady przeprowadzania zawodow Olimpiady przez siedemdziesiat lat jej ist-
nienia praktycznie nie byty zmieniane, wprowadzano jedynie drobne mody-
tikacje. Zawody sg trzystopniowe i polegaja na pisemnym rozwigzywaniu
zadan przez uczniéw. Najpierw uczniowie przez trzy miesigce (do konca li-
stopada) rozwigzujg dwanascie zdan (opracowanych przez Komitet Gléwny)
i przesylaja rozwigzania na adres wlasciwego Komitetu Okregowego. Najlep-
si uczestnicy zawodow I stopnia sg przez te Komitety kwalifikowani do za-
woddw II stopnia. Te zawody, organizowane przez Komitety Okregowe, sa
dwudniowe (zadania ponownie przygotowuje Komitet Gléwny); kazdego dnia
uczniowie rozwiazujg trzy zadania. Wstepnego sprawdzenia prac dokonuja
czlonkowie Komitetéw Okregowych, a ostateczna weryfikacja, ocena i ustalenie
listy finalistow nalezg do Komitetu Gléwnego. Ten Komitet organizuje zawody
finalowe (III stopnia), a po ocenie prac decyduje o ostatecznych wynikach.
Potem czlonkowie Komitetu Gléwnego przygotowujg najlepszych do zawodow
miedzynarodowych.

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Podczas pierwszej Olimpiady dziatalo sze$¢ Komitetow Okregowych (mia-
sta, w ktorych mialy one siedziby, to Krakéw, Lublin, £6dz, Poznan, Warszawa,
Wroctaw). Z uplywem lat zmienialy si¢ zasiegi terytorialne dziatalnosci Komi-
tetow Okregowych, zwiekszala sie tez ich liczba — obecnie jest ich jedenascie.
Dochodzity kolejno: Torun (od VI OM, 1954 rok), Katowice (od XVII OM,
1965 rok), Gdansk (od XIV OM, 1972 rok), Szczecin (od XXXVIII OM, 1986
rok) i Rzeszéw (od LXI OM, 2009 rok).

Zacytujmy fragment przemoéwienia Aleksandra Pelczynskiego, 6wczesne-
go przewodniczacego Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej, podczas
uroczystosci zakonczenia jubileuszowej dwudziestej piatej Olimpiady.

Szczegblne stowa uznania nalezg sie cztonkom Komitetéw Okregowych
Olimpiady Matematycznej. Praca ich jest wyjatkowo odpowiedzialna i trudna.
Obowigzkiem ich jest ocena prac z zawodoéw stopnia I i II. Oznacza to obecnie,
przy wzroscie ilosci zawodnikéw bioracych udzial w zawodach stopnia I'i 1T,
ogromne obciazenie.

Na tym samym posiedzeniu przemawial Andrzej Schinzel, ktéry zaczal swoje
wystapienie od stow:

Kiedy przemawiatem z tego miejsca przed pigciu laty, staralem si¢ wyrazi¢
wdziecznoéé dwezesnemu Komitetowi Giéwnemu i jego przewodniczacemu
profesorowi Stefanowi Straszewiczowi. W stosunku do obecnego Komitetu Glow-
nego zrobi¢ tego nie mogg, jako jego cztonek, goraco pragne natomiast ponowié
moje podzigkowanie dla cztonkéw dawnego Komitetu Gtéwnego, moge bowiem
lepiej niz poprzednio oceni¢ ich prace poznawszy ja z wlasnego doswiadczenia.

Z okazji jubileuszu siedemdziesigciolecia Olimpiady Matematycznej warto
przedstawic liste tych, ktérzy w Komitetach Olimpiady pracowali najdiuzej.
Juz kilka lat czlonkostwa w komitecie zastuguje na uznanie, ale wszystkich
wymieni¢ si¢ nie da... Na liScie s3 nazwiska tych, ktorzy wchodzili w skfad komi-
tetow przez co najmniej trzydziesci piec lat, czyli przez polowe czasu istnienia
Olimpiady. Obok liczby lat pracy podane sg informacje o odpowiednich komi-
tetach oraz numery olimpiad. W przypadku cztonkostwa w dwdch komitetach
na pierwszym miejscu podany jest ten, w ktérym dana osoba pracowala dluze;j.

Poczawszy od pierwszej Olimpiady Matematycznej, publikowane byly
Sprawozdania z Olimpiad Matematycznych, a w nich obok tresci zadan i ich
rozwigzan, nazwisk finalistéw, laureatéw oraz ich nauczycieli podawane byly
sktady komitetéw. Powyzsze zestawienie zostalo opracowane na podstawie
tych Sprawozdan. Niestety okazalo sie, ze czasami w podawanych tam skla-
dach zdarzaly si¢ usterki. Ponadto ostatnie Sprawozdanie, ktére ukazalo sie
drukiem, dotyczylo LXII Olimpiady, a kolejne, niestety, nie zostaly wydane.
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Przy przygotowywaniu listy rozmaite szczegdty konsultowane byty z przedstawi-
cielami odpowiednich komitetéw. Bledy w zestawieniu s jednak mozliwe, cho¢
malo prawdopodobne - autor zestawienia bedzie zobowigzany za informacje
o ewentualnych dostrzezonych usterkach.

Lista 0s6b pracujacych najdluzej w Komitetach Olimpiady Matematycznej

Liczba OM Imie i nazwisko Komitet(y) Numery OM
58 Pawel Jarek KO Torun VII-LXIV
54 Edward Tutaj KO Krakéw, KG ~ XVII-LXX
53 Zbigniew Bobinski KO Torun XVIII-LXX
48 Andrzej Makowski KG XI-LVIII
47 Michat Krych KO Warszawa, KG XXIV-LXX
46 Mirostaw Uscki KO Torun XXV-LXX

45 Mieczystaw Czyzykowski
44 Marcin E. Kuczma

43 Zenon Piesyk

42 Alina Haman

42 J6zef Kalinowski

41 Witold Nitka

40 Franciszek Ferdek
40 Maria Krol
40 Marek Pietka

39 Krzysztof Ciesielski

38 Halina Hebda-Grabowska

37 Jézef Janikowski
36 Leon Jesmanowicz
36 Lech Stawik

35 Maciej Brynski

35 Andrzej Nowicki
35 Ryszard Rudnicki
35 Jacek Uryga

35 Olga Turska

KG, KO Warszawa
KO Warszawa, KG
KO Lodz

KO Warszawa

KO Katowice

KO Wroctaw, KG
KO Wroclaw

KO Gdansk

KO Katowice

KO Krakow

KO Lublin

KO Lodz

KO Torun

KO Krakow

KG

KO Torun, KG
KO Katowice, KG
KO Katowice

KG

II-XLVI
XXVII-LXX
XII-XIV, XVII-XXIIL, XXVII-LXI
XII-LIII
XXIX-LXX
VII-XXI, XLIV-LX
II-XLI

VI-XLV
XXVII-LXVI
XXXII-LXX
XXXII-LXX
XII-XLVIII

VI-XLI
XXVIII-LXIII
XVI-L

XXXI-LXV
XXXVI-LXX
XXXVI-LXX
[-XXXV

Zadania z poszczegolnych olimpiad wraz z rozwigzaniami, listy finalistow
i laureatdw mozna obecnie znalez¢ na stronie internetowej Olimpiady Mate-
matycznej (i bardzo dobrze!), ale jesli chodzi o sklady komitetéw, to s3 tam
wylacznie sktady aktualne. Zal, ze nazwiska pewnych oséb, ktére wktadaty mné-

stwo pracy i serca na rzecz Olimpiady Matematycznej, moga zaging¢ w mrokach

historii...

Krzysztof Ciesielski

Uniwersytet Jagiellonski
Instytut Matematyki
krzysztof.ciesielski@im.uj.edu.pl
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Michal Krych (Warszawa)

Siedemdziesiat lat Olimpiady Matematycznej

1. Historia

Krzysztof Ciesielski poprosit mnie o kilka stéw na temat Olimpiady Mate-
matycznej z okazji jej siedemdziesieciolecia. W jakims sensie jest to rozsadny
pomysl, bo najpierw startowalem w OM, nastepnie bylem dtugo cztonkiem
Komitetu Okregowego w Warszawie, potem jego przewodniczacym, a wreszcie
zycie wlaczylo mnie do Komitetu Gléwnego i komisji zadaniowej. To sg jakie$
podstawy do dowodu twierdzenia o moich kompetencjach. Jednak cho¢ jestem
starszy od OM, to pierwszymi olimpiadami w trakcie ich trwania nie intereso-
walem si¢ zupelnie, bo moja przewaga to tylko rok. Cos na temat powstania
OM jednak wiem, wigc od tego zaczneg.

Olimpiady matematyczne zaczeto organizowac jeszcze w XIX wieku. Robi-
li to Wegrzy. Do nas jednak przyszly ze Zwiazku Radzieckiego, gdzie angazowali
sie w nie wybitni matematycy, ktérych tam bylo wielu. Oto, co mozna przeczy-
ta¢ w ksigzeczce Pierwsza Olimpiada Matematyczna. Sprawozdanie Komitetu
Gtéwnego:

W roku szkolnym 1949/50 odbyty sie w Polsce po raz pierwszy zawody
matematyczne dla uczniéw szkét srednich pod nazwg Olimpiada Matematyczna.
Postanowienie urzadzenia zawodéw powzigto Prezydium Polskiego Towarzystwa
Matematycznego z inicjatywy Ministra O$wiaty dra St. Skrzeszewskiego. Opra-
cowanie odpowiednich form organizacyjnych zostato zlecone Komisji Dydak-
tycznej PT.M. Po przedyskutowaniu zagadnienia i zapoznaniu si¢ z organizacja
olimpiad matematycznych w Zwiazku Radzieckim ustalono nastgpujace zasady
ogolne:

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Zadaniem zawodéw powinno by¢ wytworzenie wéréd mlodziezy szkolnej
atmosfery zainteresowania matematyka, wciagniecie wszystkich zdolniejszych
i nawet mniej zdolnych uczniéw do pracy nad poglebieniem wiadomosci z tego
przedmiotu oraz wyszukanie jednostek wybitnie uzdolnionych do matematyki
celem ulatwienia im wstepu do uczelni wyzszych, a nastepnie udzielenia jak naj-
dalej idacej opieki i pomocy w studiach. Olimpiady matematyczne powinny by¢
waznym czynnikiem w walce o wyniki nauczania w szkotach $rednich, a ponadto
przyczynic si¢ maja do zapewnienia Polsce Ludowej jak najliczniejszych kadr
mlodych pracownikéw naukowych w dziedzinie nauk $cistych.

Rozmawial z matematykami radzieckimi nie tylko i zapewne nie przede
wszystkim minister Stanistaw Skrzeszewski, doktor filozofii (doktorat uzyskat
na UJ, studiowal réwniez na Sorbonie), ale tez dwczesny prezes PTM Kazimierz
Kuratowski. Zorganizowanie OM powierzono Stefanowi Straszewiczowi, ktory
kierowal Olimpiadg przez pierwszych dwadziescia lat. W zasadzie organizacja
OM nie zmienita si¢ istotnie od pierwszych lat jej istnienia, cho¢ poczatkowo
przeprowadzano ja na dwdch poziomach. Nie wiadomo bylo, czy rzecz si¢
przyjmie. ,Musze przyznad, ze z poczatku zapatrywalismy si¢ na powodzenie
Olimpiady sceptycznie. Jednakze obawy te trwaly krétko i pierwsza Olimpiada
przyniosta sukces. Przystapito do niej 1209 uczniéw..” - to stowa z przemoéwienia
Straszewicza wygloszonego na zakonczenie dziesiatej edycji konkursu.

Od nieco ode mnie starszych kolegow wiem, Ze Straszewicz przed ustale-
niem wynikéw kolejnych Olimpiad ogladat prace wszystkich finalistow. W re-
zultacie nie sama punktacja decydowata o wynikach, ale réwniez do pewnego
stopnia jako$¢ rozwiazan. Po wielu latach, dtugo po odejsciu Straszewicza z KG,
po zmianach regulaminowych, tego rodzaju ustalenie ostatecznych wynikow
przestato by¢ mozliwe. Jednak kilka lat temu udato si¢ wprowadzi¢ do regula-
minu OM punkt pozwalajacy Komitetowi Gléwnemu na zwigkszenie oceny za
wyjatkowo dobrze rozwigzane zadanie. Jeszcze z tej mozliwosci nie skorzystali-
$my, ale stworzona zostala dlatego, ze nie moglismy wczesniej wlaczy¢ do finatu
kogos$, kto wyjatkowo tadnie rozwigzal jedno z zadan i w dodatku pochodzit
z nieolimpijskiej szkoly — brakowalto mu bardzo niewiele punktdw.

Straszewicz pisal rozwigzania zadan z wielka troska o ich zrozumialos¢.
Byly one, wraz z innymi informacjami o olimpiadzie, zamieszczane w Sprawoz-
daniach z Olimpiad, drukowanych przez PZWS i rozsylanych do szkét ponad-
podstawowych w calym kraju. Dla wielu oséb byly pomoca w przygotowywaniu
sie do nastepnych olimpiad (dla mnie tez). Po pigciu latach Straszewicz napisal
ksigzke Zadania z olimpiad matematycznych. Powtdrzyl to potem jeszcze trzy-
krotnie. Nastepne tomy napisali Jerzy Browkin (dwa tomy, zadania z dziesieciu
olimpiad), Maciej Brynski i Marcin Kuczma po jednym. Potem wydawnictwo
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WSIP (nastepca PZWS) stracilo zainteresowanie — drukowanie takich ksigzek
skierowanych do niezbyt licznego grona odbiorcow jest przeciez nieoptacalne.
Doda¢ nalezy, ze zardwno w corocznych sprawozdaniach, jak i we wspomnia-
nych ksigzkach sg nie tylko rozwigzania, ale tez i obszerne komentarze dotyczace
zagadnien matematycznych zwigzanych z zadaniami.

Straszewicz wspotpracowal z r6znymi matematykami. Przewodniczacym
Komitetu Okregowego w Warszawie od poczatku jej istnienia az do XVIII OM
wlacznie byl Wactaw Sierpinski. We Wroctawiu czlonkiem i przewodnicza-
cym bywat Hugo Steinhaus (cho¢ nie od poczatku). Wymieniam tylko tych
dwdch, bo byli to czotowi polscy matematycy. Oni musieli widzie¢ w tym sens,
skoro zajmowali sie tym, przychodzili na ,herbatki”! i opowiadali mtodym
ludziom o matematyce. Wielu innych tez przychodzito, sprawdzato zadania
itd. Pamietam, ze w czasie ,,herbatki” po drugim stopniu XVI OM, referujac
rozwigzanie prostego zadania przy tablicy, popelnitem drobny btad, ktérego nie
zauwazyl nikt poza Sierpinskim, siedzagcym z zamknietymi oczami (mial wtedy
osiemdziesigt dwa lata) i wtedy okazalo sig, ze on wcale nie $pi, bo przywotal
mnie do porzadku. To dzialalo na mlodego czlowieka.

W 1972 roku zostalem czlonkiem Komitetu Okregowego w Warszawie.
Sprawdzatem wiec zadania, przychodzitem na , herbatki”. Przez chyba pig¢ lat
wspdlnie z Tadeuszem Iwancem, dzi$§ bardzo znanym matematykiem, prowadzi-
lismy obozy przygotowawcze przed Olimpiada Miedzynarodowa. W pewnym
momencie zauwazyli$my, Zze mlodziez traktuje te obozy w zasadzie jako wczasy —
nie angazowali si¢ zbytnio w rozwiazywanie zadan, a zwlaszcza w ich reda-
gowanie. Zaproponowalismy wtedy Komitetowi Gléwnemu, aby obéz przed
olimpiadg migdzynarodowa stat si¢ obozem kwalifikacyjnym. Chodzilo o to,
by ostateczna decyzja o tym, kto bedzie reprezentowac Polske na miedzynaro-
dowej olimpiadzie matematycznej, zapadala po obozie i brata pod uwage jego
wyniki. Komitet zgodzil si¢ i wtedy na obdz jechali wszyscy laureaci OM. To
byly dodatkowe zawody trwajace okoto dwoch tygodni. Na pierwszym takim
z pewnoscig wszyscy pracowali intensywnie — byly klasowki, zadania domowe.
W roku szkolnym 1976/1977 jeden z zakwalifikowanych zachorowat i nie mogt
pojawic si¢ na finale. W poprzednim roku byl laureatem i uzyskal nagrode III
stopnia na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej. KG OM zakwalifiko-
wal go na ob6z przygotawczo-kwalifikacyjny. Znalazl sie w reprezentacji Polski,
uzyskal na MOM najlepszy wynik sposréd reprezentatéw Polski i zajat siodme
miejsca w koncowej klasyfikacji, co dalo mu Nagrode I stopnia. Po pewnym

' Herbatki’, czyli spotkania uczestnikéw Olimpiady z komisjg, na ktérych przy herbacie
i ciastkach referowane s3 rozwigzania zadan, sg jedng z tradycji OM.
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czasie Komitet Gléwny, w innym juz skladzie, zrezygnowat z tej formy, a teraz
OM wraca do tego w ograniczonym zakresie. Zdarzylo si¢ wielokrotnie, ze
punktacja z finalu nawet w polaczeniu z punktacja z zawod6w drugiego stopnia
nie rozrézniata kandydatéw do reprezentacji. Zaproponowano wig¢c dogrywki,
ktore kilka razy sie odbyty. Nie zapraszano teraz wszystkich laureatéw, a jedynie
tych z ,,pogranicza”

Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna organizowana jest od 1959
roku. To pomyst rumunski. Polska uczestniczyla we wszystkich z wyjatkiem dru-
giej. W pierwszej wspolzawodniczylo 52 ucznidéw z siedmiu krajow, w drugiej —
39 uczniéw z pieciu krajéw, w 1980 roku nie zorganizowano jej, a w ostatniej —
621 uczniow ze 112 panstw. Do 1966 roku uczestniczyly w MOM wylacznie
panstwa panstwa socjalistyczne, a pdZniej réwniez inne — m.in. Anglia, Francja,
Szwecja, Wlochy. W 1986 roku odbyla si¢ ona po raz trzeci i zapewne - jako ze
nie ma co liczy¢ na panstwowe dotacje — ostatni raz w Polsce. Byli tam uczniowie
z trzydziestu siedmiu panstw, radiostacja Gfos Ameryki donosita o §wietnym
wyniku reprezentacji USA - byli na pierwszym miejscu wspdlnie ze Zwigzkiem
Radzieckim, a Joseph Keane otrzymat specjalna nagrode za wyjatkowo pomysto-
we rozwigzanie jednego z zadan? (cho¢ w konicowej klasyfikacji trzech uczniéw
go wyprzedzilo, w tym Stanistaw Smirnow, medalista Fieldsa z 2010 roku, i Geza
Kos, obecnie (od wielu lat) mocno zaangazowany w przygotowywanie zadan
na olimpiade miedzynarodowg i zawody studenckie). Terence Tao, medalista
Fieldsa z 2006 roku, byt wowczas osiemdziesiagty siddmy, ale mial dopiero jede-
nascie lat. W kazdym razie z pewnoscig juz byly to zawody o zasiegu §wiatowym.
Dwukrotnie (1987, 1988), z powodu braku pieni¢dzy na wyjazd pelnej druzyny,
reprezentacja Polski startowala na MOM w okrojonym o potowe skladzie.

Zadania z MOM pojawiaja si¢ w Sprawozdaniach Komitetu Gtéwnego od
XIV OM, a informacje o niej od X OM (I MOM).

Mozna powiedzie¢, ze Olimpiada Matematyczna jest bardzo stabilnym
przedsiewzigciem, nie wymagajacym cigglych gruntownych reform. Pomimo
tego, Ze Ministerstwo Edukacji Narodowej przed przyznaniem dotacji na kolejne
zawody ocenia tzw. innowacyjno$¢ projektu. Jednak, zmieniajgc czasem nieco
regulamin OM, nikt nie mysli o innowacyjnosci. Ostatnie zmiany wprowadzali-
$my z mysla o uczestnikach z mniejszych miejscowosci uczeszczajacych do szkot,

* Oto to zadanie: ,,Kazdemu wierzchotkowi pieciokata foremnego przyporzadkowana jest
liczba catkowita w taki sposdb, ze suma wszystkich pigciu liczb jest dodatnia. Jesli trzem kolejnym
wierzcholkom przyporzadkowane sg odpowiednio liczby x, y, zi y < 0, to nastepujaca operacja
jest dopuszczalna: liczby x, y, z zastgpujemy odpowiednio liczbami x + y, —y, z+ y. Powtarzamy
te operacje dopoty, dopoki co najmniej jedna z liczb jest ujemna. Rozstrzygnaé, czy ten proces
musi si¢ zakoniczy¢ po skoniczonej liczbie krokow?”
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ktorych uczniowie nie probujg startowaé w zawodach, a bywa, ze nauczyciele ich
zniechecajg do przygotowan tekstami w rodzaju ,,z naszej szkoly nikt nigdy nie
startowal, wigc i tobie si¢ zapewne nie uda..” To jeden z wiekszych probleméw
stojacych przed organizatorami. Sg szkoly, w ktorych uczniowie sg zachecani do
udzialu, s3 tam prowadzone kolka, na ktérych mozna sporo si¢ nauczy¢. I nie
tylko nauczyciele je prowadza, czesto robig to byli uczniowie. To oczywiscie
stawia ucznidw ze ,,szkot olimpijskich” w lepszej sytuacji. Z drugiej strony, jesli
ktos$ idac do liceum mysli o matematyce i mieszka w Warszawie, to wiadomo, ze
powinien pomysle¢ o LO nr XIV. Podobnie jest w Krakowie, Wroctawiu, Toruniu,
Gdyni, Szczecinie, Rzeszowie, Bielsku-Biatej, Stalowej Woli, Tarnowie, Konskich.
W niektorych miastach jest to instytucjonalnie gwarantowane (umowa z wyzsza
uczelnia, ktdra przysyla pracownikéw), a gdzie indziej to sprawa czesto jednego
nauczyciela. Jednak rady na t¢ nieréwno$¢, w kazdym razie sensownej, nikt
jeszcze nie wymyslil. By¢ moze takowa nie istnieje. Kazdy, komu zdarzylo si¢ by¢
w dobrej klasie, dobrej grupie studenckiej wie, ze wazne jest rowniez to, ze inne
osoby w grupie majg pomysly, ze nie trzeba poswiecaé czasu na drobiazgi’ Poza
tym lekcje w normalnej klasie s3 w jakim$ sensie ukierunkowane na mature,
a tam zadania maja sprawdza¢ wiedzg, nie za$§ pomystowos¢, oryginalnos¢ itp.
Warto tez doda¢, ze laureaci i finalisci sa doceniani nie tylko przez wydziaty
matematyki wyzszych uczelni. W zdecydowanej wigkszosci sg to ludzie myslacy
i sprawdzajg si¢ pozniej na studiach (nie tylko na kierunkach $cistych) i w pracy.
Oznacza to, ze system wymyslony przez matematykow po II wojnie §wiatowej
jest skuteczny i dziala dobrze.

Doda¢ wypada, ze we wczesnych latach piec¢dziesiatych XX wieku dyplom
Olimpiady lub zaswiadczenie o udziale w finale OM umozliwialto studiowanie
osobom z niewladciwym z punktu widzenia 6wczesnej wtadzy pochodzeniem.
Wspominala o tym publicznie Danuta Przeworska-Rolewicz, juz nie pamig-
tam przy jakiej okazji. Mlodsi czytelnicy moga nie zdawaé sobie sprawy, ze
wtedy negatywna opinia na przyklad organizacji mlodziezowej mogta bloko-
wac przyjecie na studia. Przepis panstwowy gwaratowal jednak laureatom OM
studia i ich nie dotyczyly rozwazania o wlasciwym pochodzeniu spotecznym.
Dodam jeszcze, ze problemy z dostateczng liczbg dzieci robotnikéw i chlopow
na studiach byly odgérnie rozwigzywane jeszcze w latach osiemdziesiatych.
Kolega z innego wydzialu UW sekretarzowal komisji rekrutacyjnej, kiedys na
ostatnim miejscu znalazly si¢ dwie osoby z identyczng punktacja, jedna z nich
miala wliczone punkty za tzw. pochodzenie, wydziat chcial przyja¢ obie, co

* Ostatnio ttumaczylem studentce, ze obliczajac jakas granice, nie moze zastepowaé kosi-
nusa sinusem tej samej liczby, co ja dziwito, cho¢ poprawnie odpowiadata na na pytania o sin 0
i cos 0 - takie problemy u kilku uczniéw moga dezorganizowacl systematycznie lekcje.



352 M. Krych

by spowodowalo przyjecie 201 zamiast 200 0séb, ale uniwersytecka komisja
rekrutacyjna zdecydowala przyjac¢ osobe z punktami za pochodzenie pomimo
tego, Ze byla to podwojna preferencja nieprzewidziana przepisami. Olimpiada
gwarantuje, i zawsze tak bylo, ocene wylgcznie na podstawie tego, co cztowiek
napisal. Nie ma tu miejsca na zadne inne wzgledy. Mysle, ze wiele osob zdaje
sobie z tego sprawe.

Moze wypada w tym miejscu doda¢, ze Olimpiada réwniez w ocenie
uczestnikow odgrywala istotna role. Oto fragment ze Sprawozdania Komitetu
Glownego z uroczystosci na zakonczenie X OM.

W imieniu zawodnikéw zabierali glos przedstawiciele kilku rocznikéw
Olimpiady Matematycznej. Opowiedzieli o przebiegu swoich studiéw, podkre-
$lajac, ze podniete do studiéw i pomoc w poczatkach nauki zawdzieczajg Olim-
piadzie Matematycznej. Szczegélnie gorace podziekowanie ztozyl pierwszemu
kierownikowi Olimpiady Matematycznej profesorowi dr. Kazimierzowi Zaran-
kiewiczowi Andrzej Schinzel, laureat IT olimpiady Matematycznej. O$wiadczyt,
ze profesorowi Zarankiewiczowi zawdziecza stalg opieke podczas studiow w War-
szawie, uzyskanie specjalnego stypendium, wyjazdu do sanatorium i dobrych
warunkéw mieszkaniowych.

Wiem, ze p6zniej Schinzel pomagal jednemu ze swych uczniéw. Ja kiedys, jesz-
cze jako uczen, zapytatem jednego z cztonkdéw Komitetu Okregowego w War-
szawie, gdzie znalez¢ zadania do rozwigzywania. Jego reakcja byla prosta —
nieznanemu chlopakowi pozyczyt wspaniaty zbiér zadan (po rosyjsku) Wy-
brane zadania i twierdzenia z matematyki elementarnej. Arytmetyka i algebra,
ktéry zwrdcitem po kilku miesigcach (nie bylo kserograféw), a gdy po kilku
latach pojawilo si¢ nastepne jego wydanie, kupilem je natychmiast. Byt to jeden
z tomow serii Biblioteka kotka matematycznego, to bylo kétko prowadzone
przy Uniwersytecie Moskiewskim. Co najmniej jedna z tych ksiazek zostata
przettumaczona i wydana po polsku jako Figury wypukte (PWN, 1955). Jest
w niej m.in. rozwigzanie problemu Kakeyi, czyli znalezienie minimalnego po-
la figury, w ktérej mozna obrdci¢ fizycznie (nie wyjmujac go z plaszczyzny)
odcinek jednostkowy o 180°. Zaskakujaca odpowiedz podana zostala przez
Abrama Bezikowicza - to pole moze by¢ dowolnie male. Jeden ze znajomych
Rosjan nie chcial uwierzy¢, ze rozwigzanie jest w ksigzce wydanej w ZSRR,
uwierzyt dopiero, gdy powiedzialem mu, Ze nie napisano tam, ze odpowiedz
podatl A. Bezikowicz, ktérego nazwisko, emigranta z ZSRR z 1924 roku, nie mialo
prawa pojawiac si¢ w druku. A rzecz nadaje si¢ dla olimpijczykow niekoniecznie
jako zadanie, cho¢ gdy juz wiemy, czego oczekujemy, jest znacznie latwiej niz
wtedy, gdy formulowane byly hipotezy podajace jakies liczby dodatnie. Mozna



Siedemdziesiat lat Olimpiady Matematycznej 353

o tym przeczytaé w angielskiej wikipedii, a jeszcze wigcej w rosyjskiej, bo zdjeto
klagtwe z Bezikowicza.

Warto powiedzie¢, ze nawet w poczatkach istnienia OM wida¢ bylo, ze
uczniowie réwniez z matych miejscowosci, w ktorych nie byto wyzszych uczelni,
czytywali podreczniki uniwersyteckie. Oczywiscie zawsze bylo latwiej w duzych
miastach, w ktorych byly ksiegarnie i niewykupione ksiazki nie szty od razu na
przemial, lecz mozna byto je kupi¢ nawet po wielu latach od wydania (czasem juz
przecenione). Ludziom z nieuniwersyteckich miast byto wtedy zapewne troche
tatwiej niz dzis, gdyz jeszcze nie bylo tak duzych réznic miedzy szkotami, bo
nie bylo klas, w ktérych matematyki uczyli ludzie z uniwersytetow — te pojawity
sie okoto 1970 roku. W Warszawie patronowat temu Stanistaw Mazur. Wkrétce
uczniowie z tych klas, z r6znych miast, zaczeli dominowaé w OM, ale to byto
oczywiste — zainteresowani matematyka trafiali do tych klas, byli dobrze uczeni,
miewali wiecej lekcji matematyki niz inni. Nie oznacza to, Ze uczniowie z innych
klas nie mieli juz szans, pojawiali si¢ i pojawiaja nadal, ale nie jest ich wielu.
Wypada w tym miejscu wyraznie stwierdzi¢, ze przynajmniej w Warszawie
celem nauczania w tych klasach nie jest przygotowanie do startu w OM, lecz
nauka matematyki, poznanie jej piekna czy ciekawych twierdzen z dowodami.

Olimpiada ma swoje problemy, jednak spelnia pokladane w niej nadzieje
konsekwentnie od 1949 roku. Wiele 0séb pracuje uktadajac zadania, sprawdza-
jac, organizujac zajecia dla uczniéw i nauczycieli. Ma to wplyw na nauczanie
najzdolniejszych ucznidéw. Oczywiscie nie wszyscy zdolni chcg startowac w kon-
kursach - tak bylo zawsze. Czym innym jest rozwigzywanie zadan w ograni-
czonym czasie, a czym innym praca nad rozwigzaniem problemu otwartego.
Jednak dla wielu os6b rozwigzywanie zadan olimpijskich byto wstepem do
zajecia sie matematyka. Wielu spotkato rowiesnikéw lepszych od siebie lub tak
samo zdolnych, nawigzalo ciekawe kontakty. Spotykali si¢ na kétkach, w tym
prowadzonych przez pracownikow wyzszych uczelni. Pézniej ci ludzie spotykali
sie w grupach studenckich.

2. Zadania

Troche wypada napisa¢ o zadaniach. Poczatkowo bywaly tatwe. Oto pierw-
sze zadanie z I Olimpiady.

I OM, etap 1, zadanie 1. Dowies¢, ze jezeli m > 0, to m + % > 3.

Teraz dla wigkszosci powaznie myslacych o sukcesie bytoby ono za fatwe. Widac¢,

m m i 4 7 ich érednia
m

ze chodzi o porédwnanie $redniej arytmetycznej liczb 7, =
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geometryczna. Mozna tez pomnozy¢ obie strony nieréwnosci przez m? > 0
i zauwazy¢, ze

m> —3m*+4=(m+1)(m* —4m+4) = (m+1)(m-2)*>0.
Nastepny problem tez nie sprawitby ,,zawodowcom” wigkszych trudnosci.

I OM, etap 1, zadanie 2. Dowies¢, ze suma szescianéw n kolejnych wyrazéow
postepu arytmetycznego jest podzielna przez sume tych wyrazow.

Trzeba jednak powiedzie¢, ze tym razem szybkie rozwigzanie ulatwione jest
przez znajomos$¢ wzoru na sume kwadratow i sume sze$cianéw kolejnych liczb
naturalnych. Osoba, ktéra widziala te wzory, ale ich nie pamigta, jest w stanie
szybko je odtworzy¢, a potem roztozy¢ odpowiedni wielomian dwdch zmien-
nych na czynniki, przy czym wielomian trzeciego stopnia zmiennej » ma by¢
podzielny przez konkretny wielomian kwadratowy, wiec po prostu dzielimy.
Wida¢ wiec, ze rozwigzanie to tylko kwestia czasu. Tak zresztg wyglada jedno
z dwdch rozwigzan napisanych przez Stefana Straszewicza. Dzi$ byloby roz-
wigzane przez wielu uczestnikéw OM, ale tez wielu nie daloby sobie z nim
rady.
Nastepne zadanie z I OM to zadanie konstrukcyjne.

I OM, etap 1, zadanie 3. Zbudowac tréjkgt réwnoboczny, ktérego wierzchotki
lezg na trzech danych prostych réwnolegtych.

Zadania konstrukcyjne nie pojawiaja si¢ od dtuzszego czasu, co spowodowane
jest brakiem propozycji tego typu zadan. Dla 0séb wycwiczonych w rozumowa-
niach geometrycznych jasne jest, ze pachnie tu obrotami - tak wyglada pierwsze
z pieciu rozwigzan tego zadania zamieszczonych w Sprawozdaniu Komitetu
Glownego z pierwszej Olimpiady.. Te rozwigzania sg istotnie rézne. Widac, ze
rzecz napisano z mysla o uczestnikach nastepnych Olimpiad. Czytajac, poznaja
rézne metody rozwigzywania zadan.
I jeszcze zadanie czwarte.

I OM, etap 1, zadanie 4. W trdjkgcie ABC kgt A jest dany. Czy mozna obliczy¢
kgty B i C, gdy wiadomo, ze pewna prosta przechodzgca przez punkt A dzieli
tréjkgt na dwa trojkgty rownoramienne?

Jasne jest, ze jesli zdolamy wskaza¢ nieskonczenie wiele niepodobnych jeden do
drugiego tréjkatéow z tym samym katem A, to odpowiedz brzmi: nie. Otdz tak
jest, na przyklad gdy A = 90°, bo wtedy B + C = 90°, wigc wystarczy rozwazy¢
dowolny trojkat prostokatny. Zreszta to uczen powinien skojarzy¢, bo przeciez
wie ze szkoly, ze $rodek okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym to srodek
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przeciwprostokatnej. Znoéw jest to bardzo tatwe zadanie. Doda¢ nalezy do tego
pelniejszg analize problemu w zaleznosci od kata A, co zostato zrobione przez
Straszewicza — to material na kétko matematyczne, réwnie dobry w 1949 roku
jak i teraz. Nietrudny.

Na finale pojawito si¢ jako pierwsze ponizsze zadanie.

I OM, etap 3, zadanie 1. Rozlozy¢ wielomian x® + x* + 1 na czynniki stopnia co
najwyzej drugiego.

Zno6w nie jest trudne. Od razu wida¢, ze wielomian nie ma pierwiastkéw rze-
czywistych, wiec chodzi o przedstawienie go w postaci iloczynu wielomianéw
kwadratowych. Mamy

Brxtr1= (6" +1)7 -1t =

=(x* -t ) (P x4 =
= ((?+1)2=3)((x* +1)* - x°) =
= (2 -xVB+D) (P +xV3+2) (P —x+1) (kP +x+1).

Zadanie mozna omawia¢ na kétku uzywajac liczb zespolonych, co daje nieco
inne spojrzenie na problem, cho¢ balbym si¢ twierdzi¢, ze te metody sg istotnie
rézne, mimo ze ich wyglad to mocno sugeruje.

Zadanie czwarte z finalu wygladato tak.

I OM, etap 3, zadanie 4. Kto$ chce odkreci¢ nakretke kwadratowg o boku a
kluczem, ktorego otwor ma postac szesciokgta foremnego o boku b. Jaki warunek
powinny spetniac dlugosci a i b, aby to byto mozliwe?

Zadanie to pokochaliby dziennikarze, gdyby pojawilo si¢ na maturze, bo takie ni-

by praktyczne. Jest to zadanie rachunkowe. Z drugiej strony porzadny majster na

pewno protestowalby, gdyby mechanikowi przyszto do glowy uzy¢ niewlasciwe-

go klucza - niszczg sie od tego zaréwno klucze, jak i nakretki. Jednak w czasach

pierwszych olimpiad wszystkiego ciagle brakowalo - skutki IT wojny $wiatowe;.
A teraz zadanie drugie z zawodéw okregowych IT OM.

IT OM, etap 2, zadanie 2. W trojkgcie ABC na bokach BC, CA, AB obrano
odpowiednio punkty D, E, F w taki sposéb, ze

BD:DC=CE:EA=AF:FB=k,

gdzie k jest dang liczbg dodatnig. Majgc dane pole S trojkgta ABC obliczy¢ pole
tréjkgta DEF.

To zadanie powtorzone bylo w nieco innych wersjach réwniez pdzniej (zob. za-
danie 5, final XVI OM). Rozwigzanie pomijam, bo to bardzo proste obliczenia
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oparte na znanym (wtedy chyba bardziej niz teraz) wzorze na pole trojkata:
1-AB-AC-sin A.
Przechodzimy do trzeciej OM.

IIT OM, etap 1, zadanie 12. Dowies¢, Ze pole S czworokgta wpisanego w koto
i majgcego boki a, b, c, d wyraza si¢ wzorem

S=\/(p-a)(p-b)(p-c)(p-4d),

gdzie2p=a+b+c+d.
W tym zadaniu znéw niewiele poza obliczeniami jest do zrobienia — trzeba

wiedzie¢, ze suma katow przeciwnych (wierzcholki sg konicami jednej z przekat-
nych) réwna jest 180° oraz ze suma kosinuséw takich katéw jest réowna 0. To
pozwala na znalezienie kosinusa kata czworokata, a nastepnie sinusa i wreszcie
napisania wzoru na pole sumy dwoch tréjkatow, ktérych wspdlnag podstawa
jest przekatna czworokata. Oczywiscie nalezy roklada¢ na czynniki, co sie tyl-
ko da roztozy¢, wiec postepowac przeciwnie do tego, co obecnie propaguje
w szkotach wielu nauczycieli. Podejrzewam, ze dzi$ to zadanie byloby zadaniem
$redniej trudnosci. W komentarzu Straszewicz wiaze je z ogdlniejszym wzorem
na pole dowolnego czworokata (nie tylko wpisanego w okrag). Pokazuje tez, ze
dowodzone twierdzenie mozna odwrocic. Pisze tez:

Powyzsze twierdzenie jest przypadkiem szczegdlnym twierdzenia Cramera
(matematyk szwajcarski, 1704-1752):

Sposrod wszystkich wielokgtow o danych bokach ay, a,, .. ., a, (gdzien > 3)
najwigksze pole ma wielokgt wpisany w kolo.

III OM, etap 2, zadanie 3. Czy prawdziwe sq twierdzenia: a) jezeli cztery wierz-
chotki prostokgta lezq na czterech bokach rombu, to boki prostokgta sqg rownolegte
do przekgtnych rombu; b) jezeli cztery wierzchotki kwadratu lezg na czterech
bokach rombu, ktéry nie jest kwadratem, to boki kwadratu sg réwnolegle do
przekgtnych rombu.

Nie podaje rozwigzania, a jedynie odpowiedz w nadziei, ze zadanie dostarczy
zabawy ewentualnym czytelnikom: a) - nie, b) - tak.

ITIT OM, etap 2, zadanie 5. Dowies¢, ze plaszczyzna, ktéra przechodzi: a) przez
srodki dwoch krawedzi przeciwleglych czworoscianu i b) przez Srodek jednej
z pozostalych krawedzi czworoscianu, dzieli czworoscian na dwie czesci o réwnych
objetosciach. Czy teza pozostanie prawdziwa, gdy odrzucimy zalozZenie b)?

Po zrobieniu dobrego rysunku i wpatrzeniu si¢ wen kazdy z pewnoscig dojrzy
teze. Odpowiedz na oba pytania jest twierdzaca. Jasne jest, ze standardowa
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uczniowska reakcja na sformulowanie tego zadania to proba dowodu twier-
dzenia z punktu a) i podania kontrprzyktadu na wersje b). Moim zdaniem to
bardzo dobre sformutowanie, bo pozwala zidentyfikowa¢ osoby starajace si¢
przeanalizowa¢ problem - ci prawie na pewno podadzg wlasciwg odpowiedz.
Gléwna trudno$¢ w tym zadaniu to sformulowanie wlasciwej hipotezy, dowdd
jest mniejszym problemem. Dzi$ tez to zadanie sprawitoby wielu uczniom
problemy.

ITI OM, etap 3, zadanie 6. W okrgglej wiezy o wewnetrznej Srednicy 2 m znajdujqg
sig schody krecone o wysokosci 6 m. Wysokos¢ kazdego stopnia schodow wynosi
0,15 m. W rzucie poziomym stopnie tworzq przylegajgce do siebie wycinki kotowe
o kqgcie 18°. Wezsze kotice stopni umocowane sqg w okrgglym filarze o Srednicy
0,64 m, ktorego os pokrywa si¢ z osig wiezy. Obliczy¢ najwigkszg dtugos¢ preta
prostoliniowego, ktéry mozna przenies¢ tymi schodami z dotu do géry (nie brac
pod uwage grubosci preta ani grubosci plyt, z ktorych zrobione sg schody).

Dzis$ tez wielu finalistow nie daloby sobie rady z tym zadaniem, cho¢ nie potrze-
ba tu specjalnie wyszukanych metod. Jest jednak troche pracy.

IV OM, etap 1, zadanie 6. Dowies¢, ze jezeli figura ptaska ma dwie i tylko dwie
osie symetrii, to te osie sq prostopadfe.

Nie jest to zadanie trudne - dla zawodowego matematyka wrecz oczywiste — ale
inaczej jest z uczniami. To zadanie znéw myslacemu miodemu cztowiekowi
podsuwa mys$l o podobnych pytaniach, zreszta podobne zadania pojawity sie
tez w nastepnych olimpiadach. Na przyklad w zadaniu siédmym z pierwszego
stopnia IX OM.

IX OM, 1 etap, zadanie 7. Dowies¢, zZe jezeli figura ptaska o rozmiarach skoriczo-
nych ma srodek symetrii O i os symetrii s, to punkt O lezy na prostej s.

Teraz zadanie z IV OM.

IV OM, etap 1, zadanie 8. Przez punkt M dany na przedtuzeniu boku AB tréjkgta
ABC poprowadzic prostg przecinajgcg boki AC i BC w punktach N i P w taki
sposob, zeby odcinki AN i BP byly rowne.

Znéw zadanie konstrukcyjne. Rozwigzanie nie jest specjalnie trudne. Moz-
na rzecz sprowadzi¢ do twierdzenia Talesa po dorysowaniu réwnoleglej do
poszukiwanej prostej. Mozna tez uzy¢ twierdzenia Menelaosa, co oczywiscie
skraca rozwigzanie. Dzi$§ wielu ucznidw, zwlaszcza ze ,,szkot olimpijskich”, zna
twierdzenia Menelaosa i Cevy, wiec dla nich zadanie byloby fatwiejsze niz dla
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uczniéw ze szkol, w ktorych o takich twierdzeniach nikt nawet na kotkach nie
wspomina.

IV OM, etap 1, zadanie 10. Dane sg dwie proste skosne m i n. Na prostej m
odmierzono odcinek AB o danej dlugosci a, a na prostej n odmierzono odci-
nek CD o danej dtugosci b. Dowiesc, ze objetosc czworoscianu ABCD nie zalezy
od potozenia odcinkéw AB i CD na prostych m i n.

Zdaniem autora artykutu to zadanie powinno by¢ obowigzkowe na wszelkiego
rodzaju kétkach matematycznych - jest $redniotrudne, ale pokazuje sposéb
patrzenia na czworoscian przydatny w wielu sytuacjach. Dla osoby, ktéra uczy
calkowania funkcji wielu zmiennych, teza jest catkowicie oczywista. Dowod me-
todami geometrii syntetycznej jest krotki, ale warto dorysowac rownolegloscian.

IV OM, etap 3, zadanie 4. Dowies¢, Ze jezeli n jest liczbg naturalng, to zachodzi

réwnosc
(V2-1)"=vm-Vm—-1,
gdzie m jest liczbg naturalng.

To zadanie ma fadng tre$¢. Daje sie rozwigzac bez znajomosci roznych twierdzen.
Moze by¢ punktem wyjécia do omawiania na kétku réwnania Pella (x> -2y? = 1),
ulamkow fancuchowych.

Nastepne, na ktore chcialbym zwrdci¢ uwage, to zadanie z V. OM.

V OM, etap 1, zadanie 6. Rozlozy¢ na czynniki wyrazenie

W=x*(y-2z)+y*(z-x) +z4(x—y).

Nie jest ono bardzo trudne, wrecz chyba dosy¢ latwe, ale to jedno z kilku za-
dan, ktére warto omawia¢ na kétkach. Zmusza do oméwienia wielomianéw
symetrycznych, réwniez jednorodnych, moze wigc by¢ punktem poczatkowym
do omoéwienia nieco powazniejszej szkolnej algebry. Niedawno kto$ z czton-
kéw komisji zadaniowej KG OM proponowat podobne zadanie, ale propozycje
trzeba bylo odrzuci¢ jako zbyt podobng do jednego z kilku podobnych zadan.
Straszewicz w rozwigzaniu korzysta z symetrii i jednorodnosci. Podobnie, jak
w rozwigzaniu ponizszego zadania z XI OM.

XI OM, etap 1, zadanie 6. Dowies¢, ze jezeli liczby a, b, c, z ktérych Zadna nie
jest zerem, spetniajg zaleznosé

b+’ + Pa’ = abe(a’® + 1P + )

to mozna je ustawi¢ w takim porzgdku, ze utworzg postep geometryczny.
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Ponizsze zadanie z V. OM udaje planimetrie, ale w zasadzie to zadanie
z trygonometrii. Nietrudne — dzi§ pewnie byloby trudniejsze niz kiedys, bo
trygonometrii uczono kiedys znacznie wigcej niz teraz.

V OM, etap 1, zadanie 9. Punkty A,B,C, D, ... sq kolejnymi wierzchotkami
pewnego wielokgta foremnego, przy czym zachodzi zwigzek

111
AB  AC ' AD’

Ile bokéw ma ten wielokgt?
Uwazam je jednak za warte przypomnienia, m.in. dlatego, ze mimo wszystko
trygonometria ma pewien urok, wigc w jakimsg zakresie powinna pojawiac si¢
na kotkach itp.

Na drugim stopniu V OM pojawilo si¢ dosy¢ proste, stereometryczne,
zadanie.

V OM, etap 2, zadanie 5. Dane sg punkty A, B, C i D nie lezgce w jednej plasz-
czyznie. Przeprowadzic przez punkt A takg plaszczyzne, Zeby rzut prostokgtny
czworokgta ABCD na te plaszczyzne byt rownoleglobokiem.

Warto omawia¢ takie zadania, chociaz w wielu krajach rezygnuje si¢ ze ste-
reometrii jako tego fragmentu matematyki elementarnej, ktdry jest klopotliwy
dla obu stron procesu dydaktycznego.

W trzecim stopniu V OM widzimy zadanie, znéw stereometryczne. Dzi$
pewnie bylyby opory przed takim sformutowaniem - zbyt fizyczna zdaniem
niektdrych osob tresé.

V OM, etap 3, zadanie 3. Jednorodng tarcze kotowq zawieszono w potoZeniu
poziomym na sznurze uczepionym w jej srodku O. W trzech réznych punktach
A, B, C brzegu tarczy polozono cigzary pi, pa, p3, po czym tarcza pozostata
w rownowadze. Obliczyé kgty AOB, BOC i COA.

W rozwigzaniu trzeba zreszta wykorzysta¢ elementarne fakty znane z lekeji
fizyki. Autor tego tekstu uwaza to za zalete tego zadania. Przez wiele lat nikt
nie wiedzial, gdzie konczy si¢ matematyka, a zaczyna fizyka. W dalszym ciagu
o roznych osobach mozna powiedzie¢, ze sa fizykami lub matematykami z row-
nym w zasadzie powodzeniem. Moze to jest wlasciwe miejsce na zaznaczenie,
ze wiele twierdzen geometrycznych ma fizyczne dowody i warto o tych fizycz-
nych tez méwi¢ uczniom (twierdzenie Cevy, przecinanie si¢ w jednym punkcie
srodkowych tréjkata w szczegdlnosci).

Nie byt to koniec stereometrii w tym finale. Zadanie piate z finalu tez do
niej nawigzywato.
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V OM, etap 3, zadanie 5. Dowies¢, Ze jezeli w czworoscianie ABCD krawedzie
przeciwlegle sq rowne, tj. AB = CD, AC = BD, AD = BC, to proste przechodzg-
ce przez srodki krawedzi przeciwleglych sq wzajemnie prostopadte i sqg osiami
symetrii czworoscianu.

Mozna je rozwigzac syntetycznie, ale mozna tez uzy¢ wektoréw. Warto pokazac,
ze ich uzycie w zasadzie sprowadza zadanie do technicznych obliczen. Srodek
odcinka AB to 1 (A+B), §rodek odcinka CD, to punkt 3 (C+ D). Wektor taczacy
te $rodki to %(A + B - (C + D)), a wektor taczacy érodki odcinkéw AC i BD,
to 2(A+ C - (B + D)). Tloczyn skalarny* tych wektoréw to

i(A+B—(C+D))-(A+C—(B+D))
- =((A-D)+ (B-C))-((A-D) - (B-0C)
:i((A—D)Z—(B—C)Z)zo,

bo kwadrat skalarny to kwadrat dtugo$ci wektora, a przeciwlegte krawedzie
czworos$cianu maja te same dlugosci. Analogicznie sprawdzamy prostopadlos¢
pozostalych dwu par. Stad wynika, ze

(A-B)(A+B-C-D) = 1((A+D)—(B+C)+(A+C)-(B+D))(A+B-C-D) = 0

i nastepnie, ze punkty A i B s3 symetryczne wzgledem prostej przechodza-
cej przez 3(A + B) i 2(C + D). Analogicznie C i D, a stad wynika od ra-
zu, ze prosta przechodzaca przez (A + B) i 1(C + D) jest osig symetrii
czworoscianu ABCD. Podobnie sprawdzamy, ze pozostale dwie proste prze-
chodzace przez srodki krawedzi sko$nych sg osiami symetrii rozwazanego
czworoscianu.

Nastepne zadanie pojawilo si¢ na zawodach pierwszego stopnia VI OM.

VI OM, etap 1, zadanie 2. Fabryka wysyta towar w paczkach po 3 kg i po 5 kg.
Wykazad, ze mozna w ten sposob wystac kazdg catkowitq ilos¢ kilogramow wigkszg
niz 7. Czy mozna w tym zadaniu zastgpic dane liczby innymi liczbami?

Pojawilo si¢ ono znacznie pdzniej w nieco innej wersji na Olimpiadzie Mate-
matycznej Gimnazjalistow. Podkreslam to, by zaznaczy¢, ze nie wymaga ono

* Mnozenie oznacza tu iloczyn skalarny wektoréw, kwadrat w tym zdaniu to oczywiécie
iloczyn skalarny wektora przez siebie. Punktow od wektoréw nie ma powodu odrézniaé. W prze-
strzeni domy¢lnie dany jest uklad wspotrzednych kartezjanskich, punkty i wektory to trojki liczb
rzeczywistych; dodawanie, odejmowanie to dodawanie lub odejmowanie wspétrzednych, iloczyn
skalarny to suma iloczynéw wspotrzednych.
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w zasadzie zadnej wiedzy. Jednak jest to wazne zadanie. W tle jest twierdzenie
orzekajace, ze najwiekszy wspolny dzielnik dwu liczb jest ich kombinacjg liniowa
o calkowitych wspoétczynnikach.

W VI OM w pierwszym stopniu znéw pojawila si¢ stereometria.

VI OM, etap 1, zadanie 4. Dowies¢, Ze jezeli istnieje kula styczna do wszystkich
krawedzi czworoscianu, to sumy krawedzi przeciwleglych czworoscianu sqg rowne
i Ze prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.

Znow zadanie z bardzo prosta trescia, krotkie. Dowod tego, ze z istnienia sfery
wynikajg réwnosci sum przeciwlegtych krawedzi jest powtdrzeniem dowodu
analogicznego twierdzenia dla czworokata lezacego na plaszczyznie. Dowod
w drugg strone jest odrobine bardziej wymagajacy, ale po zauwazeniu, ze punkty
stycznosci okregdw wpisanych w $ciany czworoscianu do krawedzi czworoscia-
nu pokrywaja sie, nie nastrecza juz trudnosci.

A oto przyklady zadan z algebry, ktére z pewnoscig nadaja si¢ na kétko.

VII OM, etap 1, zadanie 9. Dowies¢, Ze z odcinkow o dtugosciach a, b, ¢ mozna
zbudowac tréjkgt wtedy i tylko wtedy, gdy

a’b* + b*ct + o’ > %(a4 +bt+ ch).

VIII OM, etap 1, zadanie 10. Dowies¢, Ze ze wszystkich czworokgtow wpisanych
w dane koto kwadrat ma najwigksze pole.

Rozwigzanie tego zadania opatrzyl Stefan Straszewicz komentarzami i warto
taka rzecz omoéwic na kotku. W szczegdlnosci zaakcentowana jest luka poja-
wiajaca sie w ksigzeczkach popularnonukowych, ktérych autorzy w rzeczywi-
stosci dowodzg jedynie, ze jesli istnieje taki czworokat, to jest nim kwadrat,
cho¢ teoretycznie wcale nie wiadomo, dlaczego ma istnie¢. Te luke zapelnia
twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kresow przez funkcje ciggla na zbiorze
zwartym, ale to tez wymagaloby pracy. Autor rozwigzania korzysta tu z trygo-
nometrii. Pisze tez, ze podobnie jest w wypadku n-katéw wpisanych w okrag.
Tez problem rozwigzuje za pomocg nieréwnosci Jensena dla funkcji sinus na
przedziale [0, 7]. Rademacher i Toeplitz w ksigzce O liczbach i figurach (War-
szawa 1956, PWN) pokazuja czysto geometryczny sposdb dojscia od dowolnego
n-kata do foremnego w skonczonej liczbie krokéw i tak omijaja kwestig ist-
nienia maksimum. Pojawilo sie tez zadanie z n-katem opisanym na okregu.
Dodajmy, ze bywaja naturalne zadania, w ktérych kres bywa niezrealizowa-
ny: znalez¢ kres gorny pol pieciokatnych (albo szesciokatnych) przekrojow
plaskich danego sze$cianu - w tym wypadku kres jest osiggany po zdegenero-
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waniu wielokata do czworokata. I zadanie nie nalezy do najtatwiejszych. Po-
jawito sie w lidze zadaniowej Delty, a wcze$niej na obozie przygotowawczym
do Olimpiady Miedzynarodowej w wersji — znalez¢ przekroj ptaski szescianu
o najwigkszym polu.

VIII OM, etap 1, zadanie 5. Dany jest odcinek AB i prosta m réwnolegta do tego
odcinka. Znalez¢ srodek odcinka AB uzywajgc samej linijki, tzn. rysujgc tylko
linie proste.

O konstrukcjach geometrycznych powoli zapominamy, a tu trzeba byto co$
zrobi¢ samg linijka.

VIII OM, etap 3, zadanie 5. Dana jest prosta m i odcinek AB do niej rownolegly.
PodZzieli¢ odcinek AB na trzy rowne czesci przy uzyciu samej linijki, tzn. rysujgc
tylko proste.

Widag, ze przygotowywano uczniow do niego wczesniej. Dodajmy, ze w roz-
wigzaniu jest tez pokazane, jak znalez¢ sama linijka %—tq odcinka AB. Znéw to
bardzo dobre ¢wiczenie na koétko.

W VIII OM jako ostatnie zadanie w drugim stopniu pojawito sie twier-
dzenie do udowodnienia.

VIII OM, etap 2, zadanie 6. Dowies¢, Ze jezeli czworokgt wypukty ma te wlasnosc,
Ze istnieje okrgg styczny do jego bokow (tzn. okrgg wpisany), a takze okrgg styczny
do przedtuzen jego bokéw (okrgg dopisany), to przekgtne czworokgta sq do siebie
prostopadle.

Dowodzimy je, korzystajac kilka razy z twierdzenia o réwnej dlugosci odcinkow
stycznych do okregu poprowadzonych z jednego punktu. Najbardziej praco-
chtonna czg¢$¢ rozwigzania to uzasadnienie tego, ze nasuwajacy si¢ obrazek
rzeczywiscie jest ,jedyny”. To dosy¢ czesta sytuacja w nietrudnych zadaniach
geometrycznych. Obecnie czesto formulujemy je w taki sposéb, by unikna¢
zbyt dtugich, Zmudnych, lecz nietrudnych analiz. Z tego, jak Stefan Straszewicz
napisal rozwigzanie, widac, ze sposob myslenia osob uktadajacych zadania teraz
jest dosy¢ podobny do tego sprzed kilkudziesigciu lat — analize mozliwych kon-
tiguracji dwczesny przewodniczacy KG OM odlozyt do uwagi, wigc traktowal
to jako uzupelnienie rozwiazania.

IX OM, etap 1, zadanie 7. Jakq figurg plaskg jest przekroj szescianu o krawedzi a
plaszczyzng przechodzgcg przez Srodki trzech krawedzi parami skosnych?

Dzi$ wszyscy to wiedzg, kiedy$ bylo inaczej, w szczegélnosci piszacy te stowa
dowiedzial si¢ o istnieniu tego przekroju z drugiego tomu Zadar z olimpiad
matematycznych.
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I jeszcze co$ z pierwszego stopnia IX OM.

IX OM, etap 1, zadanie 10. Dowies¢, ze dla kazdego naturalnego n

.2 . 4 Y4 . 2nm
sin— +sin— +sin— +---+sin—— = 0.
n n n n

W Sprawozdaniu Komitetu Gléwnego jest kilka rozwigzan, w tym za pomo-
cg liczb zespolonych, co jeszcze raz dowodzi, Ze pisano je z my$la o tym, ze
z ksigzki uczy¢ sie beda nastepni olimpijczycy. Jest w szczegdlnosci rozwigzanie
polegajace na zauwazeniu, ze suma wektoréw

COS— sm— COS— sm— COS— sm— COS— sin
( ) ( ) ( . (cos 2%, sin 217

jest wektorem, ktory nie zmienia si¢ w wyniku obrécenia go o kat 7”, co wynika
natychmiast z tego, ze po obrocie mamy do czynienia z tymi samymi wek-
torami wypisanymi w nieco innej kolejnosci. To pigkny argument. Powinien
jeszcze znalez¢ sie argument fizyczny: ciagniemy co$ z rownymi sitami w n
kierunkach, przy czym katy miedzy wektorami ,,sasiednich” sit sg réwne ¢ 2”
Nawet niezbyt mocni w matematyce ludzie widza, ze efekt dziatania tych sit ]est
zerowy. Argument z obracaniem wektora jest matematyczny, krétki i nie budzi
watpliwosci. Czg$¢ matematykow moglaby nie polubi¢ uzasadnienia fizycznego,
moim zdaniem niestusznie.

W X OM zadanie drugie z pierwszego stopnia przypominalo nauczycie-
lom wzdr Cardano.

X OM, etap 1, zadanie 2. Wykazad, ze

V20 + 1472 + V20 - 142 = 4.

Zostalo tez rozwigzane tak, by ten wzor, a raczej jego wyprowadzenie przypo-
mnie¢. Ja jeszcze wtedy bytem za mltody na udzial w Olimpiadzie, ale dostalem
je kiedy$ jako dodatkowe zadanie na klaséwce od mojej nauczycielki i udato
mi si¢ je rozwiazaé, ale po prostu zauwazytem, ze (2 + \/2)* = 20 + 141/2.
Kolega z Krakowa, ktory rozwigzywat je startujac w OM, zrobit to tak samo
jak ja. Kilkadziesiat lat pdzniej to zadanie w nieco innej wersji (zmiana liczb)
pojawilo si¢ na maturze. Po prostu zaczeto je umieszczaé w zbiorach zadan,
a autorzy matury nie rozumieli, Ze podzielg populacje na tych, ktérym ktos$
pokazal ,,sztuczke” i tych, ktorzy nie zdaza samodzielnie rozwigza¢ tego w kil-
kanascie minut (tyle czasu jest na maturze na zadanie, wiec za mato na $wieze

pomysty).
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W pierwszym stopniu XV OM pojawilo si¢ zadanie dziewiate.

XV OM, etap 1, zadanie 9. Dowies¢, zZe iloraz sumy wszystkich dzielnikow natu-
ralnych liczby catkowitej n > 1 przez liczbg tych dzielnikéw jest wigkszy od \/n.

A pierwsze zadanie tegorocznej, LXXI OM wygladalo tak.

LXXI OM, etap 1, zadanie 1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Rozwazmy
wszystkie liczby postaci | 1 |, gdzie k jest dodatnig liczbg catkowitg. Wykazac, ze
takich liczb jest nie wigcej niz 2v/n +1. Uwaga: Dla liczby rzeczywistej x przez | x|
oznaczamy najwiekszq liczbe catkowitg nie wigkszg niz x.

Niektdrzy znani nauczyciele uznali je za zbyt trudne na pierwsze zadanie w ca-
tych zawodach, méwigc gléwnie o ewentualnych uczniach z klas pierwszych
LO lub z ostatnich klas szkdt podstawowych. A ja mysle, ze ono znalazto si¢ we
wlasciwym miejscu, podobnie jak 56 lat temu nieco inne.

W pierwszym stopniu XX OM zlecono uczestnikom dowod wypuktosci
funkcji x — x" na pétprotej (0, +00).

XX OM, etap 1, zadanie 5. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b
i naturalnego n

a”+b”>(a+b)”
2\ 2 )

To zadanie calkowicie banalne, jesli myslimy o rachunku rézniczkowym, ale
jesli chcemy rozwiazac je za pomocg indukcji, to zmuszeni jeste$my zastanowic¢
sie przez chwile - to oczywiscie jest subiektywna opinia.

Nie moglem odmoéwic sobie przyjemnosci zaprezentowania zadania dru-
giego z finatu LXI OM.

LXI OM, etap 3, zadanie 2. Dodatnie liczby wymierne a i b spetniajg rownos¢
a’ +4a’b = 4a” + b*,
Udowodnié, ze liczba \/a — 1 jest kwadratem liczby wymiernej.

Wymaga troche pracy, jest raczej sredniej trudnosci, ale nawet w takiej ogranej
czesci szkolnej matematyki mtodzi ludzie uktadajacy zadania sg czasem w stanie
pokaza¢ co$ ciekawego.

W pierwszych olimpiadach krolowaly oczywiscie zadania z bardzo kla-
sycznej matematyki elementarnej. W XX OM uczestnicy rozwigzywali szes¢
zadan ze stereometrii, a w XXI juz tylko jedno. Teraz zadania stereometryczne
pojawiajg sie¢ rzadko. Powody sg rézne. W Olimpiadach miedzynarodowych ich
nie ma, bo w niektorych krajach stereometrii praktycznie nie ma w szkotach. Po
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drugie, w ciggu wielu lat wykorzystano wiele elementarnych idei. W rezultacie
trudno teraz o proste, ale jednak wymagajace pomyslenia, zadania. Nie oznacza
to jednak, ze wartosciowe zadania to juz tylko zamierzchta przesztos¢.

W finale XX OM pojawito sie nastepujace zadanie.

XX OM, etap 3, zadanie 5. Dla jakich wartosci n istnieje wieloscian majgcy n
krawedzi?

Zadanie nie jest trudne, ma krotka tre$¢, rozwigzanie wymaga chwili zastanowie-
nia, bo gdy juz rozwiagzujacy zrozumie, ze dla kazdego n > 6 z wyjatkiem n = 7
wielo$cian o n krawedziach istnieje, to jeszcze trzeba poda¢ dowdd nieistnienia
wielo$cianu o siedmiu krawedziach.

XX OM, etap 2, zadanie 6. Dowies¢, ze kazdy wieloscian ma co najmniej dwie
sciany o tej samej liczbie bokéw.

Rozwigzanie jest krétkie i nietrudne, ale trzeba rzecz precyzyjnie udowodnic¢.
Zreszta twierdzenie da si¢ nieco wzmocni¢, na co zwraca uwage czytelnikow
Stefan Straszewicz — w rzeczywistosci w wielo$cianie co najmniej trzy rézne
$ciany majg identyczne liczby bokoéw.

XXV OM, etap 1, zadanie 8. Dany jest wieloscian wypukty i punkt A w jego
wnetrzu. Udowodnic, ze istnieje taka Sciana S tego wieloscianu, ze rzut prostokgtny
punktu A na jej ptaszczyzne nalezy do S.

Nie pamietam dokfadnie, co robili$my z pracami, w ktérych zamieszczono
jedynie fizyczne rozwigzanie, ktore zresztg narzuca sie od razu. Zapewne trak-
towalismy je zle, cho¢ chyba niestusznie.

XXVII OM, etap 2, zadanie 3. Rozwazamy czasze kulistg nie zawierajgcg Zad-
nego kota wielkiego. Odlegltos¢ punktéw A i B na takiej czaszy okreslamy jako
dtugos¢ tego tuku kota wielkiego kuli o kovicach w punktach A i B, ktéry jest
zawarty w czaszy. Wykazaé, ze nie istnieje izometria odwzorowujgca te czasze
na podzbior plaszczyzny. Uwaga. Czasza kulista jest to kazda z dwéch czesci, na
ktore dzieli powierzchnie kuli plaszczyzna przecinajgca te kule.

Moim zdaniem, zadanie to powinno by¢ obowiazkowe we wszystkich szkotach
ponadpodstawowych. Z niego wynika, ze skala mapy, wiec cos$, o czym wszyst-
kich nas uczono w szkotach, nie istnieje. Oczywiscie dowdd powinien by¢ scisty.
Jednak warto wiedzie¢, Ze czesto operujemy przyblizeniami i w rzeczywistosci
dokfadne informacje nie sa potrzebne lub wrecz nie majg sensu, wiec skala
mapy ma jednak sens. To dociera do bardzo niewielu uczniéw, cho¢ wiele oséb
pokrzykuje, ze nauka w szkotach powinna by¢ zwigzana z rzeczywistoscia, nie
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rozumiejac, ze — jak powiedzial John von Neumann - ,,jesli ludzie nie wierza
w to, Ze matematyka jest prosta, to tylko dlatego, ze nie zdaja sobie sprawy z tego,
jak ztozone jest zycie”.

XXVIII OM, etap 1, zadanie 4. Samolot leci bez zatrzymywania si¢ po naj-
krotszej drodze z Oslo do miasta X lezgcego na rowniku w Ameryce Potudnio-
wej. Z Oslo startuje doktadnie w kierunku zachodnim. Wiedzgc, ze wspotrzedne
geograficzne Oslo sq: 59°55' szerokosci pétnocnej i 10°43" diugosci wschodniej,
obliczy¢ wspotrzedne geograficzne miasta X. Jakie to miasto? Obliczy¢ dtugos¢
drogi samolotu z doktadnoscig do 100 km. Zaktadamy, ze Ziemia jest idealng kulg
o dlugosci rownika 40 000 km oraz, ze samolot leci na wysokosci nie wigkszej
niz 10 km.

Zadanie wskazuje na to, ze nauka geografii moze sprawia¢ trudnosci réznym
osobom, przynajmniej w opinii KG OM - inaczej przeciez takie zadanie byloby
bez sensu.

W rozwigzaniu zadania szdstego z finalu XXIX OM zdecydowano uzy¢
rachunku wektorowego.

XXIX OM, etap 3, zadanie 6. Dowies¢, ze jezeli w dowolnym czworoscianie
hy, hy, hs, hy sq dtugosciami czterech wysokosci, dy, d,, ds zas odleglosciami trzech
par prostych zawierajgcych przeciwlegle krawedzie, to

1 1 1 1 1 1 1

WU & #

To zapewne bardzo stuszna decyzja, cho¢ z pewnoscig wykorzystane wlasnosci
iloczynu wektorowego nie miescily sie w programach liceéw ogolnoksztatca-
cych. Jednak zadanie z finalu moze nieco wykraczaé poza program szkolny,
zresztg mozna przepisac to rozwigzanie w taki sposob, ze ten iloczyn wektorowy
zostanie dostrzezony tylko przez niektérych czytajacych rozwigzanie. Autor tego
tekstu wiedziat w szkole, co to jest iloczyn wektorowy, bo usitowat zrozumiec
szkolng fizyke, wiec takie rozwigzanie by go wtedy ucieszylo.

W rozwigzaniu zadania pigtego z finatu XXXI OM warto bylo postuzy¢
sie rownolegloscianem, ktérego przekatne scian réwne sg krawedziom danego
czworoscianu.

XXXI OM, etap 3, zadanie 5. W czworoscianie pola szesciu tréjkgtow, ktérych bo-
kami sq krawedzie, a wierzchotkami srodki przeciwleglych krawedzi czworoscianu,
sg rowne. Udowodnic, ze czworoscian ten jest foremny.

Znoéw zadanie propaguje jeden z najwazniejszych sposobow patrzenia na czwo-
ro$cian. Tre$¢ krotka, zadanie ksztalcace.
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Pojawialy si¢ tez zadania, w ktorych w zasadzie zadnej wiedzy nie trzeba
byto uzy¢, ale wyobraznia miata kluczowe znaczenie.

XXXVI OM, etap 1, zadanie 11. Poda( przyktad wieloscianu wypukltego majqgce-
£0 1985 scian, wsrod ktorych sq takie 993 sciany, ze Zadne dwie z nich nie majg
wspélnej krawedzi.

Z ogloszonego rozwigzania wynika, ze mozna uzyskac¢ wieloscian, ktéry ma
1985 $cian i 1332 z nich sg parami rozlaczne (tym bardziej nie maja wspolnej
krawedzi).

Czasem chciano zwigkszac liczbe uczestnikow OM, zamieszczajac zadania,
ktére mogty zainteresowaé wiecej uczniéw. Najwiekszy sukces tego rodzaju to
zadanie pierwsze z pierwszego stopnia XXV OM.

XXV OM, etap 1, zadanie 1. W czasie pierwszej wojny Swiatowej toczyla sig bitwa
w poblizu pewnego zamku. Jeden z pociskéw rozbit stojgcg u wejscia do zamku
statug rycerza z pikg w reku. Stato sig to ostatniego dnia miesigca. Iloczyn daty
dnia, numeru miesigca, wyrazonej w stopach dtugosci piki, potowy wyrazonego
w latach wieku dowddcy baterii strzelajgcej do zamku oraz potowy wyrazonego
w latach czasu, jaki stata statua, rowna sig 451 066. W ktorym roku postawiono
statue?

Do tej pory pamietam, ze w okregu warszawskim nadestano osiemset dzie-
wiecdziesigt rozwigzan tego zadania, podczas gdy nastepne w tej klasyfikacji
to juz tylko nieco ponad trzysta. W catej OM pojawilo sie ponad pie¢ tysiecy
rozwigzan tego zadania.

To jest autentyczny problem ludzi ukladajacych zadania olimpijskie. Z jed-
nej strony trzeba mysle¢ o tych, ktorzy startuja kolejny raz, maja pewne doswiad-
czenie, sporo czytali, wiedzg rézne rzeczy, o ktorych w czasie lekcji w szkotach
nigdy nikt nic nie méwil, a z drugiej s3 mtodzi ludzie ucz¢szczajacy do ,,nor-
malnych” klas, w ktorych czesto wzér na pierwiastki réwnania kwadratowego
podawany jest bez dowodu. Powinni$my trafia¢ do jednych i do drugich, cho¢
widac tu wyrazng sprzecznosc.

Pewien wplyw na tematyke zadan mial program szkolny. W pewnym
momencie w szkotach pojawil sie rachunek rézniczkowy. Zreszta osoby za-
interesowane matematyka, uczeszczajace do liceum lub technikum, zwykle
dowiadywaly sie, co to jest pochodna, a przynajmniej, jak ja mozna obliczac.
Obecnos¢ tego pojecia w programach szkolnych, na maturach umozliwiata
dawanie zadan réwniez z tego zakresu nie tylko na zawodach finatowych.
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XXI OM,zetap 1, zadanie 2. Dany jest cigg {c,} okreslony wzorami ¢ = £,
Cntl = azﬁ, gdzie a jest dang liczbg spetniajgcg nieréwnos¢ 0 < a < 1. Dowies¢,
ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosc c, <1—+/1—- a. Wykaza¢ zbieznos¢ ciggu

{cn} i obliczy( jego granice.

To w zasadzie dosy¢ standardowe zadanie dla studentéw pierwszego roku uni-
wersyteckiej matematyki.

XXXIX OM, etap 1, zadanie 10. Wiedzgc, Ze x € [0; 7] rozstrzygngc, ktora
z liczb jest wigksza: tgsin x czy sintg x.

W zasadzie to samo zadanie pojawilo si¢ na zawodach studenckich w 2006
roku. W tych zawodach uczestniczylo 241 studentdw z réznych krajow. Zadanie
uznano za niezbyt trudne i umieszczono na liscie jako trzecie drugiego dnia
(mania szeregowania zadan wedlug trudnosci jest powszechna, pomimo te-
go, ze czegsto wyniki demokratycznych ustalen réznia si¢ istotnie od statystyk
po zawodach, egzaminie itp.). Bezblednie rozwigzalo je osiem oséb (w tym
jeden student z Polski), i drugie tyle z pewnymi zastrzezeniami. Okazalo sie,
ze sposréd dwunastu zadan bylo trzecim na liScie najtrudniejszych. Na zawo-
dach studenckich miato nastepujaca tres¢: ,,[pJoréwnac tgsinx i sintgx dla
wszystkich x € (0,5)” Mozna sprawdzi¢ (jesli kto$ nic lepszego akurat do
roboty nie ma) ze pochodne funkcji tgsin x i sin tgx w punkcie 0 pokrywaja
sie az do szostej wlacznie, co troche wyjasnia ktopoty rozwiazujacych. Podamy
rozwigzanie. Niech f(x) = tgsin x — sin tgx. Wtedy

cos x costgx  cos’ x — costgx - cos’

fl(x) = =

cos?sinx  cos’x cos? x - cos? tg x

sin x

Niech 0 < x < arctg 7. Z nieréwnosci miedzy $rednimi i z wklestosci funkcji
kosinus na (0, 7) wynika, ze

5 5 1 . tgx +2sinx
\/costgx-cos sinx < 5 (costgx +2cossmx) < cosf < Cos X,

ostatnia nieréwno$¢ zachodzi, gdyz

tgx +2sinx)’ 1 1 5] 1
Lo T 7)) =2 —— +2cosx | > -COSX -Ccosx =1,
3 3 \cos?x cos? x

2

3 sinx > 0, wiec

wiec tgx + 2sinx > 3x. Wobec tego cos’ x — costgx - cos
f'(x) > 0, zatem f roénie na przedziale [0, arc tg 7 ]. Koniczymy stwierdzeniem

(przypominamy, ze 4 + 7% < 16)

tosi . T . /2 . 13 . Vi )
sinarctg — = = Z-o1
8 g2 g\/1+712/4 g\/4+712 g4
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Dla x € [arctg 7, 5] mamy wigc tgsinx > 1, zatem f(x) > 0. Jasne jest, ze jesli
kto$ nie rozwigzywal zadania samodzielnie, a tylko szybko przeczytal rozwigza-
nie, w koncu krotkie i wykorzystujace jedynie dobrze znane fakciki, to rozumie,
ze jest to zadanie proste. Zaznaczam to, gdyz wiem od autora zadania, ze KG OM
wlaczyl to zadanie do konkursu nie§wiadomie - autorskie rozwigzanie zapre-
zentowane na zebraniu nie bylo poprawne, cho¢ byto ,,proste”. Dowiedzialem
si¢ o tym w czasie posiedzenia Rady Wydziatu, zapytawszy siedzacego obok
jego autora o rozwigzanie, bo mialem je sprawdzac¢, i wtedy autor dowiedziat
sie, ze nie umie go szybko rozwigzac.

Zadan z analizy matematycznej lub takich, ktére fatwo mozna bylo roz-
wigzaé uzywajac pochodnych, byto wiele, ale nie sposéb cytowaé wszystkich.
W samym koncu lat sze$¢dziesigtych XX wielu w polskich szkotach pojawit sie
rachunek prawdopodobienstwa, cho¢ w wigkszosci polskich uniwersytetow stu-
denci sekcji nauczycielskiej nie mieli go w programach swych studiéw. Co praw-
da przeprowadzono wiele szkolen, ale... Niemniej, z tego powodu wsérdéd zadan
olimpijskich zaczety pojawiac si¢ zadania probabilistyczne. Jednym z pierwszych
byto zadanie drugie w finale XXIV OM.

XXIV OM, etap 3, zadanie 2. Niech p,, bedzie prawdopodobieristwem, ze w ciggu
n rzutéw monetq pojawi sig seria kolejnych stu ortow. Dowies¢, ze cigg liczb p,,
jest zbiezny i obliczy( jego granice.

Zadanie niezbyt trudne, ale pouczajace.

XXV OM, etap 1, zadanie 11. Niech X, i Y, bedg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o takim samym rozkladzie ((Zﬁn, zin) k=0,1,...,2" —=1). Oznaczmy
przez p, prawdopodobietistwo zdarzenia, ze istnieje liczba rzeczywista t spetnia-

jgca réwnanie t* + X,, - t + Yy, = 0. Obliczy¢ lim,, 0 pi.

Wida¢ wyraznie, ze wtedy znacznie wiecej oczekiwano od uczniow. Mieli wie-
dzie¢, czym jest zmienna losowa (dyskretna), co to jest niezaleznos$¢ zdarzen
i zmiennych losowych. Po pewnym czasie zrezygnowano z tego i rachunku
prawdopodobienstwa w zasadzie w szkotach nie uczono, tzn. bylo prawdopo-
dobienstwo, ale na poziomie catkowicie zerowym, w szczegdlnosci bez pojecia
zdarzen niezaleznych i z zadaniami typu: znalez¢ prawdopodobienstwo poja-
wienia sie dwdch ortéw w siedmiu rzutach monetg.

XXVI OM, etap 2, zadanie 3. W pewnej rodzinie mqz i Zona zawarli nastgpujgcg
umowe: jezeli ktoregos dnia zmywa naczynia zona, to nastgpnego dnia zmywa
naczynia mqz. Jezeli natomiast pewnego dnia zmywa naczynia mgz, to o tym,
kto zmywa naczynia nastgpnego dnia, decyduje losowanie za pomocqg rzutu mo-
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netq. Niech p, oznacza prawdopodobietistwo zdarzenia, Ze n-tego dnia trwania
umowy zmywa naczynia mgz. Dowies¢, Ze istnieje granica lim, .o py, i obliczy¢
. . . 1
jg. Przyjmujemy py = 5.

Zapewne dzi$ nie mogloby si¢ pojawi¢, bo OM zostalaby oskarzona o antyfemi-
nizm.
Jeszcze kilka zadan probabilistycznych, ktére mi sie spodobaly.

XXVIII OM, etap 1, zadanie 11. Sposréd liczb 1,2, . . ., n wybieramy jedng, przy
czym wybor kazdej z nich jest jednakowo prawdopodobny. Niech p,, bedzie praw-
dopodobieristwem takiego zdarzenia, Ze w zapisie dziesietnym wybranej liczby
wystepujg wszystkie cyfry: 0,1,...,9. Obliczyé lim,_, o pp.

XXXIV OM, etap 2, zadanie 6. Dla danej liczby n oznaczmy przez p,, prawdopo-
dobieristwo tego, ze przy losowym wyborze pary liczb catkowitych k, m spetniajg-
cychwarunki0 < k < m < 2" (wybér kazdej pary jest jednakowo prawdopodobny)
liczba () bedzie parzysta. Obliczyé limy oo py.

XL OM, etap 2, zadanie 2. Dla losowo wybranej permutacji f = (fi, fa>-- > fn)
zbioru {l,...,n} oznaczmy przez X ( f) najwigkszq liczbe k < n takg, ze f; < fin
dla wszystkich numeréw i < k. Udowodnic, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej
losowej X wynosi Y}, 7.

XLVIII OM, etap 2, zadanie 5. Rzucamy k kostkami szesciennymi bialymi i m
czarnymi. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, Ze reszta z dzielenia przez 7 tgcznej
liczby oczek wyrzuconych na kostkach biatych jest réwna reszcie z dzielenia przez 7
tgcznej liczby oczek wyrzuconych na kostkach czarnych.

XLV OM, etap 1, zadanie 10. Liczby dodatnie p i q spetniajg warunek p + q = 1.
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n zachodzi nierownos¢

(1-p™)"+(1-¢g")">1.

Jest to w swej istocie zadanie probabilistyczne, cho¢ udaje nieréwnos¢ i od
biedy mozna udawac, ze nic wspdlnego z rachunkiem prawdopodobienstwa
nie ma.

Z oczywistych powodéw znacznie zwigkszyta sie liczba matematykow zaj-
mujacych si¢ kombinatoryka, grafami i temu podobnymi rzeczami potrzebnymi
informatykom. Pojawilo sie¢ wigc w OM wraz z matematykami zajmujacymi
sie takimi rzeczami sporo zadan z tej dziedziny. Kilka przykladéw, tym razem
z niedawnych olimpiad (ostatnie dziesi¢ciolecie).
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LXI OM, etap 1, zadanie 12. Gracze K i F grajg w c-fasolki, gdzie c jest liczbg
rzeczywistg dodatnig. Gracz K posiada na poczgtku n > 2 pustych kubkow.
W kazdej rundzie wskazuje dowolne dwa rozlgczne, niepuste zbiory kubkow.
Nastegpnie F wybiera jeden ze zbiorow wskazanych przez K i doktada po jednej
fasolce do kazdego z kubkéw w tym zbiorze. Gra koticzy sig w momencie wybranym
przez K, przy czym liczba rund nie moze przekroczy¢ cn. Gracz K wygrywa, gdy po
zakorniczeniu gry w kazdym kubku znajduje sig inna liczba fasolek, w przeciwnym
razie wygrywa F. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ¢ o nastepujgcej wltasnosci: Dla
kazdego n > 2 gracz K ma strategie zapewniajgcg mu zwycigstwo w c-fasolki.

Mtodziez pono¢ kocha gry.

LXI OM, etap 2, zadanie 6. Dany jest n-elementowy zbior liczb rzeczywistych,
przy czym n > 6. Dowies¢, ze istnieje co najmniej n — 1 dwuelementowych pod-
zbioréw tego zbioru, w ktorych Srednia arytmetyczna elementdw jest nie mniejsza
niz Srednia arytmetyczna elementow catego zbioru.

LXIV OM, etap 3, zadanie 6. Dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wyznaczyé
najwiekszqg mozliwg liczbe punktow w przestrzeni, tworzgcych zbior A o nastgpu-
jgcych wlasnosciach:
(1) wspotrzedne dowolnego punktu zbioru A sq liczbami catkowitymi z prze-
dziatu [0; n;
(2) dla kazdej pary roznych punktéw (x1, x2, x3), (y1, ¥2, y3) zbioru A spetnio-
na jest co najmniej jedna z nieréwnosci x; < y1, X2 < y2, X3 < y3 0raz co
najmniej jedna z nierdwnosci x, > y1, X2 > y2, X3 > 3.

Od L OM poczawszy, zmieniona zostalta organizacja zawodoéw finalowych.
Poprzednio po dwudniowych zawodach finalisci wracali do domoéw, prace byty
sprawdzane przez cztonkéw KG i kilka tygodni pézniej odbywalo sie uroczyste
zakonczenie Olimpiady. Obecnie final trwa o pare dni dluzej. Wszyscy miesz-
kajag w tym samym o$rodku, przez dwa pierwsze dni zawodnicy rozwiazuja
zadania, prace oceniane s3 natychmiast po zawodach, a finalisci czekaja na
ogloszenie wynikéw. Jednak sprawdzanie prac w bardzo ograniczonym czasie
w przypadkach, gdy nie jest tatwo podazy¢ za mysla uczestnika, moze spowo-
dowac¢ niestandardowe kiopoty... Tak bylo wlasnie w przypadku tego zadania.
Nie sprawdzatem go, mnie przypadlo inne, ale miedzy pierwsza a druga w nocy
wszedl do pokoju, w ktérym mieszkalem, kolega, ktéry to wlasnie zadanie
ocenial i poprosil o pomoc. Mnie si¢ udato rozszyfrowac rozumowanie uczest-
nika wylgcznie dlatego, Ze przed finalem czytalem rozwigzania napisane przez
Kamila Duszenke i akurat napisany przez zawodnika tekst pasowal do czegos,
co pamietalem. Ot6z jakis gryzmot w pracy finalisty powinien by¢ literg h,
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cho¢ wygladal na k i wiem, ze zrozumiatem to tylko dzieki temu, ze dokladnie
zapoznaltem sie przed finalem z tekstem Kamila.

LXVIII OM, etap 1, zadanie 6. W balu uczestniczyto 20 kawalerow i 20 dam.
W kazdym z 99 tanicéw tariczyla doktadnie jedna para, za kazdym razem inna.
W kazdej parze tariczyta dama z kawalerem. Dowiesc, ze istnieje takich dwoch
kawaleréw i takie dwie damy, ze kazdy z tych dwoch kawalerow zatariczyt z obiema
tymi damami.

Widag, ze zadnego grafu w sformulowaniu zadania nie ma.

LXIX OM, etap 1, zadanie 12. Zbiér A sktada si¢ z n liczb rzeczywistych. Dla
podzbioru X < A przez S(X) oznaczamy sumg elementow zbioru X, przy
czym S(@) = 0. Niech k bedzie liczbg takich réznych liczb rzeczywistych x,
ze x = S(X) dla pewnego X < A. Niech | bedzie liczbg uporzgdkowanych
par (X,Y) podzbioréw zbioru A spetniajgcych rownosé S(X) = S(Y). Dowiesé,
ze kIl < 6"

Kolej na ostatnig OM.

LXX OM, etap 3, zadanie 3. Na przyjeciu spotkato si¢ n > 3 gosci, wsrod ktérych
niektorzy sie znajg. Okazalo sie, ze na przyjeciu nie istnieje taka czwdrka réznych
goscia, b, c,d, zewparach{a,b},{b,c},{c,d},{d, a} goscie si¢ znajg, ale w pa-
rach{a, c},{b, d} goscie si¢ nie znajg. Maksymalna klika na przyjeciu nazwiemy
taki niepusty zbiér gosci X (byc moze jednoelementowy), Ze goscie z X si¢ parami
znajg, ale nie istnieje gos¢ spoza X znajgcy wszystkich gosci z X. Dowies¢, ze na
przyjeciu jest co najwyzej n("z_l réznych maksymalnych klik. Uwaga: Jesli gos¢ a
zna goscia b, to gos¢ b zna goscia a.

Tu o zadnych grafach przeciez nikt nic nie mowi.

3. Uwagi koncowe

Mysle, ze OM realizuje cele, dla ktérych zostala stworzona. Jest najstarsza
olimpiadg przedmiotowa w Polsce. Jej organizatorzy, podobnie jak organiza-
torzy zdecydowanej wigkszo$ci olimpiad, walcza z réznego rodzaju trudno-
$ciami. Jedna z nich jest brak pieniedzy. Sprawdzanie zadan jest finansowo
catkowicie nieopfacalne - mozna zarobi¢ w tym samym czasie znacznie wie-
cej, udzielajac korepetycji. Praca w komisji zadaniowej jest w duzym stopniu
niewynagradzana. Jesli czyje$ zadanie zostaje wykorzystane w zawodach, to
autor dostaje 200 zt brutto. Ale sprawdzanie poprawnosci rozwigzan, przygo-
towywanie si¢ do dyskusji o zadaniach wymagajace przeciez samodzielnego
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ich rozwigzania, a przynajmniej proby nie jest oplacane. Osobom, ktdre nie
uczestnicza w pracach komisji, ale rozwigzuja zadania przed kolejnymi etapami
OM, co jest praktykowane od okoto dziesigciu lat, nie placimy nic. Niby to
jednorazowa praca i niezbyt dtuga, ale przeciez praca. Zdaniem wielu oséb jest
konieczna.

Wiem o jednym nieprawdziwym twierdzeniu, ktére nalezalo dowies¢
w czasie zawodow (XXV OM, final, zadanie pierwsze — teza byta prawdziwa
jedynie w niektérych przypadkach). Wyzej wspomnialem o zadaniu konkur-
sowym, ktorego rozwigzania nawet autor nie znal. Jedna doba dzielila nas od
podobnej wpadki w pierwszym stopniu LXXI OM - przewodniczacy komi-
sji zadaniowej w ostatniej chwili przed opublikowaniem zadan zauwazyt, ze
w pewnej nieréwnosci do udowodnienia brakowato jedynki, a tematéw zadan
nie sprawdzono, bo byly wakacje. Ogélnie jednak wszystko dokladnie, kilka-
krotnie, sprawdzamy, bo chcemy, by OM dobrze dziatala - ale za to nikt nie
placi. Poki sg ludzie (i to wielu), ktérzy robig to wszystko i wiele innych rzeczy
bez pieniedzy, to OM jako$ dziala. Jest jednak coraz trudniej. Mlodzi ludzie
wyjezdzajg na staze lub na dluzej za granice. I bardzo dobrze, ze okres, gdy
byto to niemozliwe lub bardzo trudne, skonczyt si¢. Jednak to oznacza, ze jest
ich mniej tutaj, wigc w OM tez. Angazowani sg studenci, doktoranci. Musimy
tez pamietad, ze chodzi gtéwnie o to, by w przyszlosci byli oni tak dobrymi
matematykami, jak to mozliwe, a to oznacza, Ze nie mozna ich angazowac bez
ograniczen. Pisze, bo nie wszyscy chcg o tym pamieta¢. Czasem kto§ mowi, ze
przeciez to dorosli ludzie.

Kilka razy przyszto nam szuka¢ sponsoréw, bo uwazalismy, ze trzeba
wysta¢ uczniéw na rézne zawody miedzynarodowe, a pieniedzy z dotacji nie
wystarczalo. Nie chodzi o wielkie kwoty, ale trudno oczekiwac od organizatoréw
OM, aby poza swa praca dokladali jeszcze wlasne pieniadze. Ostatnio sytuacja
nieco poprawila sie dzigki porozumieniu z PTM, w wyniku czego OM otrzymuje
pieniadze z wplat przekazywanych na nig w ramach przepisu pozwalajacego
przeznaczy¢ 1% podatku na organizacje pozytku publicznego. Jednak autor
tego artykutu jest przekonany o tym, ze te wydatki powinny by¢ finansowane
z budzetu panstwa. By¢ moze za pigcdziesiat lat znajdowanie sponsoréw bedzie
prostsze. Mysle, ze wydatki na rozwdj zdolnych mtodych ludzi powinny miec¢
pierwszenstwo przed wydatkami na propagande, w tym zmiany nazw ulic,
placéw, a moim zdaniem tak nie jest. Z powodu braku pieniedzy musielismy zre-
zygnowac¢ z drukowania Sprawozda#n Komitetu Gléwnego z kolejnych olimpiad.
Gléwna czgscig tych ksigzeczek byly zadania i ich rozwigzania. Publikujemy je
teraz wylacznie w internecie. Poprzednio byly drukowane i rozsytane bezplatnie
do szkol. Gdy bytem w liceum, nauczycieli laureatow i wyréznionych w OM
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nagradzal minister - wiem o tym od swej nauczycielki z LO. Dyplomy wreczano
zwykle w gmachu ministerstwa. Teraz minister nie przyznaje nauczycielom
laureatow zadnych nagrdd, nawet tym z miejscowosci, w ktdrych jest jedno
liceum, albo dwa. Podobno to rola samorzaddw - to argumentacja éwczesnej
szefowej MEN w 2008 roku. Szefostwo zmienilo si¢ kilkakrotnie, ale pieniedzy
na nagrody dla nauczycieli i inne wydatki zwigzane z OM brakuje. Nie brakto
ich na reforme systemu edukacji. Niektorzy wierza, ze ona co$ poprawi. Podob-
nie jak poprzednie reformy. Ale jedyna rzecz pewna to zamieszanie, réwniez
z programami, a skutek tego jest zwykle jeden: $redni i stabsi nauczyciele maja
problemy z nauczaniem, wiec ich uczniowie coraz mniej potrafig. Po pewnym
czasie zrozumieja, albo zapamietaja, jak nalezy uczy¢, ale wtedy kto§ znow
znajdzie pieniadze na nastepng zmiane systemu... Zmienia¢ system edukacji
czasem nalezy, to oczywiste. Jednak powinno to odbywac si¢ wylacznie wte-
dy, gdy jest to konieczne. Uzasadnienia r6znych ludzi typu: ,,moje dzieci..”
sa zdecydowanie niewystarczajace. Dobre przygotowanie zmian programéw
wymaga czasu, a tego zawsze jest za mato. W szczego6lnosci jest go za malo na
porzadne przygotowanie podrecznikéw. Moze wiec jednak lepiej pieniadze wy-
da¢ na zdolnych uczniéw, rozszerzenie wiedzy nauczycieli, na zorganizowanie
dla nich zaje¢ z matematyki (i innych przedmiotéw). Wyniki nie pojawia si¢
natychmiast. To moze, a nawet musi potrwac¢ kilka lat. Ciagte zmiany nic nie
dadza.

Niedostatek pieniedzy nie jest jedynym problemem. Co jakis czas kto$
z ministerstwa wymysla co$ nowego. Na przyklad zbierane s dane, ilu uczest-
nikéw i z ilu szkot z kazdego powiatu uczestniczylo w olimpiadach. Musimy
te dane dostarczaé, cho¢ w ogoéle nie wiadomo, co ma z nich wynika¢. Kiedys
mi odpowiedziat dyrektor departamentu, ze postuza do usuwania biatych plam.
JesteSmy proszeni o jakie$ dane, ktére maja postuzy¢ komus do czegos, na
przyklad wyniki kilku krajéw w zawodach miedzynarodowych, bo kto$ ma
je ochote poréwnywac z naszymi. Zupelnie nie wiem, dlaczego urzednicy nie
znajduja tych danych dostepnych w internecie sami. OM nie ma biur, ktére
moga sie tym zaja¢. Kilka lat temu urzednik zajmujacy sie olimpiadami (wymyst
minister Hall) usitowal ujednolica¢ regulaminy olimpiad. Potrafil pytac o to, co
z uczniami, ktérzy beda chorzy w czasie zawoddéw. Po prostu wydawato mu sie,
ze olimpiada (niekoniecznie matematyczna) to inna forma zdawania matury.
Nie mozna tych zadan calkiem lekcewazy¢, bo to grozi obnizeniem dotacji
w nastepnym rozdaniu. Zwalczy¢ udalo sie jedynie wstrzymywanie dotacji do
czasu rozliczenia poprzedniej, cho¢ nie istniata podstawa prawna do takich
dzialan, a brak pieniedzy na poczatku roku powodowat klopoty z organizacja
zawodow okregowych oraz konieczno$¢ przekazywania kopii wszystkich ra-
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chunkéw do MEN-u (na przyklad biletow uczestnikéw za dojazd na zawody
okregowe lub final), tez oczywiscie bez podstawy prawnej. Zrzedze, ale ludzie
w moim wieku czesto to robig, a poza tym chodzi mi o to, ze urzednikom
MEN-u olimpiady sa do niczego niepotrzebne w odréznieniu od papierkdw.
Pewne zrozumienie naszych probleméw wykazuje podsekretarz stanu Maciej
Kope¢, nauczyciel historii z XIII LO w Szczecinie i przyzna¢ muszg, ze pomaogt
w poszukiwaniu wsparcia finansowego. On te problemy rozumie, bo sam miat
wielu uczniéw, ktorzy startowali w olimpiadzie historycznej. Pojawit sie tez na
zakonczeniu LXIX OM oraz na zakonczeniu odbytych ostatnio w Polsce Zawo-
doéw Panstw Baltyckich i nieco wczesniej — Srodkowoeuropejskiej Olimpiady
Matematyczne;j.

Z okazji sze$¢dziesieciolecia Olimpiady Matematycznej PTM stworzyl
Archiwum OM. To bardzo dobry pomyst. Mozna tam znajdowac zadania i ich
rozwigzania. Jednak zrobiono to nieco za szybko, w zwiazku z czym pojawily si¢
tu i dwdzie bledy. Czasem glupie, na przyklad zadanie piate z finalu XLV OM:

XLV OM, etap 3, zadanie 5. Punkty Ay, A,, ..., Ag sg wierzchotkami réwnole-
gloscianu o srodku O. Wykazac, ze

8 8 2
r- Y |0A* < (Z |OAi|) :
i=1 i1

Ot6z owo r to po prostu 4 i aby pojac, co sie stalo, wystarczy popatrzec na kla-
wiature komputera. W wielu rozwigzaniach zadan geometrycznych sg odsylacze
do rysunkow, ktérych nie skopiowano. W co najmniej jednym wypadku pojawit
sie rysunek do innego rozwigzania niz to, ktére skopiowano. Nie zmienia to
tego, ze to archiwum jest i bedzie ogladane oraz ze jego stworzenie zwtaszcza
w dzisiejszych czasach, gdy juz nie drukowane sg ksigzki z zadaniami z olimpiad,
bylo bardzo dobrym pomystem. Zostalo rozsadnie zaprojektowane. W szcze-
golnosci dostepne sg rozne opcje wyszukiwania zadan. Pisze, majac nadzieje
na to, ze jakos uda si¢ je poprawi¢, co zapewne wymaga pieniedzy. By¢ moze
nie jest to wielka praca, cho¢ na pewno nie da si¢ tego zrobi¢ w ciggu pigciu
minut. Potwierdza to tez malo odkrywczg teze sformutowang wyzej, ze kazdy
publikowany tekst wymaga porzadnego sprawdzenia i Ze na to jest potrzebny
czas. Nawet, jesli solidne przygotowywanie réznych rzeczy, imprez jest nie-
zgodne z tradycyjnym ,jakos to bedzie” Dodam jeszcze, Ze moim zdaniem
nalezaloby skopiowac wiecej rozwiazan. W Sprawozdaniach Komitetu Gtéwnego
wiele zadan zostalo rozwigzanych kilkoma sposobami, wigc warto je skopiowaé
(na ogdt wybierano jeden ze sposobdw). Problemem na pewno nie jest miejsce
na serwerze, te pliki nie s3 wcale duze. Natomiast uczniowie i nauczyciele czgsto
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moga sie sporo dowiedzie¢, poznajac dwa lub wigcej rozwigzan jednego zadania.
Zdarza si¢ przeciez, ze dopiero lektura innego rozwiazania uswiadamia czytajg-
cemu trudnosci przewalczone w pierwszym. Dotyczy to zwlaszcza rozwiagzan
napisanych zrecznie i krétko, a takich jest sporo.

Michat Krych

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytet Warszawski
krych@mimuw.edu.pl
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Andrzej Grzesik (Krakow)

Proste rownokatne

Jedno z zadan finatu LV Olimpiady Matematycznej w 2003 roku bylo
nastepujace.

Zadanie. Wyznaczy¢ najwigkszq liczbe takich prostych w przestrzeni, przecho-
dzgcych przez ustalony punkt, ze kazde dwie przecinajq si¢ pod jednakowym
kgtem.

Mimo ze zadanie oznaczone byto numerem 5, czyli przez Komitet Gléwny
OM uznane zostalo za fatwiejsze niz zadanie numer 6, na 114 uczestnikéw finatu
tylko dwie osoby uzyskaly za nie ocene 6 punktéw, a cztery — ocene 5 punktow
(maksymalna ocena to 6 punktéw, a zadanie jest uznane za zrobione, gdy jest
ocenione na co najmniej 5 punktow).

Proste wystepujace w tym zadaniu nazywamy prostymi réwnokgtnymi.
Problem wyznaczenia maksymalnego mozliwego zbioru prostych réwnokat-
nych w wielowymiarowej przestrzeni wprowadzony zostal przez Haantjesa
w pracy [7] juz w 1948 roku i na przestrzeni ostatnich siedemdziesieciu lat byt
do$¢ intesywnie rozwazany, czesto z uwagi na istotne konsekwencje. Mimo
dlugiej historii, najwazniejsze wyniki ukazaly si¢ w ostatnim czasie.

Najpierw jednak przedstawmy oficjalne rozwigzanie zadania olimpijskie-
go. Wezmy n prostych réwnokatnych i niech O bedzie ich punktem wspolnym,
a a < 90° katem pomiedzy dowolnymi dwiema prostymi. Rozwazmy sfere
osrodkuw Oioznaczmy przez A, A,, ..., A, takie punkty przecigcia kolejnych
prostych ze sfera, ze | < AjOA;| = a dla i > 1. Kazdy z odcinkéw A;A; dla i # j
odpowiada katowi a lub 180° — «, wiec odcinki te majg tylko co najwyzej dwie
mozliwe dlugos$ci. Zauwazmy, ze wszystkie punkty A,, As, ... A, lezg na okregu
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o $rodku w A;. Odcinki AyA3, AyAy, ..., A2 A, maja co najwyzej dwie mozliwe
dlugosci, wiec punkty As, A4, ..., A, lezg na dwdch okregach o srodku w A,.
Kazdy z tych okregéw moze przecina¢ rozwazany okrag o srodku w A; w co
najwyzej dwoch punktach, co oznacza, ze n < 6. Pozostaje wykazac, ze mozliwy
jest uktad szesciu prostych réwnokatnych. W tym celu wystarczy rozwazy¢ dwu-
dziestoscian foremny i proste taczace naprzeciwlegte wierzcholki. najwieksza
mozliwg liczbg prostych réwnokatnych w przestrzeni tréjwymiarowej jest zatem
szes¢.

Po rozwigzaniu takiego zadania matematykom nasuwa si¢ pytanie, jak
to wyglada w wyzszych wymiarach. Wyznaczenie najwigkszej mozliwej licz-
by prostych réwnokatnych w przestrzeni wymiaru d jest zadaniem trudnym
i w ogblnym przypadku nierozwigzanym. Oznaczmy to maksimum przez N(d).
Wartosci N(d) dla poczatkowych kolejnych wymiaréw przedstawione sg w ta-
beli 1.

Tabela 1. Wartosci najwigkszej mozliwej liczby prostych rownokatnych w R?

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
N(d) 1 3 6 6 10 16 28 28 28 28 28 28 28

Znane ograniczenia dla wyzszych wymiaréw zebrane zostaly w tabeli 2.

Tabela 2. Ograniczenia najwigkszej mozliwej liczby prostych réwnokatnych w R

d 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23-41
N(d) 28-29 36 40-41 48-50 48-61 72-76 90-96 126 176 276

Najlepsze znane uniwersalne ograniczenie gorne przypisywane jest Ge-
rzonowi i pochodzi z pracy [10] z 1973 roku.

Twierdzenie 1. Dla kazdego d > 2 zachodzi oszacowanie

i jesli zachodzi rownosé, to d = 2, 3 lub d + 2 jest kwadratem nieparzystej liczby
catkowitej.

Rowno$¢ w powyzszym twierdzeniu zachodzidlad = 2,3,7 oraz 23 i przez
wiele lat uwazano, Ze réwnos¢ zachodzi zawsze, gdy d + 2 jest kwadratem liczby
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nieparzystej. Dopiero w 2002 roku Machnew w pracy [11] obalit t¢ hipoteze,
udowodniajac, ze N(47) < 24 - 47.

Zaskakujace jest, ze przez wiele lat nie udawatlo sie udowodni¢, jaki jest
rzad wielkoéci N(d), a najlepsze dolne ograniczenia byty rzedu a2 Dopiero
w 2000 roku de Caen w artykule [4] skonstruowal zbi6r 2(d +1)?/9 prostych
réwnokatnych dla wymiaru d postaci 3-2%~!~1 dla pewnego ¢ € N. W kolejnych
latach powstato wiele innych konstrukgji i ograniczen gérnych. Podsumowanie
znanych wynikéw mozna znalez¢ na przykiad w artykule [3].

Zagadnienie prostych réwnokatnych nie dotyczy jedynie geometrii, ale ma
tez zwigzki z wieloma innymi dziatami matematyki, m.in. przy konstrukgji tak
zwanych kodoéw sferycznych czy w teorii projekcji minimalnych. Przyblizymy
to drugie zagadnienie.

Dla dowolnej przestrzeni Banacha X i jej podprzestrzeni V projekcjg
nazywamy odwzorowanie liniowe i ciagte z X w V, ktore jest stale na V. Przyj-
mujac jako A(V, €Y ) najmniejsza mozliwa norme projekcji z £, w V, mozemy
zdefiniowa¢

Ad,N) := max{/l( V,eY) : V jest przestrzenig wymiaru d}

oraz

AMd) = sup{)t(d,N) :Ne N}.

Liczby A(d, N) nazywamy absolutnymi statymi projekcji. Badanie projekcji mi-
nimalnych siega badan Banacha (zob. [2]), a wyznaczenie absolutnych statych
projekgji dla ustalonych wymiaréw d i N jest istotnym i czgsto rozwazanym
zagadnieniem. Przykladowo, w 1960 roku Griinbaum w artykule [6] postawit
hipoteze, ze 1(2) = 4/3, ktdra zostata wykazana dopiero w 2010 roku przez
Chalmersa i Lewickiego w pracy [5]. Nie sg znane wartosci A(d) dla zadne-
god > 2.

Konig, Lewis i Lin udowodnili w artykule [9] nastepujace twierdzenie
taczace zagadnienia absolutnych statych projekeji i prostych réwnokatnych.

Twierdzenie 2. Dla dowolnych liczb naturalnych N i d spetniajgcych nieréwnos¢
N > d zachodzi nierownos¢

d++/d(N-1)(N-d)

A(d,N) <
(d.N) =

Co wigcej, rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje N rownokgtnych
prostych w R4
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W szczegolnosci, z rozwiazania zadania olimpijskiego wynika nieréwnosé

1+\/§

A(3,6) <
(3.6)<—

Interesujacym problemem, réwnoczesnie istotnym z punktu widzenia
zastosowan w tzw. kodach sferycznych, jest zagadnienie prostych réwnokatnych
przy ustalonym kgcie. Dla x € (0,1) przyjmijmy za N, (d) maksymalng mozliwg
liczbe takich prostych réwnokatnych w R ze pomiedzy kazdymi dwiema jest
ustalony kat arc cos x. Juz w 1973 roku Lemmens i Seidel wykazali (zob. [10]),
ze dla odpowiednio duzego d zachodzi Ny/3(d) = 2d - 2. Neumann udowodnit
(zob. [10]), ze jesli w R jest N prostych réwnokatnych z katem arc cos x i N > 2d,
to 1/x musi by¢ nieparzystg liczbg catkowita.

Niezwykly przetom nastapil w 2018 roku, gdy Balla, Dréxler, Keevash i Su-
dakov w pracy [1] rozwigzali problem prostych réwnokatnych przy ustalonym
kacie, dowodzac ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Dla dowolnego x € (0,1) réznego od 1/3 i odpowiednio duzego d
zachodzi N, (d) < 1,93d.

W polaczeniu z wezesniejszym wynikiem Nyj3(d) = 2d - 2 oznacza
to, Ze asymptotycznie najwiecej prostych rownokatnych jest, gdy kat wynosi
arc cos % ~ 70,5° Niezwykty byt tez dowod powyzszego twierdzenia, uzywajacy
metod z teorii graféw (twierdzenia Ramseya i spektralnej teorii grafow).

Kilka miesigcy temu, na przefomie lipca i sierpnia 2019 roku, Jiang, Tidor,
Yao, Zhang i Zhao oglosili w pracy [8], Ze poprawili wynik Balli, Dréxlera,
Keevasha i Sudakova. W ponizszym twierdzeniu k to najmniejsza mozliwa liczba
wierzcholkéw w grafie, ktorego macierz sasiedztwa ma promien spektralny
rowny P ==. Jesli taka liczba nie istnieje, to uznajemy, ze k = oo.

Twierdzenie 4. Dla dowolnego x € (0,1), jesli k < oo, to

SRR

w przeciwnym przypadku Ny (d) = d + o(d).

W szczegolnosci, we wspomnianym wczesniej przypadku szczegdlnym,
gdy 1/x jest liczbg nieparzysta, twierdzenie implikuje, ze

k(d - J

Nyjak-1y(d) = [
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dla kazdej liczby catkowitej k > 2 i odpowiednio duzego d. Dowdd twierdzenia 4
réwniez opiera si¢ na metodach spektralnej teorii grafow.

Ciekawostka jest fakt, ze dwoch sposrod pieciu autordw twierdzenia 4 jest
jeszcze na studiach - na drugim i trzecim roku studiéw. Ponadto, w tej piatce
jest trzech ztotych medalistéow Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej
oraz trener kadry Chin. Tak wigc problem prostych réwnokatnych znéw znalazt
sie w rekach mlodych ludzi zwigzanych z olimpiada matematyczna.
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Bartlomiej Bzdega (Poznan)

Zadania olimpijskie z drugim dnem

Jedna z podstawowych funkgji, jakie pelnig zadania, jest nauczanie ma-
tematyki. Uczen probujacy rozwigzac zadanie — podobnie jak uczony pracujacy
nad problemem otwartym - poznaje lub tworzy narzedzia matematyczne, ktore
pomagaja w osiagnieciu celu. W odrdznieniu od otwartych probleméw, zadania
olimpijskie majg znane - przynajmniej cztonkom Komisji Zadaniowej - rozwig-
zania, wiec korzystajg one z narzedzi, ktore zostaly juz wczesniej wytworzone,
czesto nawigzujacych w jaki$ sposéb do osiagnie¢ uczonych z minionych lat.
Bywa tez tak, Ze zadanie jest szczeg6lnym badz uproszczonym przypadkiem
pewnego otwartego problemu. W takich sytuacjach zadanie stanowi pretekst
do tego, by oprocz poszerzenia swojego arsenatu technik, naby¢ nieco kultu-
ry matematycznej. W niniejszym artykule przedstawiam kilka takich zadan
z Olimpiady Matematycznej.

LXVII OM, etap 1, zadanie 1.

Na tablicy napisano liczbe catkowitq dodatnig. W kazdym kroku zmazujemy
liczbe n napisang na tablicy i piszemy nowgq liczbe. Jesli liczba n jest parzysta,
to piszemy na tablicy liczbg 5. Jesli liczba n jest nieparzysta, to wybieramy jedng
z liczb 3n + 1, 3n — 1 i piszemy jg na tablicy. Czy - niezaleznie od tego, jakg liczbe
napisano na tablicy na poczgtku - mozemy, po skoticzenie wielu krokach, uzyska¢
na tablicy jedynke?

Aby udowodni¢, ze uzyskanie jedynki zawsze jest mozliwe, wystarczy
wykazad, ze dla kazdego n > 1 mozna w skonczonej liczbie krokéw uzyskaé
liczbe mniejszg od n. Rozwazamy przypadki n = 2k, n =4k +1in =4k —1dla
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k catkowitych dodatnich:

2k — k,
4k +1—->12k+4 - 6k +2 -3k +1,
4k -1->12k-4 -6k -2 - 3k —-1.

Interesujace i naturalne jest pytanie, co by sie stalo, gdyby uzytkownika tablicy
pozbawi¢ mozliwosci dokonywania wyboru - czyli aby za kazdym razem, gdy
n jest nieparzyste, zastepowac je liczbg, powiedzmy, 3n — 1. Wtedy odpowiedz
nie jest twierdzaca, gdyz wowczas moga, cho¢ nie musza, pojawic sie cykle:

5-14-57-20-10—>5—...

Mozna udowodnig, ze jesli liczba a wystepuje w cyklu o dlugosci n, to a < 2"
(LXVII OM, etap 1, zadanie 12). Pozostawiam to czytelnikowi.

Inaczej rzecz si¢ przedstawia, jesli rozwazymy 3n + 1 zamiast 3n — 1. Wow-
czas otrzymamy stynny, nierozstrzygniety jeszcze problem Colatza.

LXVIII OM, etap 1, zadanie 6.

W balu uczestniczyto 20 kawaleréw i 20 dam. W kazdym z 99 tanicow tariczyta
doktadnie jedna para, za kazdym razem inna. W kazdej parze tariczyta dama
z kawalerem. Dowies¢, ze istnieje takich dwoch kawalerow i takie dwie damy,
ze kazdy z tych dwéch kawaleréw zatariczyt z obiema tymi damami.

Nieco ogdlniejsze i bardziej matematyczne sformulowanie tego problemu
mogloby brzmie¢ nastepujaco: jaka jest najwigksza liczba krawedzi grafu dwu-
dzielnego o dwupodziale (7, ), ktéry nie zawiera cyklu C4? Jest to szczegdlny
przypadek klasycznego problemu Zarankiewicza.

Niech A i B beda n-elementowymi zbiorami niezaleznymi w tym grafie —
czyli zbiorem dam i zbiorem kawaleréw z zadania. Oznaczymy przez d;, ..., d,
stopnie wierzchotkéw ze zbioru A. Wtedy i-ty wierzchotek sasiaduje z (dz")
parami wierzcholkéw zbioru B. Jesli w tym grafie nie ma Cy, to

BEHEE Ol
2) "5 \2)7 2\ n
przy czym k = dy + --- + d, to liczba krawedzi grafu. Jezeli zatem zachodzi
nieréwnos¢ k > 4 (\/4n -3 + 1), to w grafie istnieje C4. W szczegdlnosci dla
n = 20 wystarcza juz 98 krawedzi.

Powyzsze zadanie jest bezposrednio zwigzane z otwartym zagadnieniem

konstruowalnosci plaszczyzn rzutowych - biorgc graf Leviego plaszczyzny rzu-
towej rzedu m, otrzymamy graf dwudzielny bez C4, w ktérym zbiory dwu-
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podziatu majg po n = m* + m + 1 wierzcholkdéw, a liczba krawedzi wynosi
k = (m*+m+1)(m+1), co jest réwne 4 (\/4n -3 +1).

Sam problem mozna tez wystowi¢ geometrycznie: ile mozna wzig¢ punk-
tow o obu wspéirzednych ze zbioru {1,. .., n}, aby zadne cztery z nich nie byly
wierzchotkami prostokata o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspoirzednych?
I jeszcze inaczej, w jezyku zbioréw: wyznaczy¢ najwigksza mozliwg wartos¢

i AildlaAy,..., A, c{1,...,n}, przy czym [A; n Aj| <1, gdy i # j.

LXVIII OM, etap 1, zadanie 12.
Niech a bedzie takg liczbg rzeczywistg, ze tg am = \/2. Rozstrzygngd, czy o moze
by¢ liczbg wymierng.

Indukcyjnie dowodzimy, Ze tg nam istnieje oraz tgnam = ‘Z—:\/f dla n
catkowitych dodatnich, przy czym p; = q; = 1 oraz

Pn+1 = Pn+ 4qn> QnHZQn_zpn-

Liczba g, jest zatem zawsze nieparzysta oraz p,, jest tej samej parzystosci co n.
Przypus$émy teraz, ze a = % i jest to utamek nieskracalny. Wowczas tg Namr = 0,
z czego wynika, ze py = 0, wiec N = 2k i M = 2] + 1 dla pewnych catkowitych
dodatnich k i . Jednak wtedy tg kar nie istnieje — sprzecznos¢.

Zadanie to daje znakomity pretekst do zapoznania si¢ z pewnym ma-
terialem z wyzszej matematyki. Jesli tganm = /2, to liczba zespolona z, =
cos ar + i sin a7 jest pierwiastkiem wielomianu 144z* — 72z + 25 nierozkladal-
nego nad Z. Z drugiej strony, dla wymiernych «, liczba z jest pierwiastkiem
wielomianu z" — 1 dla pewnego calkowitego dodatniego #, wiec jest liczba
algebraiczng calkowitg — i mamy sprzecznos¢.

Inne rozwigzanie, ktdre praktycznie nie wymaga wysitku, korzysta z twier-
dzenia Nivena: jesli r i cos 77 s liczbami wymiernymi, to cos 7 € {0, ﬂ:%, il}.
Tu wystarczy zauwazy¢, ze cos 2am = —%.
LXVIII OM, etap 2, zadanie 3.

Dane sg liczby rzeczywiste x < -+ < Xan_1, ktérych Srednia arytmetyczna jest

réowna A. Wykazac, ze

2n-1 2n-1

Z-Zl (xi—A)z > Z (x,- —xn)z.

i=1
Nieréwno$¢, ktérg chcemy udowodnié, jest suma nieréwnosci
2 .
(QA-x;—xp4i)" 22(xi —xp) (Xpsi — %) dlai=1,...,n-1

oraz 2(x, — A)? > (x, — x,)%
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To zadanie ma ciekawy interpretacje probabilistyczna. RozwaZmy zmien-
ng losowa X, ktora przyjmuje warto$¢ x; z prawdopodoblenstwem , przy
czym k; oznacza liczbe wystgpien liczby x; w ciagu (x1, ..., X25-1). Wowczas
warto$cig oczekiwang zmiennejlosowej X jest EX = A, ajej mediang jest m = x,,.
Po obustronnym podzieleniu przez n nieréwnosci z zadania otrzymamy

2VarX > E((m-X)*) = (EX - m)* + Var X,

czyli |[EX — m| < 0 - mediana i warto$¢ oczekiwana réznia si¢ nie wiecej niz
o odchylenie standardowe.

Ten fakt nietrudno udowodni¢ dla dowolnego rozkladu o skonczonej
wariancji - wystarczy dwukrotnie zastosowac nieréwnos¢ Jensena:

[EX — m| = [E(X — m)| < E|X — m| < E[X - EX| < VE (X - EX]) = 0.

LXIX OM, etap 1, zadanie 9.
Dana jest liczba catkowita n > 3. Udowodnic, ze dla dowolnych dodatnich liczb
rzeczywistych xi, . . ., x, zachodzi nierownos¢

2 2
1+x2 1+x2 1+ x%_ 1+X 1+x
1 2 n-2 n-1 n

-
Xy + X3 X3 + X4 Xp-1+ xn Xy + X1 X1+ X

Krotki dowdd tej nieréwnosci mozna otrzymac dzieki dwukrotnemu
zastosowaniu nieréwno$ci Cauchyego-Schwarza w postaci Engela. Niech § =
X1+ + X, Oraz x,.; = x; dla i catkowitych. Dodajac stronami nieréwnosci

ST O Vs
i=1

z - b
Xigl+Xivz 2 (X +Xi2) 28

1

n 2
Z > (X 1x1) _ S
- b
io1 Xi+1 t Xiy2 i:1(xi+1 + xi+2) 2§
otrzymamy

nolexd ptas?

Z 2 > n.

01 Xil t Xig2 A

Rozwigzujac to zadanie, warto wejs¢ do pewnej — niestety $lepej — uliczki,
choc¢by po to, by sie czegos dowiedziec. Pierwszym odruchem przy dowodzeniu
takich nieréwnosci jest ich ujednorodnienie. Tutaj mozna to zrobi¢ z wykorzysta-
niem nieréwnosci 1+ x? > 2x. Do udowodnienia pozostanie zatem nieréwno$¢

n
)

=1 Xiv1 + x1+2

NI:



Zadania olimpijskie z drugim dnem 387

Jest to stynna nieréwnos¢ Shapiro, ktdra jest prawdziwa jedynie dla parzystych
n mniejszych od 13 i nieparzystych n mniejszych od 24.

Na zakonczenie jeszcze jedno zadanie z nieréwno$cia Shapiro w tle. Trzeba
udowodni¢, ze dla dodatnich xi,...,x, (n > 3) zachodzi co najmniej jedna
z nieréwnosci

Przy czym przyjmujemy, ze X,i1 = X1, Xp42 = X2, X0 = Xp, X-1 = Xp—1 (LIII OM,
etap 3, zadanie 4). Pozostawiam je jako zadanie domowe.

Bartlomiej Bzdega
nauczyciel wedrowny
exul@amu.edu.pl
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Krzysztof Ciesielski (Krakéw)

Zadania olimpijskie niezwyklej urody

Jedna z czterech sesji specjalnych na Jubileuszowym Zjezdzie Stulecia
PTM (zob. [9]) zatytutowana byla Zadania olimpijskie niezwyktej urody.

Liczni matematycy mieli zwigzki z takimi konkursami, jak Olimpiada
Matematyczna, Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna, inne migdzyna-
rodowe konkursy matematyczne dla uczniéw oraz zawody matematyczne dla
studentéw matematyki. Tak uczestnicy zawodow, jak i inni zainteresowani tg
tematykg matematycy stykali sie z zadaniami, ktore uznawali za szczegdlnie
atrakcyjne — zwigzane z pomyslowymi, oryginalnymi, zaskakujacymi, ale nie
przesadnie dtugimi rozwigzaniami. Zdarzalo sig, Ze juz sam temat zadania mogt
okazac¢ sie fascynujacy. Problemy tego rodzaju budza zainteresowanie takze tych
matematykow, ktorzy z konkursami nie byli nigdy w zaden sposéb zwigzani.
Takim wlasnie zadaniom poswigcona byla ta sesja.

Dziewiecioro z jedenastki prelegentéw przedstawito po jednym, bardzo
ciekawym zadaniu. Sesje uswietnit wyktad laureata Nagrody Giéwnej PTM im.
S. Dicksteina za 2018 rok, Michata Krycha, ktory zaprezentowal dwa zadania.
Uczestnicy Zjazdu otrzymali w materiatach konferencyjnych tresci wszystkich
zadan, by chetni mogli nad nimi pomysle¢ przed wystuchaniem referatéw. Pierw-
sze wystapienie, przygotowane przez Danute Ciesielskg i Malgorzate Terepete,
poswigcone bylo Stefanowi Straszewiczowi. W referacie wygloszonym przez dru-
ga autorke zostaly podane wazne informacje biograficzne oraz przedstawiona
rola Straszewicza jako tworcy i wieloletniego organizatora Olimpiady Mate-
matycznej, a jednocze$nie pierwszego przewodniczacego Komitetu Gléwnego
Olimpiady.

Poza Michatem Krychem zadania oraz ich rozwigzania zaprezentowali
Dominik Burek, Bartlomiej Bzdega, Andrzej Grzesik, Barbara Roszkowska-

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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-Lech, Ryszard Rudnicki, Grzegorz Swigtek (obecny przewodniczacy Komitetu
Gléwnego Olimpiady Matematycznej), Edward Tutaj, Jakub Wegrecki i Michal
Wojciechowski. Ponadto podczas dyskusji pojawito sie — przedstawione przez
Krzysztofa Oleszkiewicza — jeszcze jedno zadanie niezwyklej urody.

Sesja wzbudzila duze zainteresowanie. Mimo odbywajacych sie réwnole-
gle az dwudziestu jeden sesji naukowych, promoc;ji ksigzki X, Y, Z. Prawdziwa
historia ztamania szyfru Enigmy z udzialem jej autora, Dermota Turinga, zorga-
nizowanej w ramach sesji specjalnej Pogromcy Enigmy oraz panelu dyskusyjnego
O ksztatceniu nauczycieli oraz kluczowych problemach nauczania matematyki,
na sali zawsze bylo okolo 40-50 0séb. Niektorzy uczestniczyli w calej sesji,
inni wystuchali wybranych referatéw. Wsrdd stuchaczy byli przedstawiciele
wszystkich pokolen - od uczniéw liceum do emerytéw. Obok autoréw znacza-
cych wynikdw, profesoréw nauk matematycznych, cztonkéw PAN, przybyli
matematycy znacznie mtodsi, w tym studenci, a takze nauczyciele matematyki.

Ponizej podane sg przedstawione 5 wrzesnia 2019 roku zadania oraz szkice
rozwigzan opracowane przez osoby, ktore je na sesji zaprezentowaty. Od orga-
nizatora sesji dolaczone zostaje jeszcze jedno zadanie podobnego charakteru.
By umozliwi¢ chetnym czytelnikom ewentualne samodzielne rozwigzywanie,
najpierw podane sg wszystkie teksty zadan.

Zadania

Zadanie 1 (Ryszard Rudnicki). Dowies¢, ze jezeli w wielo$cian wypukly mozna
wpisa¢ kule i kazda $ciane tego wielo§cianu mozna tak pomalowa¢ na jeden
z dwoch koloréw, ze kazde dwie $ciany majace wspolng krawedz sg réznych
koloréw, to suma pdl $cian jednego koloru jest rowna sumie pol $cian drugiego
koloru.

Zadanie 2 (Michal Wojciechowski). Baron Miinchhausen twierdzi, ze w jego
magicznym lesie rosng sosny i brzozy. W odlegtosci rownej jednemu kilometro-
wi od kazdej sosny rosnie dokladnie dziesie¢ brzdz. W lesie jest wigcej sosen
niz brzéz. Czy baron Miinchhausen moze méwic prawde?

Zadanie 3 (Edward Tutaj). Ciag (x,),°; dany jest wzorem rekurencyjnym:
Xp+3 = Xp + Xp41 - Xp42 Oraz warunkami poczatkowymi: x; = x; = x3 = 1.
Wykazacé, ze w tym ciggu wystepuje wielokrotno$¢ kazdej liczby naturalnej.

Zadanie 4 (Barbara Roszkowska-Lech). Niech a i b beda takimi dodatnimi
liczbami catkowitymi, ze liczba a® + b? jest podzielna przez ab + 1. Udowodnic,
a’+b?
ab+1

ze jest kwadratem liczby calkowitej.
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Zadanie 5 (Jakub Wegrecki). Kazda dodatnig liczbe catkowita pomalowano na
jeden z k kolorow. Wykaza¢, ze istniejg cztery parami rézne dodatnie liczby
catkowite a, b, ¢, d jednego koloru spetniajace nastepujace warunki:

ad=be, S=2019" P =20207
a a
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych m, n.

Zadanie 6 (Michal Krych). Udowodni¢, ze jesli liczby catkowite a, b spetniaja
réwnanie 2a2 + a = 3b% + b, to liczby a — b i2a + 2b + 1 s3 kwadratami liczb
catkowitych.

Zadanie 7 (Michat Krych). Na krawedziach czworoscianu A;A; A3 A4 wybrano
sze$¢ punktow, po jednym na kazdej krawedzi. Przez kazdy wierzchotek czworo-
$cianu i te trzy punkty z obranych punktéw, ktdre leza na krawedziach z niego
wychodzacych, poprowadzono sfere. Dowiesc, ze cztery tak powstale sfery maja
punkt wspolny.

Zadanie 8 (Barttomiej Bzdega). W pieciokacie wypuktym ABCDE zachodza
nastepujace rownosci:

|AB| = |BC| =|CD|, |AE|=|EB|=|BD|, |AC|=|CE|=|ED|.

Wyznaczy¢ miary katdw tego pieciokata.

Zadanie 9 (Dominik Burek). Liczby calkowite ay, as, . . ., a, spelniaja nieréw-
nosci
l<agy<ay<---<a,<2a.
Udowodnic¢, ze jesli m jest liczba réznych dzielnikéw pierwszych iloczynu
aiay...ay, to
(may...a,)" " > (n)™

Zadanie 10 (Andrzej Grzesik). Wyznaczy¢ najwigksza liczbe takich prostych
w przestrzeni, przechodzacych przez ustalony punkt, ze kazde dwie przecinaja
sie pod jednakowym katem.

Zadanie 11 (Grzegorz Swiatek). Wewnatrz obszaru na plaszczyznie ograniczone-
go przez dodatnig czeé¢ osi odcietych i parabole, tj. {(x, y) : 0 < x,0 < y < x*}

porusza sie swobodnie punkt materialny, odbijajac si¢ od brzegu wedtug zasady;,
ze kat padania na styczng w punkcie odbicia jest réwny katowi odbicia. Wyka-
zat, ze bez wzgledu na poczatkowy kierunek i polozenie punkt odbije sie tylko

skoniczenie wiele razy.
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Zadanie 12 (Krzysztof Oleszkiewicz). Niech r bedzie liczbg naturalng. Udowod-
ni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych ay, a,, . .., a, spelniona jest nieréw-

nosé L
3 (32 ) >0

m=1\n=1 m+n

Rozstrzygnag, dla jakich liczb ay, as, . .., a, nier6wno$¢ ta staje si¢ réownoscia.

Zadanie 13 (Krzysztof Ciesielski). Na plaszczyznie umieszczono szes¢ punktow
w ten sposodb, ze kazde trzy sposrod nich sg wierzchotkami tréjkata o bokach
réznej dlugosci. Udowodnié, ze najkrotszy bok pewnego z tych trdjkatow jest
zarazem najdluzszym bokiem innego z nich.

Szkice rozwigzan

Zadanie 1. Na kazdej $cianie polaczmy punkt stycznosci kuli z tg §ciang ze wszyst-
kimi wierzchotkami nalezacymi do tej $ciany; powstang tréjkaty o wspdlnym
wierzchotku. Dwa trdjkaty polozone na réznych $cianach wieloscianu, ktorych
wspdlnym bokiem jest krawedz wielo$cianu, s3 pomalowane réznymi kolorami.
Rozwazmy taka pare trojkatow ABM i ABN o wspoélnej podstawie AB. Plasz-
czyzna przechodzaca przez $rodek kuli i punkty stycznosci jest prostopadla do
plaszczyzn zawierajacych te tréjkaty, jest wiec prostopadla do prostej AB. Niech
C bedzie punktem przeciecia tej plaszczyzny i prostej AB. Z twierdzenia o odcin-
kach stycznych i okreslenia punktu C wynika, ze odcinki CP i CQ s3 réwne i s3
wysokosciami tréjkatow ABM i ABN, wobec czego te trojkaty maja rowne pola.

Wszystkie $ciany wielo$cianu zostaty przedstawione w postaci sum trdj-
katdw, przy czym tréjkaty te mozna polaczy¢ w pary; w kazdej parze sg trojkaty
o réwnych polach pomalowane réznymi kolorami, a stagd wynika réwno$¢ sum
pol odpowiednich $cian. O

Zadanie 2. Zauwazmy, ze 65% + 0% = 652, 392 + 52% = 65 oraz 25% + 60 = 652
i oczywiscie takze (£65)% + 0% = 65%, (£39)? + (£52)? = 65 oraz (+25)* +
(£60)? = 65%. Z tych zwigzkéw wynika, ze na kazdym okregu o promieniu 65
i 0 $rodku w punkcie (2k +1,2n), przy czym k i n sg liczbami catkowitymi, lezy
dokladnie dziesie¢ punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych. Analogiczny
fakt zachodzi dla okregéw o srodkach w punktach (2n, 2k +1).

Jesli posadzimy brzozy w punktach (2k +1,2n) i (2n,2k +1) dla k =
L,2,...,N,n=0,1,...,N +1,asosny w punktach (2k,2m), przy czym —4 <
k < N+4,-4 < m < N +4, to dla odpowiednio duzych N powstanie (po
odpowiednim przeskalowaniu) magiczny las. O
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Zadanie 3. Ustalmy p € N. Chcemy wykaza¢, ze istnieje takie n € N, ze p
dzieli x,. Dla p = 1 twierdzenie jest oczywiste. Mozemy wiec zalozy¢, ze
p > 1. Niech r, bedzie resztg z dzielenia x, przez p. Innymi stowy, r, = x,
(mod p)i0 < r, < p. Z whasnoéci kongruencji wynika, ze ciag (7)o, spel-
nia réwnanie 1,13 = 1, + rp41 - Tp42 (W tym réwnaniu dodawanie rozumiemy
jako dodawanie w zbiorze reszt) oraz, wobec nieréwnosci p > 1, warunek
r = ry = r3 = 1. Naszym celem jest teraz udowodnienie, iz istnieje takie n € N,
zet, = 0.

Ze WZOTU Ty = Tyy3 — 'yl - Ty Wynika, ze ciag (r,)5o; daje sie jedno-
znacznie przedluzy¢ z N na Z. Ponadto, wykorzystujac zasade szufladkowa
Dirichleta, zauwazamy, ze cigg (r, )% jest okresowy. Istotnie, jezeli znamy trzy
kolejne wyrazy r;, rs11, 7542 tego ciagu, to potrafimy jednoznacznie wyznaczy¢
pozostale wyrazy. Ale zbior tréjek (uy, uy, u3), dla ktorych 0 < u; < p jest skon-
czony, a trojek postaci Ts = (s, 7541, 7s+2) jest nieskoniczenie wiele, wigc istnieja
takie k, I € N, ze Ty = T;. Dla zakonczenia dowodu wystarczy zaobserwowac,
ze 1o = 0.

Rozwazana w tym zadaniu wlasno$¢ ciggéw zadawanych specjalnego typu
réwnaniami rekurencyjnymi zostala prawdopodobnie zaobserwowana po raz
pierwszy dla ciaggu Fibonacciego. O]

Zadanie 4. Rozwazmy réwnanie dwoch zmiennych x? + y? = k(xy+1). Jesli para
(x, y) jest rozwigzaniem tego réwnania, to jest nim rowniez para (y, x). Niech
teraz x bedzie najmniejsza dodatnig liczba catkowita, dla ktérej istnieje rozwia-
zanie catkowite y rownania x* + y* = k(xy +1). Oczywiscie x < y. Powyzsze
réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci rownania kwadratowego z niewiadomg ¢

2 —kxt+x>—k=0.

Niech z bedzie drugim catkowitym pierwiastkiem tego rdwnania (pierwszym
jest ¥). Rozwazmy dwa przypadki:
(i) z > 0. Ze zwigzkow yz = x?—k oraz x < y wynika, ze xz < yz = x*—k < x3
czyli z < x. Uzyskali$my sprzecznos¢.
(ii) z < 0. Wtedy, korzystajac z wzoroéw Viétea (yz = x* — k, y + z = kx),
otrzymujemy

(y+1)(z+1) =x*—k+kx+1=x*+(x-1)k+1>1.

Jezeli liczby catkowite y, z spelniajg warunki z < 0 < y, to nieréwno$¢
(y+1)(z+1) > 1implikuje, Ze z = 0. Oznacza to, ze x> — k = 0, czyli k jest
kwadratem liczby catkowitej, co konczy dowdd.
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a’+b?
ab+1
istnieja. Dla dowolnej liczby catkowitej a wystarczy przyjaé b = a® i wéwczas

k=a*

Jesli para (a, b) dla a < b spelnia warunki zadania, to spelnia je tez para
(kb - a,b). Po uwzglednieniu symetrii mozemy w ten sposéb konstruowaé
nieskonczony ciag par spelniajacych warunki zadania. t

Zauwazmy, ze takie liczby calkowite a i b, ze liczba k = jest calkowita,

Zadanie 5. Przywolajmy najpierw inne powszechnie znane zadanie. Rozpatrz-
my uktad wspotrzednych, w ktérym kazdy punkt kratowy o obu wspotrzednych
dodatnich pomalowano na jeden z k kolorow. Wowczas istnieje prostokgt o wierz-
chotkach tego samego koloru i bokach réwnolegtych do osi uktadu.

Zalézmy, ze mamy pewne kolorowanie dodatnich liczb catkowitych na k
koloréw. Rozpatrzmy uktad wspoétrzednych, w ktérym kazdy punkt kratowy
o wspolrzednych dodatnich (x, y) ma taki sam kolor, jak liczba 2019* - 2020”.

Na mocy wspomnianego zadania istnieje prostokat o wierzchotkach jedno-
kolorowych. Niech (x1, y1), (x2, y1), (%1, ¥2), (x2, ¥2) beda jego wierzchotkami.
Wowczas liczby: a = 2019* - 2020”7, ¢ = 2019* - 2020, b = 2019*' - 202072,
d = 20192 - 2020”2 spelniajg warunki zadania. O

Zadanie 6. Z zatozenia wynika, ze b* = 2a® +a - 2b* b = (a-b)(2a +2b +1).
Gdyby liczba pierwsza p dzielila liczby a — b oraz 2a + 2b + 1, to dzielilaby tez
liczbe b’ wiec dzielitaby b orazliczbe (2a+2b+1-2(a-b))-4b = 4b+1-4b =1,
a to jest niemozliwe. Stad i z rownosci b> = (a—b)(2a+2b+1) wynika, ze kazdy
czynnik pierwszy liczby a — b pojawia si¢ w jej rozkladzie na czynniki pierwsze
tyle samo razy, ile w rozkladzie liczby b* na czynniki pierwsze, wiec w parzystej
potedze. To samo mozna powiedzie¢ o czynnikach pierwszych liczby 2a +2b +1.
Skonczylismy dowod?

Alez skad! I wlasnie na tym polega uroda tego zadania. Trzeba jeszcze
dowies¢, ze a—b jest nieujemna! Koniecznie nalezy skorzystac z tego, ze liczby a
i b sg calkowite, bo bez trudu mozna znalez¢ liczby rzeczywiste a, b, dla ktérych
a < b i spetniona jest réwnos¢ 2a> + a = 3b* + b,np. b =1, a = —-1(1+1/33).
Mozna to zrobi¢ analizujac podzielno$¢, ale tego juz tu nie zrobimy.

Mozna pytac o liczbe rozwigzan w liczbach catkowitych tego réwnania.
Jest ich nieskonczenie wiele. Dow6d mozna sprowadzi¢ do réwnania Pella. [J

Zadanie 7. To zadanie pochodzi z zawodéw finalowych Olimpiady Matematycz-
nej. Na zawodach drugiego stopnia tej samej olimpiady pojawilo si¢ analogiczne
zadanie dla tréjkata na plaszczyznie:
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Na bokach AB, BC, CA tréjkgta ABC obrano odpowiednio punkty P, M, N,
rézne od wierzchotkow trojkgta. Udowodnic, ze okregi opisane na tréjkgtach ANP,
BPM, CMN majqg punkt wspdlny.

Ta dwuwymiarowa wersja zadania finatlowego nie jest trudna, jednak
konieczne jest rozwazenie wielu konfiguracji, co wielu uczestnikom zawodow
sprawilo spore kiopoty.

Zadanie przestrzenne sprowadza si¢ fatwo do zadania ptaskiego. Pomi-
niemy przypadki szczegoélne. Przyjmijmy, Ze punkty wybrane na krawedziach
czworoscianu nie sg jego wierzcholkami oraz kazde dwie rozpatrywane sfery
przecinaja si¢ wzdluz pewnego okregu. Niech B;; oznacza punkt wybrany na
krawedzi A; Ay (i,k € {1,2,3,4}, i < k), S; za$ sfere przechodzacg przez A;
i punkty B;; lub Bj;, j € {1,2,3,4}, i # j. Niech C; bedzie punktem wspSlnym
plaszczyzny A ;A Ae ({j, k, €} = {1,2,3,4} \ {i}) i sfer S}, Sk, S¢ — istnienie C;
wynika z twierdzenia dla tréjkata. Teraz rzutujemy stereograficznie sfere S;
z punktu A, na plaszczyzne, ktéra nie zawiera punktu A;. Okregi - czedci wspdl-
ne plaszczyzn A1A,A3, A1A3As i AjA4A; zostajg przeksztalcone na proste,
a okregi S; N S; na okregi, co pozwala na sprowadzenie dowodzonej tezy do
przypadku plaskiego. O

Zadanie 8. Rownosci podane w temacie zadania zachodza, gdy A, B, C, D s3
kolejnymi wierzchotkami dwunastokata foremnego o srodku E.
Przyjmijmy oznaczenia: x = |AB|, y = |AE|, z = |AC| oraz ¢ = |<BAC]|,
= |< CAE|. Z ré6wnosci cos(<p + V) = cos ¢ cos 1// - sin ¢ s1n ¥ otrzymamy po
przeksztalcemach ;2 + v = + =5, analoglcznle + y2 + y = 5. Te réwnosci
prowadzg do wniosku, ze pewne dwie zliczb x, y, z s3 rowne, a dzieki zatozeniu
o wypuklosci pieciokgta mamy y = z. Dalszg czg¢$¢ rozwigzania stanowig proste
rachunki na katach.

Inny sposob rozwigzania pokazat niedawno autorowi zadania Tomasz Cie-
$la. Na zewnatrz danego pieciokata budujemy trojkaty ABF i CDG, przystajace
do tréjkata BCE. Wowczas tréjkaty rownoramienne ABC i EAF sg podobne,
analogicznie tréjkaty BCD i EDG. Z odpowiednich proporcji otrzymujemy
|EF| = |EG]|, wiec tréjkaty EBF i GCE sg przystajace. Reszta ponownie pozostaje
kwestig rachunku na katach’ O

Zadanie 9. Liczby a; mozna przedstawi¢ w postaci a; = p*i - b;, przy czym p
nie dzieli b; dla dowolnego dzielnika pierwszego p liczby a;a; ... a,. Wowczas

' Redakcja z zalem zauwaza, Ze matematycy zazwyczaj czesciej rachujg na katach niz na
kontach.
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zwarunku a; < a; < --- < a, < 2a; dostajemy, Ze b; s3 parami rozne. Istotnie,
jeslib; = b; dla pewnych i < j, to

-
aj _pU-bi gk

ai  pki-b;

co jest niemozliwe. Wobec tego
blbz. .. bn > nl.

Po przemnozeniu powyzszych nieréwnosci dla kazdej liczby pierwszej p, ktora
dzieli iloczyn a;a; . . . a,, dostajemy teze. O]

Zadanie 10. Zalézmy, ze jedna z prostych jest pionowa oraz rozwazmy sfere
o $rodku w punkcie przecigcia prostych i dowolnym promieniu. Skoro pozo-
stale proste leza pod tym samym katem do prostej pionowej, muszg przecina¢
rozwazang sfere na pewnych dwoch réwnoleznikowych okregach antypodycz-
nych. Skupiajac teraz uwage na dowolnej innej prostej, zauwazamy, ze punkty
przeciecia ze sferg prostych lezacych do niej pod tym samym katem tez musza
leze¢ na takich okregach. Dwie pary okregéw antypodycznych moga przecinaé
sie tylko w czterech parach punktéw antypodycznych, co oznacza, ze poza
dwiema rozwazanymi prostymi mogg istnie¢ jeszcze tylko co najwyzej cztery
inne spelniajgce warunki zadania. Daje nam to ograniczenie gorne — sze$¢ pro-
stych réwnokatnych. Aby zobaczy¢, ze to ograniczenie jest osiggane, wystarczy
rozwazy¢ dwudziestoscian foremny i polaczy¢ jego szes$¢ par wierzchotkow
antypodycznych. O]

Zadanie 11. Wystarczy rozwazy¢ dodatnig poéltrajektorie poruszajacego si¢ punk-
tu, gdyz w rozwazaniach mozna odwrdci¢ kierunek ruchu.

Obszar nad parabolg jest wypukly, wiec punkt odbija si¢ na przemian od
potosi odcietych i od paraboli. Oznaczmy przez (x,) odciete punktéw odbi-
cia na paraboli ponumerowane w kolejnosci, w ktorej wystepuja; przez (%)
oznaczmy, na takiej samej zasadzie, odcigte punktéw odbicia od osi OX. Bez
straty ogélnosci mozemy opisac ruch jako X; - x; - X, — ---. Niech a,, oznacza
miare kata x,,X,0. Zauwazmy, ze x,, > X, wtedy i tylko wtedy, gdy &, > 7.

Z nieréwnosci

L]
2

tg —tg% > 2%y (1)

wynika, Ze (a,) jest ciagiem rosnagcym. Gdyby dla pewnego n zachodzita nie-
ré6wnos¢ a, > 7, to od tego n cigg (x,) bylby silne rosnacy, («,) zmierzatby
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do 7, czyli po skonczenie wielu krokach przestatby si¢ odbija¢ od paraboli. Jesli
zatem trajektoria ma si¢ odbija¢ od brzegu nieskoniczenie wiele razy, to &, < 5
dla wszystkich » i ciggi (x,) oraz (%,) sg silnie rosnace.

Zauwazmy tez, ze

. 2 . 2x, 2
jesli C=——>0ix,>%x411, tO0 Xy—Xp41< <Cx;,. (2)

tgay tg an
Przypus¢my, ze teza nie zachodzi. Wéwczas albo otrzymamy silnie rosnacy ciag
(x,) dazacy do 0, albo - zgodnie z nieréwnoscia (1) - cigg (a,) dazacy do +oo.
Kluczowa dla dalszych rozwazan jest obserwacja, ze

i(l—xnﬂ):oo. 3)

n=1 Xn

Gdyby tak nie byto, to dla odpowiednio duzych N otrzymalibysmy

1> 2(1— X )> Zﬂ(l— X ):xN S (dn = Xms1) = N =1,
n=N XN

n=N Xn+1 n=N XN Xn+1

Ze zwiazkéw (2) i (3) wnioskujemy, ze .72, x, = oo, z kolei z nier6w-
nosci (1) wynika, Ze ciag (tg %) zmierza do +oo i (a,) zmierza do 7, a stad
otrzymujemy teze.

Interesujace jest pytanie, czy teza twierdzenia zachodzi, jesli bedziemy
rozwazac obszar U ograniczony od gory nie przez potowe paraboli, a przez
wykres dowolnej gladkiej funkcji wypuklej o wartosciach dodatnich dla x > 0
i przyjmujacej wartos¢ 0 dla x = 0. O

Zadanie 12. Rozwazmy funkcje wielomianowe okres$lone wzorami P(x) =

a1+ Yoy amx™ 1 Q(x) = Xy (X 2282 x™* ). Zauwazmy, ze Q'(x) =

xP(x)? skad Q’(x) > 0 dla x € [0,1]. Funkcja Q jest zatem rosnaca na prze-
dziale [0,1] i

0=Q(0) < Q1) = Z (Z m )

m=1 \n=1 m+n

co konczy dowod nieréwnosci z tematu zadania.

Nieréwno$¢ ta stanowi elementarng wersje znanego faktu z dziedziny
analizy funkcjonalnej i harmonicznej — transformata Hilberta jest operatorem
dodatnio polokreslonym na przestrzeni ciaggéw sumowalnych z kwadratem.

Jesli zachodzi réwnosé, to dla x € [0,1] mamy 0 = Q(0) < Q(x) <
Q(1) = 0, czyli Q = 0 na [0,1]. Stad Q" = 0 na [0,1], totez P = 0 na (0,1].
Gdyby P byl wielomianem stopnia dodatniego, mialby co najwyzej skonczenie
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wiele rzeczywistych miejsc zerowych. Wielomian P musi wigc by¢ zerowy:
a=a =--- = a, = 0. Oczywiscie dla ciagu zerowego zachodzi réwnos¢. [

Zadanie 13. Zacznijmy od innego zadania.

Na plaszczyZnie obrano szes¢ punktow, z ktorych zZadne trzy nie lezg na
jednej prostej. Kazdy z odcinkow tgczgcy pare tych punktow pomalowano albo
na czerwono, albo na niebiesko. Dowiesc, ze ktores trzy z danych punktow sg
wierzchotkami tréjkgta o bokach jednego koloru.

By to wykaza¢, wybierzmy jeden z szesciu danych punktdw, oznaczmy go
przez A; jest on koncem pieciu rozwazanych odcinkéw. Z zasady szufladkowe;j
Dirichleta wynika, ze przynajmniej trzy z nich sa tego samego koloru. Przyjmij-
my, ze s3 to odcinki AB, AC i AD i ze s czerwone. Jesli ktorys z odcinkéw BC,
CD i BD jest czerwony, to mamy trdjkat o bokach czerwonych; jesli wszystkie
sa zielone, to trojkat BCD ma boki zielone.

Przejdzmy teraz do zadania wyjsciowego.

Pomalujmy kolorem czerwonym wszystkie odcinki, dla ktérych istnie-
je trojkat o wierzchotkach w zadanych punktach, w ktérym ten odcinek jest
najkrétszym bokiem. Pozostale odcinki pomalujmy na zielono.

Z poprzedniego zadania wynika, Ze istnieje trojkat o bokach pomalo-
wanych tym samym kolorem. Nie moze to by¢ tréjkat zielony, bo w kazdym
trojkacie ktorys bok jest najkrotszy. Jest to zatem trojkat czerwony — jego naj-
dluzszy bok jest jednoczesnie najkrétszym bokiem innego trojkata. O

Zrédla

Zadanie 1 pochodzi z drugiego dnia zawodéw II stopnia XX VI Olimpiady
Matematycznej (zob. [3]). Autorem zadania 2 jest Fiodor Nazarow, a pocho-
dzi ono z finalu 54 Leningradzkiej Olimpiady Matematycznej w 1988 roku.
Zadanie 3 zarekomendowal wiele lat temu Edwardowi Tutajowi, jako bardzo
atrakcyjne zadanie olimpijskie, Andrzej Makowski? Zadanie 4 pochodzi z XXIX

? Andrzej Makowski (1937-2007) byl legendarna postacig zaréwno w historii Olimpiady Ma-
tematycznej, jak i w polskim srodowisku matematycznym. Laureat IV Olimpiady Matematycznej,
wkrétce po ukonczeniu studiéw matematycznych na UW wszedt w sklad Komitetu Gtéwnego
Olimpiady Matematycznej (od XI OM), ktérego czlonkiem byt az do $mierci, do LVIII OM.
Od 2007 roku Komitet Gtéwny przyznaje nagrode jego imienia za najlepiej zredagowane na
finale rozwigzanie zadania. Makowski byl tez, miedzy innymi, cztonkiem Komitetu Redakeyj-
nego miesiecznika Delta (od powstania czasopisma w 1974 roku do $mierci) oraz od 1962 roku
czlonkiem Komitetu Redakcyjnego Wiadomosci Matematycznych, przy czym w latach 1965-1974
pemnit funkgje sekretarza redakeji, a w latach 1975-1979 i od 1995 roku do $mierci funkcje zastepcy
redaktora.
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Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej (zob. [5]). Z zadaniem 5 zapoznal
Jakuba Wegreckiego w jego czasach szkolnych Marcin Radwanski, przy czym
dane liczbowe prezentowanego na sesji zadania zostaly, zgodnie z tradycja
olimpijskg, uaktualnione do dat biezacych. Zadania 6 i 7 pochodzg z finatu
XVI Olimpiady Matematycznej (zob. [1]), przy czym zadanie 7 bylo ostatnim
zadaniem drugiego dnia zawodow i rozwigzal je tylko jeden uczestnik. Autorem
zadania 8 jest prezentujacy je na sesji Bartlomiej Bzdega, zadanie pojawilo si¢
na VII Wielkopolskiej Lidze Matematycznej. Rowniez w przypadku zadania 9
prezentowal je na sesji autor, Dominik Burek; bylo ono jednym z szeéciu zadan
finalu LXVIII Olimpiady Matematycznej w 2017 roku. Zadanie 10 pochodzi
z finalu LV Olimpiady Matematycznej (zob. [7]). Wigcej o tym zadaniu i jego
interesujgcych kontynuacjach mozna przeczytaé w artykule Andrzeja Grzesi-
ka [11]. Szczegolowe pochodzenie zadania 11 nie jest znane, prawdopodobnie
pochodzi z ktérejs z miedzynarodowych olimpiad matematycznych z lat sie-
demdziesigtych XX wieku. Zadanie 12 bylo jednym z zadan finatowych XLIII
Olimpiady Matematycznej (zob. [6]), jego autorem jest Krzysztof Oleszkiewicz.
Zadanie 13 bylo ostatnim zadaniem drugiego dnia zawodéw XXVII Olimpiady
Matematycznej® (zob. [4]), natomiast zadanie o kolorowaniu odcinkéw Iacza-
cych sze$¢ punktéow pojawilo sie na finale XVII Olimpiady Matematycznej
(zob. [2]). W przypadku zadania z kolorami mozna powiedzie¢ wigcej. Otz po
raz pierwszy na matematycznych zawodach pojawito sie¢ ono na W. L. Putnam
Mathematical Competition (szczegétowe informacje o tych zawodach mozna
przeczyta¢ w artykule [10]) w 1953 roku, a zaproponowal je wéwczas Frank
Harary (zob. [12]). Harary nie byl jednak autorem tego zadania; jak twierdzil,
istnialo ono wtedy w tak zwanym matematycznym folklorze.
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Matematyk nie powinien by¢ zbyt nieSmialy -
rozmowa z Jeanem-Pierrem Bourguignonem

W marcu 2016 roku na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
goscil Jean-Pierre Bourguignon. Jest on francuskim matematykiem, specjalista
z geometrii rozniczkowej. W latach 1995-1998 byt prezesem Europejskiego Towa-
rzystwa Matematycznego, a w latach 2014-2019 przewodniczacym Europejskiej
Rady ds. Badann Naukowych. W dniu 3 marca wygtosil na Wydziale Matematyki
i Informatyki UAM wyktad Modern geometry: from local to global, from smooth
to rough, from static to dynamic. Po tym wykltadzie przeprowadzilismy z nim
wywiad.

Jaka byta Pana droga do matematyki? Kiedy doznat Pan w matematyce
efektu olsnienia, ,,eureki” po raz pierwszy?

Moja droga do matematyki byta moze troche odmienna od standardowe;.
Chociaz, rozmawiajac ze wspdtpracownikami, zrozumialem, ze droga niejed-
nego z nich byla takze nietypowa. W mlodosci niezbyt interesowalem si¢ ma-
tematyka, ale tez nie miatem z nig w szkole kltopotow. Przez wiele lat mialem
wspanialego nauczyciela, ktéry ,wykorzystywat” dobrych uczniéw, by pomagali
tym, ktorzy mieli problemy. Pézniej zrozumialem, ze ta metoda jest skuteczna.
Po pierwsze, aby wytlumaczy¢ cos, musisz najpierw to zrozumie¢. To ugrunto-
walo mojg wiedz¢ matematyczng, cho¢ - jak juz wspomniatem — matematyka
wowczas nie wydawata mi sie fascynujaca. Pociggata mnie literatura, filozofia,
to bylo naprawde ekscytujace, czytalem wiele ksigzek... Nie ¢wiczylem zbyt
duzo rozwigzywania zadan z matematyki, cho¢ dla zabawy spedzalem czas
rozwigzujac famigléwki matematyczne. W ostatniej klasie w liceum pojawit
sie nowy nauczyciel. To byta szkota, do ktdrej chodzitem od poczatku szkoty

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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podstawowej do konca liceum. W tamtych czasach to bylo jeszcze mozliwe,
co bardzo mi odpowiadatlo, poniewaz dobrze wszystkich znalismy - zaréwno
nauczycieli, jak i dyrektora.

Nastepnie uczeszczalem do innej szkoly i spotkatem nauczyciela, ktory byt
wspanialym matematykiem, ale stabym nauczycielem. Nagle miatem przed sobg
kogos, kto opowiadat rzeczy, ktore byly dla mnie fascynujace, nie rozumialem
ich, ale po raz pierwszy zaczatlem pracowac, poniewaz chcialem zrozumie¢,
co on mowil. Ale nie potrafitem... I moja pierwsza — nadal to pamigtam - oce-
ng z matematyki u tego nauczyciela bylo p6t punktu na dwadziescia. Bytem
przyzwyczajony do osiemnastu, dziewietnastu, dwudziestu — dla mnie byta to
porazka. Cho¢ nie bytem najgorszy w klasie, niektorzy mieli ¢wieré punktu,
niektorzy zero.

Najwazniejsze jest jednak to, ze ta sytuacja zmusita mnie do samodzielne-
go myslenia nad problemami, ktore nie byly proste, byly nieco ponad standardo-
wym poziomem. Zazwyczaj byla to algebra liniowa, ale nauczyciel thumaczyt to
w sposob, ktorego nie mogtem wlasciwie pojac. Nie byto zadnych podrecznikow,
z ktérych mogtbym korzysta¢, musialem zrozumiec to samodzielnie.

Rok pozniej, gdy francuski system edukacji si¢ zmienil, trafitem na wspa-
niatego nauczyciela. Cho¢ méj wynik egzaminu z matematyki nie byl zachwy-
cajacy, a w mojej klasie byly osoby z lepszymi ocenami, to mialem nad nimi
przewage. Nauczylem sig, jak mys$le¢ samodzielnie i wkrétce zorientowalem
sie, ze — z tego punktu widzenia — bylem najlepszy w klasie. Nauczyciel, kto-
ry byt bardzo dobry, mial pewien zwyczaj, ktéry zmusit mnie do myslenia.
Rozpoczynat bowiem kazda lekcje, pytajac uczniéw, czy majg jakie$ pytania.
Oczywiscie stalo sie dla nas wyzwaniem, by zada¢ mu trudne pytanie. Uznaje
to za dobry sposodb, jesli masz do czynienia z dzie¢mi sklonnymi do wyzwan —
kazdy z nas staral si¢ zadac jak najlepsze pytanie - tak, aby przymusi¢ nauczy-
ciela do powiedzenia: ,,przepraszam, ale nie wiem”. Oczywiscie nastepnego
dnia udzielal odpowiedzi. Tak wiec, mysle, ze to byla droga, ktorg dotartem do
matematyki.

Nastepnie bardzo si¢ wahatem, gdyz kolejnego roku miatem catkowicie
innego nauczyciela, ktéry — z grubsza moéwigc - ocenial uczniéw zgodnie z jego
oczekiwaniami w stosunku do nich. Jesli oczekiwal od ciebie wiele - twoje oceny
byly okropne, gdyz zawsze go rozczarowywates. Jezeli zas nie spodziewal si¢ po
tobie wiele — miales dobre oceny. Bylo wigc bardzo cigzko oceni¢ samego siebie.
[ kiedy poszedlem do Ecole Polytechnique, miatem na poczatku bardzo dobre
oceny z matematyki, ale mialem wrazenie, ze nie jestem wystarczajaco dobry,
by zajmowac si¢ matematyka. Zaczalem wiec studiowa¢ mechanike, poniewaz
widzialem, ze réwiesnicy w Ecole Normale majg w tym samym czasie o wiele
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wigcej matematyki... Studiowanie mechaniki szto mi bardzo opornie, gtéwnie
z tego powodu, ze wyktadowcy byli bardzo stabi. W tej sytuacji, my - studenci -
skrzykneli$my sie i zorganizowalismy lekcje dla siebie. To byto wyzwanie, ktore
sami sobie postawiliémy, bo czulismy, ze wykladowcy nie spelnig naszych ocze-
kiwan. Dzieki temu tez nauczylem si¢ czyta¢ podreczniki do mechaniki. Byto
to, jak sadze, w istocie, $wietnym przygotowaniem do dziatalno$ci badawczej.

Moja droga do matematyki pozostawata dziwna, bo chciatem zrobi¢ dok-
torat z mechaniki. Szukalem profesora w Paryzu, ktéry méglby by¢ moim pro-
motorem. Mialem glowe zaprzatnieta zagadnieniem, ktdre chciatem rozwigzaé —
problem réwnania opisujacego ruch cieczy w ztozach roponosnych. I wtedy
ustyszalem, ze tak to nie dziala - to my dajemy ci problem do rozwigzania. Ale
ja tak nie chcialem... Wtedy wrdcilem do matematykéw, bo matematycy sa
bardziej uczynni dla ludzi takich jak ja. Jak widzicie, moja droga do matematyki
jest troche skomplikowana, zwigzana z niepewnoscia czy jestem do$¢ dobry,
zeby uprawia¢ matematyke.

A co do efektu ol$nienia... Mam na mysli jedng malg rzecz, konkurs. Nie
moge sobie przypomnie¢, jaka to byla gazeta, ale to byl taki glupkowaty konkurs
typu »jak dodawac i odejmowac od sobie liczby od 1 do 10 tak, aby w najmniejszej
liczbie krokéw otrzymac 1000”. Co$ w tym stylu. Pamietam, meczytem sie z tym
przez cale letnie wakacje i znalazlem rozwigzanie, ktére uznalem za najlepsze.
Bylem bardzo zaskoczony, ze ludzie znajdowali lepsze rozwigzania od reki, cho¢
ja uzywalem matematycznych metod i matematycznego podejscia.

Mysle, ze bardziej interesujaca bedzie sprawa artykutu, ktory chyba jest naj-
lepsza rzecza, jaka napisalem z matematyki. W pewnym momencie cz¢s¢ mojej
pracy byla zwiazana z fizyczna teorig Yanga—Millsa. To byto w 1979 roku, kiedy
Blaine Lawson przebywal w IHES. Rozmawialismy duzo, bo byl zainteresowany
podobnymi zagadnieniami. Ale nigdy mu nie wspomniatem, zZe réwniez bytem
zaintrygowany teoria Yanga—Millsa. A on teZ nawet nie napomknat o swoim
zainteresowaniu tg teorig. W tym czasie mialem wygtosi¢ odczyt dla fizykow,
wiec chcialem sprawdzi¢, co sadzi o programie mojego wyktadu. Kiedy mu
opowiedzialem o planach, zdziwil si¢, ze interesuje mnie teoria Yanga—Millsa.
Widzielismy si¢ caty rok, ale nigdy mu o tym nie wspomnialem... Wtedy zapytal:
»znasz hipoteze postawiong przez fizykéw? Jestem w stanie w potowie jg zweryfi-
kowa¢”. A ja odpowiedzialem, ze wiem, jak zrobi¢ pozostalg czgs¢. I tak wlasciwie
w rozmowie o czyms$ innym — wykladzie - okazalo sig¢, ze znamy odpowiedz na
pytanie, ktora wielu ludzi wtedy naprawde chcialo pozna¢. Wiasciwie w dwa
dni napisali$my artykut - to bylo wspaniafe.

Ta sytuacja pokazuje rowniez, ze nigdy nie mozna by¢ zbyt nieSmiatym
w rozmowie o tym, co robisz. Szczegdlnie jesli jeste$ wirdd ludzi, co do ktorych
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masz zaufanie, powiniene$ méwi¢, czym naprawde sie zajmujesz. Nie zrobilem
tego, a powinienem byt. Kazdemu z nas brakowalo istotnej czesci rozwigzania.
Tak czy owak, to byla eureka - zorientowali$my sie, ze mamy dwa kawatki
ukfadanki. Przepraszam, to bylo dlugie...

Czy pamigta Pan tytul matematycznej ksigzki, ktora po raz pierwszy przy-
ciggneta Pana uwage?

Matematyczna ksigzka... Wasciwie czytatem wiele... Pamigtam artykutl
rozszerzajacy material z matematyki w szkole... z encyklopedii. To nie byta
matematyczna ksigzka, tylko opracowanie w encyklopedii dotyczace pojecia
krzywej stozkowej.

A wigc geometria od poczgtku?
To bylo tylko co$, co czytalem, co bylem w stanie przeczytac...

Jaka jest Pariska opinia na temat roli krajowych towarzystw matematycz-
nych, szczegdlnie w Europie?

Mysle o trzech réznych rzeczach. Po pierwsze, jest dla mnie niezwykle
istotne, Ze uczeni spotykaja si¢ i bronig swoich tradycji, wspdlnych zwycza-
jow. Dlatego rola towarzystw naukowych jest bardzo istotna - to jest naturalne
miejsce, gdzie naprawde mozna dzieli¢ si¢ odczuciami i upewnia¢ sie, ze tra-
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dycja, wiedza, jest utrzymywana, nie jest zagubiona. Moze matematycy nie s3
dobrym tego wzorcem? Na przyklad zauwazytem jedng rzecz o dwoch staw-
nych ludziach - Laurencie Schwartzu i Shiing-shen Chernie. Wtasciwie o obu
zachowalo si¢ bardzo malo dokumentacji filmowej. Jesli jestes cztowiekiem tego
kalibru, spodziewasz sie, Ze bedziesz czesto pytany. Schwartz, jak wiemy, napisal
autobiografie. Dzieki temu wiemy o jego prawdziwym zyciu, o nim jako osobie.
Z Chernem bylo tak samo. Kiedy zmarl, chinski rzad wyprodukowat oficjalny
film, ktéry byt bardzo formalny i nie méwil za wiele. W Los Angeles w 1990
roku wraz z Tonym Phillipsem przeprowadzilismy z nim catkowicie amatorski
wywiad. Tak sie ztozylo, ze to jedno z niewielu nagran z Chernem, na ktérym
sg zadawane konkretne pytania na temat tego, co sagdzi o matematyce, a Chern
prezentuje taki wyklad, jaki ja wyglositem dzisiaj. Spisalem ten wywiad dla In-
stytutu Cherna. Pokazatem réwniez fragmenty nagrania, na ktérych komentuje
temat omawiany takze dzisiaj na moim wykladzie. Bylem poruszony, widzac
wrazenie, jakie robi na odbiorcach.

Druga rzecz to fakt, ze jako uczeni musimy siebie broni¢. Mysle, Ze nie
wszystkim wychodzi to najlepiej. W Europejskiej Radzie ds. Badart Naukowych!
widze u politykdéw niezrozumienie roli badan naukowych, sposobu ich funk-
cjonowania itd. Zacytuje pewng osobe, nie bede moéwit kogo, tylko skomentuje
stowa. Pewna grupa ludzi podeszia do tej osoby w Komisji, zeby powiedzie¢, jak
wazne jest przeznaczenie wiekszych pieniedzy na badania naukowe. Reakcja
natychmiastowg byly stowa: ,,[n]ie ma problemu. Mozemy przeznaczy¢ wiecej
pieniedzy, ale wtedy bedziemy méwic, co majg robi¢”. Dla mnie to katastrofa.
Jako uczeni musieliémy wytlumaczy¢, ze przykro, ale nie ma on pojecia czym sa
i na czym polegaja badania naukowe. To prawdziwa tragedia - musimy wciaz to
samo powtarza¢ i thtumaczy¢ to ludziom. Dlatego tez, na przyklad, towarzystwa
sg bardzo wazne, s przestrzenia, gdzie mozemy zbiera¢ wazne argumenty za
bronieniem naszej wizji badan.

A zatem dlaczego towarzystwa krajowe kontra towarzystwo europejskie?
Jak zapewne wiecie, Europejskie Towarzystwo Matematyczne powstalo tutaj,
w Polsce, w Madralinie. To byl bardzo wazny moment, mysle, ze to byt istotny
krok. Wydaje sie, ze towarzystwa krajowe maja najlepsza pozycje, aby utrzymac
przy zyciu tradycje, zapewnic¢ odpowiednie przechowywanie i archiwizowanie
dokumentdéw, umozliwi¢ dostep do nich mlodziezy. Towarzystwa krajowe gwa-
rantuja bardzo duzo przestrzeni zaréwno do wspoélnego omawiania polityki, jak
i obrony pogladéw, a w koncu faktycznego $ledzenia, co dzialo si¢ w przeszto-

' European Research Council, ERC, jest dziatajaca w ramach Unii Europejskiej niezalezng
instytucja wspierajaca badania naukowe.
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$ci. Jako matematycy wiemy, jak znaczace jest odnoszenie si¢ do przeszlosci —
patrze¢ w przyszlos¢, ale wciaz odnosi¢ sie do przeszlosci.

W swoim wykladzie wyraznie to Pan pokazal...

Mam nadziejg, staralem sig, nie jestem pewien, czy mi si¢ to udato.
Udalo sig.

Tak...

Tak wigc, uwaza Pan, Ze jest przestrzeni dla Europejskiego Towarzystwa
Matematycznego?

Och, uwazam, ze tak, nawet wiecej, jestem o tym mocno przekonany.
Wspdlna historia Europy dotyczaca nauki, w szczegdlnosci matematyki — to
sa dzieje fantastyczne. Mialem wyglosi¢ odczyt w Edynburgu - europejski wy-
ktad nazywany McCormick Lecture — wybralem temat o réznorodnosci. Tytut
brzmial Réznorodnos¢ i wzajemne powigzania w nauce w Europie, czyli i w Euro-
pie, i w nauce. Typowe uwzglednione przyklady ukazywaly, ze naprawde to byta
scena europejska, dla matematykow zwtaszcza. W Edynburgu wspomniatem,
jako przyklad, Ksigge szkockg — notatnik, z ktérym (jestem pewien) jestescie
bardzo dobrze zaznajomieni. Mam na mys$li przyklad miejsca z tak wieloma réz-
norodnymi ludZmi przybywajacymi razem i omawiajgcymi problemy. Europa
odgrywa bardzo wazna role w rozwoju matematyki, lecz nie jestes w stanie wy-
rézni¢ jednego kraju ani jakie$ grupy oséb. Ludzie duzo podrézowali. Descartes
udat si¢ do Szwecji, Euler byt w Sankt Petersburgu itd. Wigc wydaje mi sie, ze
naturalng sceng byla zawsze Europa. Dla mnie jest bardzo wazne, iz mlodzi
ludzie poruszaja si¢ po Europie tak swobodnie. Istnieje zatem przestrzen dla
Europejskiego Towarzystwa Matematycznego, lecz nie przeciwko towarzystwom
krajowym, ale w polaczeniu, z wlasciwym miedzy nimi podzialem rdl.

Byt Pan prezesem Europejskiego Towarzystwa Matematycznego. Czy zreali-
zowat Pan cele, ktore sobie zatozyt? Jak porownatby Pan EMS z czasow zalozyciel-
skich z okresem, w ktorym byt Pan prezesem oraz dniem obecnym? Jakie mogtyby
by¢ zadania na przyszlosc?

Zostatem wybrany drugim prezesem Europejskiego Towarzystwa Mate-
matycznego, co bylo dla mnie duzym zaskoczeniem. Nie bylem przekonany,
czy jestem wlasciwg osobg. Jak wiadomo, pierwszym prezesem byt Friedrich
Hirzebruch - niezwykta posta¢ w matematyce. Nie bytem pewien, czy spelniam
takie standardy. Ale stalo si¢. To byly inne czasy, okres pewnych ustalen. W cza-
sie mojej kadencji — dzieki pomocy Petera Michora i innych - byto mozliwe
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rozstrzygnigcie kilku spraw. Jedng uwazam za szczegolnie istotng ze wzgledu na
wsparcie Petera Michora. Zalozylismy strong internetowa EMS, nazywang EMS
service — European Mathematical Information Service, ktora fantastycznie si¢
rozwineta. Pomyst byt autorstwa Petera Michora, jako prezes idee wspieralem
i wspdlnie wprowadzilismy ja w zycie. Zalozenie czasopisma EMS byto kolejnym
zadaniem. To byl wlasciwie pomyst Hirzebrucha, a prace byly finalizowane,
kiedy konczytem kadencje. Pracowalem nad tym cigzko - dla matematykow
wysokiej klasy czasopismo o formacie europejskim jest bardzo wazne. Wéréd
mndstwa spraw, wielu grup roboczych, dylematem za moich czaséw - ktory
mysle, ze udalo si¢ ostatecznie rozwigzac¢ - byla mozliwos¢ powstania europej-
skiego stowarzyszenia zajmujacego si¢ zastosowaniami matematyki. Uwazalem,
ze to zty pomysl. Wedlug mnie wszystkie rozbiezno$ci miedzy matematyka
czysta a stosowang w gruncie rzeczy nie s znaczace. Oczywiscie istnieja rézne
sposoby uprawiania matematyki, ale bardzo istotne jest zachowanie zwigzku
pomiedzy nimi. Obserwowalem, jak we Francji powstawalo oddzielne stowarzy-
szenie, troch¢ ze wzgledu na nieumiejetne zachowanie Société Mathématique
de France, ktdre niewystarczajaco si¢ otworzylo. Dlatego toczylem prawdziwy
bdj o zyskanie pewnosci, ze nie stanie si¢ to na poziomie europejskim. Bardzo
bylem zadowolony, ze moim nastepca zostal Rolf Jeltsch, ktory zajmuje si¢
zastosowaniami matematyki. Wlozytem wysitek w tworzenie przestrzeni dla
innych podejs¢...

Probowalem réwniez rozpropagowa¢ Matematyczne Forum Diderota. Nie
przetrwalo jednak zbyt dlugo po moim odejsciu. Pomyst opierat si¢ na pokaza-
niu europejskiego wymiaru zjawiska, w ktérym kluczows role odgrywata mate-
matyka i... cos jeszcze. Na przyklad zestawilismy matematyke i muzyke, innym
razem — matematyke i wode, a jeszcze innym — matematyke i filozofig. W trzech
réznych miejscach w Europie organizowali$my male spotkania, w czasie ktdrych
uczestnicy dzielili sie fragmentami swoich wykladéw. Oczywiscie jest to bardzo
tatwe do wykonania z uzyciem dzisiejszych srodkéw. Dawniej przygotowanie
takiego przedsiewziecia bylo raczej skomplikowane. Pomyst polegal na organi-
zowaniu lokalnym, z wykorzystaniem nieduzych $rodkéw, zwykle z udziatem
czterdziestu lub piec¢dziesigciu osdb. Jednoczesne trzy tak przygotowane konfe-
rencje kreuja juz grupe stupiecdziesiecioosobows, co tworzy bardzo interesujaca
platforme wymiany zdan. Kolejna zaletg takiego podejscia jest ,,uruchomie-
nie” w réznych miejscach ekspertéw z bardzo réznymi umiejetnosciami. Na
przyklad dla muzyki? wybralismy Wieden — catkiem dobra przestrzer pod tym

2 Bylo to 4 Forum Diderota, w grudniu 1999.
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wzgledem, Lizbone wyréznialo bardzo dobre wsparcie prywatnej fundacji,
aw Paryzu mieécit sie IRCAM®. Bytem bardzo zadowolony, ze p6zniej IRCAM
otworzyt specjalng grupe badawczg zajmujaca si¢ matematyka w muzyce (ktora
zreszta istnieje nadal przy wsparciu Pierre’a Bouleza). To naprawde wspaniata
rzecz, bylem bardzo wzruszony, gdy ludzie z IRCAM traktowali mnie jak swo-
jego zalozyciela - nie powinno tak by¢. Jednakze jest faktem, ze te spotkania
tam si¢ odbyly, a Pierre Boulez mdgt tam przyby¢ i zobaczy¢, ze wérdéd mate-
matykoéw byto duze zainteresowanie. Ostatecznie Forum Diderota istniato po
moim odejsciu, ale - czego Zaluje — nie rozwinelo si¢. Sadze, ze jego format byt
dobry. Na przyklad bardzo interesujace okazato si¢ nawigzania do tematu wody,
realizowane pomiedzy Wenecja, Amsterdamem i Barcelong? (by¢ moze, nie
moge sobie przypomnie¢). Mysle, ze rozumiecie ten pomysl. Tak czy inaczej,
wtedy takie byly moje priorytety: roznie grupy, o takich funkcjach, o jakich
mowilem. Widzialem to jako zadania pilne. Oczywiscie teraz EMS jest tego po-
twierdzeniem - dziala, jest wptywowe i dostrzegalne, na europejskim poziomie
i we wspolpracy z innymi.

Na przyszlos¢, jak wspomnialem, jest bardzo wazne, aby matematycy byli
widoczni. Uswiadomilem sobie jedng zwlaszcza rzecz, udzielajac wywiadu dla

> TIRCAM - Institut de Recherche et Coordination Acoustique/Musique, Centrum Badaw-
czo-Koordynacyjne Akustyki i Muzyki.
* Bylo to 2 Forum Diderota - w Wenecji, Amsterdamie i Madrycie, w grudniu 1997.
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telewizji tutejszego Uniwersytetu. Malo kto wie, ze matematyka odgrywa bardzo
wazng role w dzisiejszej ekonomii. Dlatego, jezeli zaczniesz studiowaé mate-
matyke na uniwersytecie, mozliwosci zatrudnienia sa niezwykle réznorodne.
Oczywiscie musisz uwzgledni¢ wlasny gust, swoje zainteresowania, ale poniekad
studiowanie matematyki jest swego rodzaju ,,strefa ochronng’, uzywajac termi-
néw zatrudnienia, poniewaz umozliwia przerézne wybory. Wielu studentéw
przedstawia sie, mowiac: ,,chciatbym zosta¢ nauczycielem” - to jest dobre, ale
istnieje tyle innych mozliwo$ci. Moze EMS powinno odegra¢ jaka$ role, czy-
nigc to bardziej widocznym i jasnym dla wigkszej liczby studentéw w réznych
cze$ciach Europy. Ostatnio zostatem skonfrontowany z mtodg damg. Znatem
jej ojca, poniewaz pracuje w UNESCO. Bylem z nim zaangazowany w prace
w jednej z komisji. Powiedzial mi: ,,cérka studiuje inzynierie, ale pragnie zajaé
sie matematykg. Nie moge jej powstrzymac, wiec prosze, porozmawiaj z nig”
Powiedzialem: ,,ostrzegam, nie zamierzam jej powiedzie¢, zeby zrezygnowala”.
Jesli jest zainteresowana matematyka, powinna studiowa¢ matematyke. I jasne,
ze ta mtoda dama powiedziala: ,,chce zajac¢ si¢ matematyka, bo jestem podeks-
cytowana matematyka, ale nie chciatabym by¢ nauczycielks”. To nie problem,
naprawde. Jezeli bedziesz odpowiednio nad soba pracowa¢, znajdziesz wiele
sposobnosci do wykorzystania zainteresowan matematycznych do mnéstwa
innych rzeczy.

Czy EMS powinno tworzyc powigzania z biznesem?

Sadze, ze to zalezy od tego, co nazywac biznesem, ktéry bylby robiony
pod szyldem EMS. Jeden z podzespoldéw zajmujacy si¢ matematyka stosowana
mial na celu opracowanie historii udanych powigzan miedzy matematykami
a pracujacymi w przedsigbiorstwach. Spdjrz na dostepny w sieci dokument.
Zobacz te roznorodnosc, to jest absolutnie niewiarygodne. Wiele, wiele réznych
rzeczy i nawet takich, o ktdrych nigdy nie pomyslatbys, ze istnieja. Mysle wiec,
ze to zalezy od tego, co okreslisz jako bycie pofaczonym z biznesem. Uwazam,
ze EMS powinno by¢ bardziej otwarte na doswiadczenie ludzi korzystajacych
z matematyki w bardzo réznorodny sposob. I czynic to dostepnym dla ogétu spo-
leczenstwa. Nie wiem dokladnie, o czym myslisz, méwiac ,,by¢ zaangazowanym
w biznes”. Dzi$ jednak znaczenie matematyki w ekonomii jest naprawde bardzo,
bardzo wazne. I jest niedoceniane zaréwno przez matematykéw, jak i oczywiscie
przez innych, a na dodatek niewiele 0sob jest swiadomych tej waznosci. Wydaje
sie, Zze w Polsce nie ma takiego problemu. W wielu panstwach zmniejsza si¢
gwaltownie liczba studentéw matematyki, jak we Francji. I to jest absurdalne,
patrzac z perspektywy tego, co powiedzialem.
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Niedawno zostat Pan przewodniczgcym Europejskiej Rady ds. Bada# Na-
ukowych. Czy mégtby Pan opowiedziec, czym zajmuje si¢ ERC oraz jakie sq plany
na przysztosc? Jak widzi Pan role matematyki, ogolnie, w nauce?

Zacznijmy od ERC. Dla mnie jest jedyna w swoim rodzaju przygoda.
Zostalo utworzone, poniewaz srodowiska naukowe generalnie byty bardzo nie-
zadowolone z programéw europejskich. Mielismy wiele naprawde powaznych
obiekgji. Niektérych rzeczy nie moglismy zrealizowa¢ ze wzgledu na obowia-
zujace prawo, uwarunkowane réznymi traktatami. Komisja Europejska nawet
w czesci nie byla odpowiedzialna za badania naukowe. Zostawaly wiec dwie
drogi uzyskania nakladéw finansowych na badania naukowe (tzw. programy
ramowe): albo w kategoriach wsparcia spojnosci (tu wazna byla sie¢ powigzan
i kontaktow), albo bezposrednio od przedsiebiorstw prywatnych.

W celu stworzenia programu, bedacego wsparciem indywidualnej pra-
cy badaczy, nalezalo wprowadzi¢ zmiany w traktatach. I to nastapilo wlasnie
w traktacie lizbonskim z 2009 roku. Wtasciwie byt gotowy juz w 2007 roku, po
naszych — bez watpienia dlugich - zmaganiach. Miatem udzial w jego powsta-
niu - pierwsze wysilki podjelismy, kiedy bytem prezydentem EMS, pdzniej prace
kontynuowano. Powstata Initiative for Science in Europe, zwana ISE. Okazata si¢
$wietnie lobbujaca - kluczowa role odegrali w niej biolodzy. Z kolei w powotaniu
do zycia ERC mialy bardzo istotny udzial dwie osoby. Jedna z nich jest José
Mariano Rebelo Pires Gago (niestety niedawno zmarl), polityk z Portugalii,
zajmowal sie fizyka czastek, a oprocz tego byt dwukrotnie ministrem nauki
w Portugalii. Drugg osobg byl Philippe Busquin, belgijski minister edukacji,
nastepnie czlonek Komisji Europejskiej. Niezwykle zabiegat o utworzenie ERC,
ale ERC nie udalo si¢ powota¢ do zycia w czasie jego kadencji. Pdzniej, juz jako
czlonek Parlamentu Europejskiego, dalej wspieral inicjatywe.

Tak czy inaczej, ERC nalezy do programéw wyjatkowych. Decydujg o tym
zwlaszcza dwa czynniki: wspieramy badaczy indywidualnych tylko i wylacznie
na podstawie jakosci ich pracy naukowej, a cztonkowie wchodzacy w sktad
komisji odpowiedzialnej za program s3 uczonymi (co zwykle nie zdarza si¢
w takich komisjach). Jako Komisja, bez interwencji kogokolwiek z zewnatrz,
odpowiadamy za przedstawianie, na co wydajemy pieniadze i kto zajmuje si¢
ewaluacja. To lezy w gestii tylko naszej odpowiedzialnosci i niektorzy w Komisji
nie s3 z tego zbyt zadowoleni. Borykamy si¢ z tym caly czas, poniewaz s3 osoby
usilujace ograniczy¢ naszg inicjatywe. Moja praca przewodniczacego polega
na nieustannym byciu czujnym, by zauwaza¢ rodzacg si¢ presje i stawiac jej
opor. Staram si¢ o to najlepiej, jak potrafie. Rzecz jasna nie mozna wszyst-
kiego zrobi¢ samemu, stad potrzeba wsparcia srodowisk naukowych. Dlatego
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tak istotne okazuja si¢ czeste spotkania z uczonymi, nie tylko z matematyka-
mi. Oczywiscie zawsze milo porozmawia¢ z matematykiem, ale wazna jest
réznorodnos¢.

Uwazam - jak powiedzialem w czasie wykladu - ze dzisiaj jest fantastycz-
ny moment dla matematyki, poniewaz widac jej zwigzki z innymi dziedzinami,
czasami bardzo konkretnymi, jak modelowanie czy zagadnienia duzej ilo$ci
danych. Tutaj nie uda si¢ osiagna¢ czegokolwiek, nie majac dobrych podstaw
matematycznych. Moze najtrudniej to zobaczy¢ wséréd samych matematykéow.
Na przyktad, przynajmniej we Francji (nie wiem, jak to wyglada w Polsce),
statystyka znajdowala sie poza gtéwnym nurtem badan, co uwazam za blad.
Mysle, ze odgrywa ona znacznie wiekszg role i jej polaczenie z matematyka
w réznych dziedzinach staje sie coraz bardziej i bardziej istotne (na przyklad
uczenie maszynowe). Mysle, ze to bardzo wazne, by matematycy dofaczyli do
innych uczonych - tak jak do tej pory, tradycyjnie, wspotpracowali z fizykami.
Bardzo dobra drogg rozwoju matematyki jest biologia i medycyna - dajace wiele
wspanialych mozliwo$ci zaangazowania matematykéw. Aby to sie stato, mate-
matyk nie tylko musi zna¢ si¢ na matematyce, ale powinien takze by¢ zdolny do
stuchania, by¢ cierpliwy i rozumiejacy problemy. Czasami kto$ z zewnatrz ma
inny punkt widzenia - moze catkowicie niepoprawny, ale na zaawansowanym
poziomie dedukcji. Mysle, ze te cechy stwarzajg dobrg mozliwo$¢ stuchania
i szanse interakcji, ktora jest bardzo istotna.

Juz czesciowo odpowiedziat Pan na to pytanie, ale chcielibysmy uslyszec
odpowiedZ wprost: jakg ma Pan opinig na temat numerycznych metod ewaluacji
w dzietach naukowych? Co sgdzi Pan o wskaznikach cytowat i indeksie Hirscha?

Jako szef ERC tocz¢ nieustanng walke, by zaprzesta¢ ich wykorzystywa-
nia. Uwazam ich uzycie za katastrofalne — ocenianie w ten sposéb jest bardzo
mylace. Tego typu miary mozna uzy¢ do oceny kraju albo nawet calych ob-
szarow... Kiedy taczysz te sprawy, mozesz otrzymac¢ jakas wskazowke, ktéra
ewentualnie pomoze ci oceni¢ poszczegdlnych ludzi. Natomiast uwazam za
niestosowne, by ocenia¢ nimi bezposrednio indywidualne osoby. Matematycy
znalezli si¢ w sytuacji jeszcze dziwniejszej z jednego konkretnego powodu —
ISI. To pewien rodzaj certyfikowanej informacji, ktéra modyfikuje wskazni-
ki, wykorzystujac cytowania z ostatnich trzech lat. Zdajecie sobie sprawe ze
$redniego okresu cytowania w artykulach naukowych - w matematycznych
wynosi osiem, moze dziewig¢ lat. Uwzglednienie jedynie ostatnich trzech lat
oznacza informacje, ktére nic nie niosg, nie majg znaczenia, kompletnie zadnego
znaczenia. Kolejna rzecz - sytuacja, z ktérg miatem stycznos¢. Jeden z francu-
skich ministréw pokazal mi liste dwustu najczesciej cytowanych matematykow.
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Numerem jeden byt laureat medalu Fieldsa. Mysle — okej. Kolejnych dwunastu
nazwisk w zyciu nie styszalem! Nie twierdze, ze wiem o wszystkich matematy-
kach, ale tych dwunastu na pewno nie znam. Na licie nie znalazl si¢ Gromow,
ktérego darze ogromnym szacunkiem za niewiarygodng kreatywnos¢. Na trzy-
nascie nazwisk nic mi nie méwig nazwiska umieszczone na pozycjach od 2
do 13, natomiast Gromow w ogdle nie wystepuje wéréd wymienianych dwustu?!
Bez przesady!

...to oznacza, ze metoda jest nieodpowiednia.

Tak, zwlaszcza do oceniania ludzi. Przepraszam za mojg szczeros¢, ale...
W naszych kregach takze nie jesteSmy zadowoleni z tego systemu.

Tak, to absurdalne. Zle jest w ten sposéb ocenia¢ indywidualne osoby.

Ale nasze ministerstwo jest bardzo szczesliwe, uzywajgc tej miary do roz-
dzielania pieniedzy.

Nie, to niesprawiedliwe! Tez przykro mi z tego powodu. Walczg z tym
problemem w ERC, poniewaz to jest co$, co w srodowisku biologicznym znani
ludzie wykorzystywali... i wcigz sg przyzwyczajeni do podejmowania decyzji,
bazujac na tym podejsciu. Rozumiem — w ich przypadku okres Zycia publika-
cji jest mniejszy badz réwny trzy lata, wigc w tej sytuacji, przegladajac czyjes
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publikacje sprzed pigciu lat, mozemy nieraz stwierdzié, Ze tam zawarte tezy sa
juz nieaktualne.. By zmierzy¢, czy dany artykul mial jakie$ znaczenie, trzeba
odtworzy¢ 6wczesny stan wiedzy w danej dziedzinie. Jak wiesz, sprawy maja si¢
zupelnie inaczej u matematykow, wsrod ktorych mozna weiaz wykorzystywac
publikacje sprzed trzydziestu i wiecej lat...

...wcigz sq aktualne...

Tak. Rozumiem wigc, dlaczego oni - skoro nie moga w rzeczywistosci
przeczyta¢ tych wszystkich publikacji i sprawdzi¢, jaki tak naprawde miaty
wplyw — wykorzystujg automatyczne miary. Niestety uwazam, ze to zupelnie
zfa droga. To iluzja, catkowita iluzja.

W matematyce, z uwagi na ogrom nowych pomystow oraz metod, obserwo-
wane jest zawgzanie specjalizacji. Czy uwaza Pan, ze zwigksza to ryzyko rozpadu
matematycznej spotecznosci? Co za tym idzie, czy nie obawia si¢ Pan wzrostu
wyobcowania matematyki w spoleczeristwie?

To trudne pytania. Uwazam, ze wspomniany proces specjalizacji — to zna-
czy fakt, ze pojawia si¢ coraz wiecej informacji — jest rzecza konieczna. Jednocze-
$nie caly czas zamazuja si¢ granice miedzy poddziedzinami i jest to reorganizacja
dynamiczna. To znaczy jestem zdania, iz ryzyko konieczno$ci wydzielenia spe-
cjalizacji ma takg konsekwencje, ze rdzne fragmenty matematyki zblizaja si¢ do
siebie. Mysle jednak, wybiegajac troche naprzdd, ze mamy wiele przykladow,
w ktdrych rozwigzania pojawily sie z zewnatrz. Uwazam, Ze skoro mamy tutaj
dwie sily, ktore oczywiscie walczg ze soba i jezeli spojrzymy indywidualnie na
jedna osobe, jasne, ze mozesz zosta¢ wezwany w trakcie pracy w momencie,
kiedy zmniejszysz swoje skupienie, ale zazwyczaj szybko mozna si¢ zorientowac,
ze w celu rozwigzania problemu nalezy spojrze¢ z zupelnie innej perspektywy,
zatem... skoro sg te dwie sily, nie jestem zbyt zaniepokojony.

Ludzie podchodzg powaznie do rozwigzywania problemdw, nie tylko
w celu przygotowania nowej publikacji. Jezeli umiescisz siebie w tej logice
posiadania kolejnego dodatkowego artykutu, mozesz by¢ oszukany przez te
gigantyczng specjalizacje. Ale kiedy patrzysz powaznie na znaczacy i naukowy
problem, mysle, ze nie ryzykujesz tak duzo.

Teraz chcialbym si¢ skupi¢ na kolejnych pytaniach o wyobcowaniu, ale
nie jestem pewien czy dobrze to zrozumialem. Nie wiem, co macie na mygli, ale
na wykladzie podkreslatem, co moim zdaniem dzieje si¢ odno$nie znaczenia
matematyki w spoleczenstwie. Oczywiscie niektérzy moga patrze¢ nastepujaco —
matematyki nalezy uczy¢ tak, zeby przygotowa¢ ludzi do jej stosowania w sposéb,
w jaki jest uzywana obecnie. To znaczy, zeby nauczy¢ tego w zakresie waskim,
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w praktyce, zapominajagc o podstawach itd. Ale mysle, ze istnieje wiele argumen-
tow przeciw takiemu podejsciu. Nawet ludzie pracujacy w biznesie czesto widza,
jak mozna rozwigza¢ niektore problemy dla nich bardzo istotne. Wielu zdawato

sobie sprawe (z tych, z ktdrymi rozmawialem), ze w rzeczywisto$ci jest wazne,
aby mie¢ w swoich szeregach osoby z umystami otwartymi. To ma pozytywny
wplyw na firme. W zasadzie nie méwie tylko o matematykach, ale szerzej,
o ERC, ze przy tworzeniu czegos, co mozna nazwac grupa do pionierskich

badan i pomystow, bedzie sie gromadzi¢ ludzi z sektora prywatnego: filantro-
poéw i whascicieli firm. W firmie potrzebujg badan na najwyzszym poziomie,
badan pionierskich, niejako bardzo zawezonych. Dla zobrazowania tego, co

mam na mysli o méwigcych ,,0k, powiedzmy im, co majg robic..” dodam, ze

w ostatnim tygodniu odwiedzatem ludzi z Solvay - firmy chemicznej, bardzo

dobrej w dziedzinie badan. Dla nich to, co mdwig jest oczywiste — potrzebuja
otwartych umystéw z odpowiednim treningiem itd. Dla nich jest zrozumiate,
ze beda zadawac bardzo konkretne pytania z chemii. Ale wiedza, ze rozwigza-
nie mozna otrzymac w zupelnie inny sposéb. Uwazam wigc, ze jesli spyta si¢
wlasciwych ludzi, ktérzy naprawde mysla o przysztosci, to ryzyko popelnienia
bledu jest znikome. Méwitem, ze matematyka ma duze znaczenie w ekonomii.
Przychodza ludzie i méwia: ,,ok, musisz nauczy¢ si¢ tego i tamtego, poniewaz
chce zatrudni¢ ludzi takich a takich” Widzisz, ze ekonomia rozwija sie bardzo
szybko. Spojrz na wszystko, co zwigzane jest z telefonami komoérkowymi. Nie
jest pewne, co bedzie wazne za dziesie¢ lat. Dlatego jedynym wyjsciem jest
ksztalcenie ludzi w zakresie wystarczajaco szerokim, umozliwiajagcym uporanie
sie ze wszystkim.

Jezeli wiec wyobcowanie jest tym, co opisalem, nie martwig sie, bo uwa-
zam, ze traktujacy to powaznie pracodawcy, rozwigzujacy prawdziwe problemy,
beda si¢ stara¢, by pracownicy rozwijali sie wystarczajaco szeroko. Pracodawcom
bowiem zalezy na pracownikach, ktérzy rozwigzuja problemy. Nie obchodzi ich
zatrudnianie i zwalnianie po trzech latach. Muszg wtedy szuka¢ kogo$ nowego,
nie tego oczekuja.

I na koniec, czy mdgtby Pan prosze podzieli¢ si¢ z nami jakgs anegdotg,
oryginalnym zajsciem zwigzanym z Pana pracg?

O mdj Boze, juz opowiedzialem jedng anegdote o odkryciu z Blainem
Lawsonem artykutu, ktory kazdy z nas napisat w potowie. To byl bardzo szczesli-
wy przypadek, a to doswiadczenie umocnito naszg przyjazn. Zalezy, co macie na
mysli, méwigc ,,zwigzanym z pracg’. Czy chodzi o moje zaangazowanie w ERC?

Tak.
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A wigc... odkrylem jedng rzecz. W zesztym roku powstal projekt Komi-
sji Europejskiej, by mie¢ Europejski Fundusz Inwestycji Strategicznych® — tak
zwany EFSI. Gléwnym celem Komisji bylo zdobycie prywatnych funduszy -
z pewnego rodzaju publiczng gwarancjg — w celu zachecenia do inwestowania
w ryzykowne projekty. Gdyby odzyskanie pieniedzy nie bylo mozliwe, publiczna
gwarancja zapewnilaby zwrot funduszy. I oczywiscie Komisja Europejska nie
dysponowala tymi pieniedzmi. Fundusz publiczny, wylozony na st6l, skladal
sie z 16 mld euro: 8 mld Europejskiego Banku Inwestycji oraz 8 mld Komisji
Europejskiej. Rzecz jasna, budzet Komisji w wysokosci 8 mld nie istnial, wiec
nalezalo go znalez¢. Pierwotnie zaktadano zabranie 2,7 mld z projektu Horyzon-
tu 2020. Taka kwota nie byla wielkg czescig budzetu Horyzontu, wynoszacego
w sumie okofo 8o mld, stanowila jednak znaczaca ilo$¢ pieniedzy. European
Research Council mialo by¢ opodatkowane kwota 221 mln euro. Naturalnie
nie bylismy zachwyceni, wiec zaczelismy walczy¢. Bez watpienia Komisja nie
byla zbyt szczgsliwa, ze si¢ wzbraniamy - gdyby nie zdobylaby pieniedzy od
nas, musiataby uzyska¢ od kogo$ innego, przez co sprawa si¢ komplikowata.
Chcac zmieni¢ wysokos¢ opodatkowania, nie moglismy si¢ odwota¢ do Komisji,
ktdra juz stwierdzila - to jest nasza propozycja. Pozostaly rzady lub Parlament
Europejski. Rozpoczalem od Parlamentu. Musze¢ przyznad, ze spotkalem paru
bardzo, ale to bardzo interesujacych ludzi, bedacych cztonkami Parlamentu Eu-
ropejskiego. Bardzo rozmaitych - ich poglady polityczne nie mialy znaczenia -
mam na mysli, dzialajgcych na najrozniejszych polach. Wykluczam sceptykow
Unii Europejskiej, gdyz dyskusja z nimi na ten temat byta bezcelowa. Ale po-
znalem ludzi naprawde fascynujacych, zachwycajacych w tym sensie, ze podjeli
sie wyzwania, o ktérym im opowiedzialem. Byli przekonani o istocie badan,
o tym, ze nie powinny by¢ opodatkowane. Opowiedzieli mi nieco o swoich
krajach. Niektorzy pochodzili z panstw, ktérych polityki nie znalem, nie wie-
dziatem, jakie byto na przykiad ich podejscie do rzadu. To bylo bardzo ciekawe
doswiadczenie, troche pochlaniajace czas, gdyz nalezalo wyznaczaé spotkania,
przeprowadzaé rozmowy, wystuchiwa¢ i wymienia¢ si¢ materialami. Bardzo
czesto te materialy byly bardzo wysokiej jakodci, bardzo nam si¢ przydaly. Spo-
tkalem prezydenta Buzka i odbytem z nimi dobra rozmowe. Byl prezydentem
tzw. komisji wszechstronnej, ktéra zajmowata si¢ badaniami. Znacie go i je-
go osobistg histori¢. Byl swiadomy problematyki zwigzanej z badaniami i od
pierwszego dnia zaoferowal wsparcie. Oczywiscie nastapito wiele kolejnych
zdarzen: w srodowisku naukowym wypowiadano si¢ w tej sprawie, powstawaty
artykuty... W réznych czasopismach wypowiadali sie rozni dzialacze, pojawito

®> European Fund of Strategic Investment.
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sie facznie okoto dwustu piecdziesieciu artykutéw na ten temat. Nie ulega wat-
pliwosci, jedyna metoda prowadzacg ku zwyciestwu bylo pokazywanie i bardzo
przejrzyste wyjasnianie dziataczom z Komisji, ze zaplaca sporg ceng za upor.
Niedtugo po tym w Komisji zrozumiano, ze trzeba bedzie te¢ cene zaplaci¢, wiec
natychmiast przyjeto postawe — mozliwe, Ze da si¢ zrobi¢ co$ innego. I tak si¢
to wydarzylo. To cze$¢ mojej pracy, bez dwoch zdan. Mialem wiele ciekawych
spotkan z czlonkami badz bytymi czlonkami Parlamentu Europejskiego. Na
przykltad z jednym, musz¢ przyzna¢, przeprowadzilem imponujacg rozmowe.
Mowa o Danielu Cohn-Benditcie, bardzo aktywnym dzialaczu Parlamentu
Europejskiego ze strony zielonych. Miatem bardzo realistyczny poglad na te
sprawy, ale musze przyznad, ze bardzo interesujgca z nim rozmowa stala sie dla
mnie okazjg do rewizji wykazu sugestii, ktore zamierzalem przedlozy¢. Bylto
to dla mnie terytorium nowe; jestem uczonym, tym sie nie zajmuje. Bylem
pod wrazeniem zaréwno zaangazowania, jak i liczby 0séb potrafigcych my-
$le¢ oraz okazujacych zaangazowanie i wytrwatos$¢ po zlozeniu obietnicy. To
doswiadczenie bardzo pozytywne.

Dzigkujemy Panu bardzo za rozmowe.
Przepraszam, by¢ moze troche przedtuzylem.
Nie, nie, im dluzej, tym lepiej. Najmocniej dzigkujemy.

Rozmowe przeprowadzili: Jerzy Kaczorowski (kjerzy@amu.edu.pl), Pawel Mlecz-
ko (pml@amu.edu.pl) i Krzysztof M. Pawatowski (kpa@amu.edu.pl).
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Krystyna Jaworska (Warszawa)

Wladze Polskiego Towarzystwa Matematycznego
w kadencji 2020-2022

Zgodnie ze Statutem Polskiego Towarzystwa Matematycznego kadencja
wszystkich wladz PTM trwa trzy lata, obecna od 1 stycznia 2020 roku do 31 grud-
nia 2022 roku. Wybory wtadz naczelnych odbyly sie 23 listopada 2019 roku
na posiedzeniu Zgromadzenia Delegatow PTM w Warszawie, a wybory w od-
dzialach — na Walnych Zebraniach Oddzialéw w okresie od 21 pazdziernika
2019 roku do 14 lutego 2020 roku.

W dniu 31 grudnia 2019 roku Polskie Towarzystwo Matematyczne liczyto
1407 0s6b zrzeszonych w osiemnastu oddziatach.

Wladze naczelne PTM

Zgromadzenie Delegatow jest najwyzsza wladza PTM, a sklada si¢ z dele-
gatéw wybranych w oddziatach oraz cztonkéw Zarzadu Gléwnego. Z glosem
doradczym majg prawo uczestniczy¢ w nim cztonkowie honorowi oraz czton-
kowie pozostalych wtadz naczelnych.

Liczba delegatéw oddzialu zalezy od liczby czlonkéw oddziatu niezalega-
jacych w platnosci sktadek wedlug stanu na ostatni dzien roku kalendarzowego
poprzedzajacego rok wyborczy.

Zarzgd Glowny. Jacek Migkisz (prezes, UW), Tomasz Downarowicz (wiceprezes,
PWr), Klaudiusz Wéjcik (wiceprezes, UJ), Krystyna Jaworska (sekretarz, WAT),
Piotr Kowalczyk (skarbnik, UW), cztonkowie: Leokadia Biatas-Ciez (UJ), Mal-
gorzata Makiewicz (USz), Dorota Mozyrska (PB), Jan Poleszczuk (IBIB PAN
oraz NIO-PIB).

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne



418 K. Jaworska

Komisja Rewizyjna. Krystyna Biatek (UZ), Karol Gajda (PP), Jacek Jakubowski
(UW), Jacek Rogowski (PL), Anna Szpila (URz).

Sgd Kolezenski. Stefan Jackowski (UW), Jerzy Jaworski (UAM), Stanistawa Kanas
(URz), Leszek Plaskota (UW), Krzysztof Szajowski (PWr), Aleksy Tralle (UWM),
Pawel Walczak (UL).

Wladze oddzialow oraz delegaci na Zgromadzenie Delegatow

Oddziat Biatostocki

- Zarzad: Malgorzata Hryniewicka (prezes), Zbigniew Bartosiewicz (wi-
ceprezes), Agnieszka Stocka (sekretarz), Dorota Mozyrska (skarbnik),
czlonkowie: Tomasz Czyzycki, Piotr Grzeszczuk.

- Komisja Rewizyjna: Anna Gomolinska, Anna Poskrobko (przewodnicza-
ca), Rajmund Stasiewicz.

— Delegaci (3): Zbigniew Bartosiewicz, Malgorzata Hryniewicka, Ewa Schmei-
del.

— Zastepcy delegatow: Tomasz Czyzycki, Anna Poskrobko, Rajmund Stasie-
wicz.

Oddziat Czestochowski

— Zarzad: Tomasz Blaszczyk (prezes), Grzegorz Biernat (wiceprezes), Urszu-
la Siedlecka (wiceprezes), Jarostaw Siedlecki (sekretarz), Katarzyna Szota
(skarbnik), cztonkowie: Andrzej Bogustawski, Andrzej Grzybowski, Jerzy
Pisarek

- Komisja Rewizyjna: Anita Ciekot (przewodniczaca), Sylwia Lara-Dziem-
bek, Edyta Pawlak-Kazior.

- Delegaci (2): Tomasz Blaszczyk, Katarzyna Szota.

- Zastepcy delegatow: Grzegorz Biernat, Jerzy Pisarek, Urszula Siedlecka,
Jerzy Siedlecki.

Oddziat Gdariski

- Zarzad: Piotr Barttomiejczyk (prezes), Andrzej Szczepanski (wicepre-
zes), Agnieszka Bartlomiejczyk (sekretarz), Justyna Signerska-Rynkowska
(skarbnik)

- Komisja Rewizyjna: Zdzistaw Dzedzej, Grzegorz Graft, Zbigniew Szafra-
niec (przewodniczgcy).

- Delegaci (2): Agnieszka Bartlomiejczyk, Piotr Barttomiejczyk.

— Zastepcy delegatow: Zdzistaw Dzedzej.
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Oddziat Gornoslgski

- Zarzad: Maciej Sablik (prezes); Michal Baczynski, Roman Ger, Walde-
mar Hotubowski, Tadeusz Trzaskalik (wiceprezesi), Lukasz Dawidowski
(sekretarz), Wojciech Bielas (zastgpca sekretarza), Dariusz Sokotowski
(skarbnik), czlonkowie: Aleksander Blaszczyk, Jozef Siwy, Katarzyna Sta-
por, Tomasz Zgraja.

- Komisja Rewizyjna: Krzysztof Koziol, Renata Suchanek, Joanna Zwierzyn-
ska.

— Delegaci (4): Wojciech Bielas, Aleksander Blaszczyk, Roman Ger, Maciej
Sablik.

- Zastepcy delegatow: Michal Baczynski, Dariusz Sokotowski, Katarzyna
Stapor, Tomasz Zgraja.

Oddziat Kielecki
— Zarzad: Szymon Walczak (prezes), Elzbieta Zajac (wiceprezes), Andrzej
Lenarcik (skarbnik), cztonek: Zdzistaw Piasta.
- Komisja Rewizyjna: Andrzej Chrzeszczyk, Sylwia Hozejowska, Mateusz
Masternak.
— Delegaci (1): Szymon Walczak
— Zastepcy delegatéw: nie wybrano.

Oddziat Krakowski

- Zarzad: Marta Kornafel (prezes), Marcin Dumnicki (wiceprezes), Agniesz-
ka Kowalska (sekretarz), Zofia Rozen (skarbnik), cztonkowie: Mariusz
Juzyniec, Konrad Nosek, Agnieszka Rutkowska, Grzegorz Szulik.

- Komisja Rewizyjna: Antoni Leon Dawidowicz (przewodniczacy), Jan
Koronski, Marek Ptak.

- Delegaci (9): Krzysztof Ciesielski, Maciej Denkowski, Marcin Dumnicki,
Marta Kornafel, Agnieszka Kowalska, Wojciech Mitkowski, Piotr Oprocha,
Wojciech Stomczynski, Wlodzimierz Zwonek.

- Zastegpcy delegatéw: Antoni Leon Dawidowicz, Anna Pelczar-Barwacz,
Stanistaw Domoradzki, Jacek Chmielinski, Agnieszka Rygiel, Mariusz
Juzyniec, Grzegorz Kapustka, Piotr Kalita, Lukasz Struski, Rafal Czyz.

Oddziat Lubelski
- Zarzad: Witold Mozgawa (prezes), Mariusz Bieniek (wiceprezes), Agniesz-
ka Kozak-Prus (sekretarz), Beata Rodzik (skarbnik), cztonkowie: Piotr
Kowalski, L.ukasz Piasecki.
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- Komisja Rewizyjna: Monika Budzynska, Kazimierz Goebel, Zdzistaw
Rychlik.

— Delegaci (2): Witold Mozgawa, Zdzistaw Rychlik.

— Zastepcy delegatow: Monika Budzynska, Lukasz Piasecki, Piotr Kowalski.

Oddziat £.édzki

- Zarzad: Maciej Czarnecki (prezes), Filip Strobin (wiceprezes), Marek
Majewski (sekretarz/skarbnik), cztonkowie: Szymon Glab, Grazyna Hor-
baczewska.

- Komisja Rewizyjna: Marek Badura (przewodniczacy), Andrzej Rychlewicz,
Zofia Walczak.

- Delegaci (3): Maciej Czarnecki, Marek Majewski, Jacek Rogowski.

— Zastepcy delegatow: Zofia Walczak, Filip Strobin, Adam Paszkiewicz.

Oddziat Olsztynski

- Zarzad: Adam Doliwa (prezes), Artur Siemaszko (wiceprezes), Anna
Szczepkowska (sekretarz), Jarostaw Kosiorek (skarbnik), czlonek: Aleksy
Tralle.

- Komisja Rewizyjna: Agnieszka Bojarska-Sokolowska, Marek Golasinski,
Aleksandra Kislak-Malinowska.

— Delegaci (1): Artur Woike.

— Zastepcy delegatow: Irena Morocka-Tralle.

Oddziat Opolski
— Zarzad: Tadeusz Nadzieja (prezes), Janusz Czelakowski (wiceprezes), Ali-
cja Dembczak-Kotodziejczyk (sekretarz/skarbnik).
- Komisja Rewizyjna: Maciej P. Wojtkowski (przewodniczacy), Anna Lytova,
Andrzej Spakowski.
— Delegaci (1): Tadeusz Nadzieja.
— Zastepcy delegatow: Alicja Dembczak-Kotodziejczyk, Anna Lytova.

Oddziat Poznatiski
- Zarzad: Mieczystaw Cichon (prezes), Daria Bugajewska (wiceprezes), Ali-
na Gleska (sekretarz), Marcin Anholcer (skarbnik), cztonkowie: Malgorza-
ta Bednarska-Bzdega, Karol Gajda, Mirostawa Kotowska-Gawiejnowicz,
Augustyn Markiewicz
- Komisja Rewizyjna: Jerzy Jaworski, Albert Kubzdela, Malgorzata Migda.
- Delegaci (9): Marcin Anholcer, Malgorzata Bednarska-Bzdega, Daria Bu-
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gajewska, Mieczystaw Cichon, Karol Gajda, Alina Gleska, Jerzy Jaworski,
Wactaw Marzantowicz, Pawel Mleczko.

- Zastepcy delegatow: Marcin Borkowski, Edyta Juskowiak, Piotr Macko-
wiak, Augustyn Markiewicz, Janusz Migda, Malgorzata Migda, Piotr Ka-
sprzak, Bartosz Naskrecki, Ryszard Urbanski

Oddziat Rzeszowski
- Zarzad: Stanistawa Kanas (prezes), Barbara Pekala (wiceprezes), Edyta
Trybucka (sekretarz/skarbnik).
- Komisja Rewizyjna: Renata Jurasinska (przewodniczaca), Svetlana Min-
cheva-Kaminska, Krzysztof Piejko.
— Delegaci (2): Stanistawa Kanas, Edyta Trybucka.
— Zastepcy delegatéw: Barbara Pekala, Anna Szpila.

Oddziat Sqgdecki
- Zarzad: Anna Kochanek (prezes), Maria Potoniec (wiceprezes), Stanistawa
Zajac (sekretarz), Katarzyna Chyclak (skarbnik), czlonkowie: Malgorzata
Janisz, Grazyna Trojan.
- Komisja Rewizyjna: Krystyna Legutko, Marta Prusak, Pawel Wilczynski.
- Delegaci (1): Maria Potoniec.
— Zastepcy delegatow: Anna Kochanek, Malgorzata Janisz, Grazyna Trojan.

Oddziat Szczeciniski

— Zarzad: Andrzej Dabrowski (prezes), Lucjan Szymaszkiewicz (wiceprezes),
Monika Perl (sekretarz), Alicja Szymaszkiewicz (skarbnik), cztonkowie:
Tomasz Jedrzejak, Malgorzata Makiewicz.

- Komisja Rewizyjna: Barbara Glanc (przewodniczaca), Zbigniew Szych,
Arkadiusz Telesinski.

- Delegaci (2): Andrzej Dabrowski, Malgorzata Makiewicz.

— Zastepcy delegatow: Monika Perl, Teresa Bury.

Oddziat Toruriski

- Zarzad: Stawomir Rybicki (prezes), Stanistaw Kasjan (wiceprezes), Marta
Kowalczyk (sekretarz/skarbnik), czlonkowie: Andrzej Rozkosz, Daniel
Simson.

- Komisja Rewizyjna: Witold Kraskiewicz (przewodniczacy), Brunon Ka-
minski, Zygmunt Pogorzaty.

— Delegaci (1): Stawomir Rybicki.

— Zastepcy delegatow: Krzysztof Fraczek.
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Oddziat Warszawski

- Zarzad: Urszula Forys (prezes), Barbara Roszkowska-Lech (wiceprezes),
Adrian Lydka (skarbnik), czlonkowie: Piotr Achinger, Radostaw Adam-
czak, Pawel Goldstein, Beata Jackowska-Zduniak, Janina Kotus, Pawel
Strzelecki.

- Komisja Rewizyjna: Piotr Jaworski, Joanna Napiérkowska, Jan Rempala.

— Delegaci (8): Piotr Achinger, Danuta Ciesielska, Stefan Jackowski, Danuta
Kolodziejczyk, Monika Piotrowska, Feliks Przytycki, Barbara Roszkowska-
-Lech, Pawel Strzelecki.

— Zastepcy delegatow: Piotr Jaworski, Agnieszka Kalamajska, Adrian Lydka,
Zbigniew Peradzynski, Agnieszka Wiszniewska-Matyszkiel.

Oddziat Wroctawski

- Zarzad: Maciej Paluszynski (prezes), Tomasz Grzywny (wiceprezes), Mat-
gorzata Glogowska (sekretarz), Jakub Gismatullin (skarbnik), czlonkowie:
Piotr Borodulin-Nadzieja, Dariusz Buraczewski, Jan Goncerzewicz, Grze-
gorz Karch, Pawet Krupski, Marcin Magdziarz.

- Komisja Rewizyjna: Krzysztof Burnecki, Ryszard Deszcz, Bogustaw Haj-
duk, Krzysztof Szajowski.

- Delegaci (3): Tomasz Grzywny, Maciej Paluszynski, Krzysztof Szajowski.

- Zastepcy delegatow: Jan Goncerzewicz, Ryszard Deszcz, Bogustaw Haj-
duk.

Oddziatl Zielonogorski

- Zarzad: Anna Karczewska (prezes), Krystyna Bialek (wiceprezes), Ewa Syl-
westrzak-Maslanka (sekretarz), Izabela Kurzydto (skarbnik), cztonkowie:
Bogdan Szal.

- Komisja Rewizyjna: Jacek Bojarski, Andrzej Cegielski (przewodniczacy),
Zbigniew Switalski.

- Delegaci (2): Krystyna Bialek, Anna Karczewska.

— Zastepcy delegatow: Andrzej Cegielski, Ewa Synéwka-Bejenka.

Krystyna Jaworska
Sekretarz Polskiego Towarzystwa Matematycznego
kjaworskaster@gmail.com
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Wojciech Kucharz
laureat Nagrody Gléwnej PTM im. Stefana Banacha za 2018 rok

Wojciech Kucharz pracuje naukowo od ponad czterdziestu
pieciu lat. Studia matematyczne na Uniwersytecie Jagiellon-
skim ukonczyt z wyrdznieniem w 1974 roku. Tamze uzy-
skat w 1977 roku stopien doktora nauk matematycznych na
podstawie rozprawy Jety wystarczajqgce i kietki skoticzenie
determinowalne. Zajmuje si¢ glownie teorig osobliwos$ci
oraz rzeczywista geometrig algebraiczna i analityczna.

Jego poczatkowe artykuly (facznie z opublikowana
praca magisterska i doktorska) dotyczyly lokalnej teorii osobliwosci odwzoro-
wan rézniczkowalnych i analitycznych. Na szczegdlng uwage zastuguje (wspdlna
z Koikem) praca o roznych realizacjach dzetéw niewystarczajacych, w ktérej
przedstawia kontrprzyklad do hipotezy Thoma. Rezultat ten zaskoczyl licznych
matematykow, w tym samego Thoma.

W pracach napisanych samodzielnie i wspoélnie z Jackiem Bochnakiem
z lat siedemdziesigtych i osiemdziesigtych XX wieku, publikowanych m.in.
w Inventiones Mathematicae, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
czy Transactions of the American Mathematical Society uzyskal wiele waznych
wynikéw o lokalnych i globalnych wlasnosciach zbioréw i funkgji analitycz-
nych, w tym o lokalnej analitycznej réwnowaznosci kietkéw zbioréw algebra-
icznych i kielkow Nasha. Obecnie sa one wykorzystywane w dowodach lokal-
nej topologicznej rownowaznosci kietkéw funkgji analitycznych i wielomiano-
wych. Jego dwie prace, napisane wspdlnie z Bochnakiem i Shiotg (i opubliko-
wane w Inventiones Mathematicae), dostarczyly nowych technik dla badania
globalnej analitycznej rownowaznosci zbioréw analitycznych z izolowanymi
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osobliwos$ciami i funkcji analitycznych z izolowanymi punktami krytycznymi.
Metody te byly nastepnie wykorzystywane przez licznych matematykow, za-
réwno w globalnej teorii osobliwosci, jak i w innych badaniach, na przyktad
poswieconych siedemnastemu problemowi Hilberta dla rzeczywistych funkcji
analitycznych.

Badania Kucharza skupity si¢ gtéwnie na studiowaniu topologii rzeczywi-
stych rozmaitosci algebraicznych, w ramach nowo wéwczas powstajacej dziedzi-
ny - rzeczywistej geometrii algebraicznej. Przed piec¢dziesieciu laty ten obszar
badawczy w zasadzie nie istnial. Poza kilkoma rzadkimi i izolowanymi wynika-
mi nie bylo wiadomo nic o rozmaitosciach algebraicznych w R" zdefiniowanych
przez wielomiany o wspdtczynnikach rzeczywistych (w przeciwienstwie do
doskonale rozwinietej geometrii algebraicznej zespolonej). Z poczatkiem lat
siedemdziesiatych XX wieku mata grupa matematykdw rozpoczeta intensyw-
ne badania rzeczywistej geometrii algebraicznej. Wigze sie to z szerokim pro-
gramem rozwijania topologii algebraicznej i rézniczkowej w szerokim kon-
tekscie geometrii algebraicznej. Program ten siega wstecz do stynnej pracy
Nasha o rzeczywistych rozmaitosciach algebraicznych, ktdra byla inspiracja
dla wielu matematykoéw — zaréwno jej wyniki, jak i hipotezy w niej stawiane.
Préby potwierdzenia tych hipotez czynione przez wybitnych matematykow
byty bezskuteczne az do 1973 roku. Wtedy to Tognoli udowodnit jedna z nich.
Wykazal, ze kazda zwarta rozmaito$¢ gtadka M jest dyfeomorficzna z pew-
nym nieosobliwym zbiorem algebraicznym, zwanym modelem algebraicznym
dla M. Nastepnie Bochnak i Kucharz rozszerzyli ten wynik, wykazujac istnienie
(dla dowolnej rozmaitosci rézniczkowej dodatniego wymiaru) nieprzeliczalnej
rodziny nieizomorficznych modeli. Powstat wiec naturalny problem badania
wlasnosci topologicznych i geometrycznych réznych modeli algebraicznych.
Mozna wymieni¢ kilka typowych aspektow tych badan:

— kwestia realizowania klas homologii przez podrozmaitosci algebraiczne,

- studia nad strukturg zbioru odwzorowan regularnych miedzy rozmaito-
$ciami algebraicznymi (zwlaszcza o wartosciach w sferach),

- studia nad istnieniem struktury algebraicznej na wiazkach topologicz-
nych,

— aproksymacja podrozmaitosci rézniczkowych przez podrozmaitosci alge-
braiczne oraz kwestie aproksymacji i homotopii odwzorowan regularnych.
Kluczowe problemy dotyczace istnienia modelu algebraicznego zwartej

rozmaitosci gladkiej M, na ktérym réznego typu obiekty topologiczne maja
opis algebraiczny, zostaly podjete i kontynuowane w nastepnych dekadach
przez trzy pary badaczy: Benedettiego i Tognolego, Abkuluta i Kinga oraz Boch-
naka i Kucharza. Otrzymali oni szereg fundamentalnych i spektakularnych
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wynikéw. Mozna $miafo pokusi¢ sie o stwierdzenie, ze bez ich udziatu trudno
byloby sobie wyobrazi¢ topologie rzeczywistych rozmaitosci algebraicznych
jako samodzielng galaz geometrii algebraicznej. Ponizej przyblizymy w zwie-
zly sposdb osiagniecia Wojciecha Kucharza zwigzane z powyzszymi zagadnie-
niami badawczymi, ktdére uzyskal samodzielnie lub we wspotpracy z Jackiem
Bochnakiem.

Bochnak i Kucharz rozwineli nowe, kluczowe metody pracy z cyklami
algebraicznymi i analitycznymi na rzeczywistych rozmaitosciach algebraicznych
i analitycznych. Polaczyli oni techniki teorii bordyzmu w topologii rézniczkowej
z glebokimi rezultatami zespolonej geometrii algebraicznej. Ich prace przyczy-
nily sie do dobrego zrozumienia funktora rzeczywistych cykli algebraicznych
na rzeczywistych rozmaitosciach algebraicznych. W serii swoich prac Kucharz
przedstawit szczegdtowy analize przeszkod dla algebraicznosci cykli na rozma-
ito$ciach gladkich. Zajmowal sie takze klasami homologii reprezentowanymi
przez tukowo-symetryczne zbiory semialgebraiczne.

Bochnak i Kucharz w pracy opublikowanej w Annals of Mathematics
w 1988 roku wprowadzili takze funktor zespolonych cykli algebraicznych na
rzeczywistych rozmaitosciach algebraicznych, odgrywajacy wazna role w rze-
czywistej geometrii algebraicznej. Zostal on uzyty w 2005 roku przez Abkuluta
i Kinga w ich dowodzie istnienia rozmaitosci transcendentnych (tzn. gtadkich
podrozmaitosci rzeczywistej przestrzeni rzutowej, ktore nie sg izomorficzne ze
zbidrem punktdw rzeczywistych nieosobliwej zespolonej rzutowej rozmaitosci
algebraicznej). Ich istnienie nie jest oczywiste, a nawet dos¢ diugo sadzono, ze
takowe nie istniejg. Oryginalny dowdd Abkuluta-Kinga byl niekonstruktywny
i dziatat tylko w wysokich wymiarach. Konstruktywny i znacznie uproszczony
dowdd zostal podany w dwdch pracach: przez Kucharza w 2009 roku oraz
przez Kucharza i Simance w 2010 roku. W istocie Kucharz znalazl rozmaitosci
transcendentne, podajac explicite ich rdbwnania, a jego konstruktywny dowdd
obejmuje wszystkie wymiary wieksze niz trzy.

W serii prac z lat osiemdziesigtych i dziewieédziesigtych XX wieku (w tym
opublikowanych w Annals of Mathematics i Publications Mathématiques de
I'THES) Bochnak i Kucharz rozwineli teorie rzeczywistych morfizméw algebra-
icznych i algebraicznych wigzek wektorowych na rzeczywistych rozmaito$ciach
algebraicznych. Znalezli tez zaskakujace zwiazki z teorig liczb i teorig moduli
rzeczywistych rozmaitosci abelowych.

Podkresli¢ nalezy réwniez, ze w swoich badaniach Bochnak i Kucharz
wprowadzili szereg metod i technik, ktoére umozliwily im i innym matematykom
rozwigzanie przedstawianych tu fundamentalnych probleméw dotyczacych
topologii rzeczywistych rozmaito$ci algebraicznych. Weze$niej nie istniaty tech-
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niki pozwalajace odpowiedzie¢ na nastepujace kluczowe pytania, ktére Wojciech
Kucharz podjat w swoim programie badawczym.

- Ktére odwzorowania ciggte sg homotopijne z rzeczywistymi morfizmami

algebraicznymi?

- Ktére odwzorowania cigglte mozna aproksymowac rzeczywistymi morfi-

zmami algebraicznymi?

- Ktore topologiczne wiazki wektorowe dopuszczaja strukture algebraiczng?
Liczne prace Kucharza podejmowaly réwniez inne tematy, jak na przyktad klasy
homologii reprezentowane przez rzeczywiste zbiory analityczne, przecigcia
zupelne, rzeczywiste pierscienie holomorficznosci, aproksymacja typu Rungego
odwzorowan holomorficznych pomiedzy zespolonymi rozmaitos$ciami algebra-
icznymi, formy kwadratowe itd. W kazdym z tych obszaréw Kucharz rozwinat
oryginalne idee.

W ostatnich dziesieciu latach laureat rozwija nowy kierunek badan po-
$wiecony nowej klasie obiektow rzeczywistej geometrii algebraicznej, w ktérych
konstrukgji istotng role odgrywaja funkcje wymierne ciagte lub klasy C¥, czyli
tzw. funkcje regulous lub k-regulous. Sg to funkcje dosy¢ bliskie funkcjom re-
gularnym, powszechnie uzywanym w geometrii algebraicznej, ale ktére maja
znacznie bardziej ,,gietkie” wlasnosci topologiczne. Na przyklad udowodnit
on, ze zbidr ciaglych funkcji wymiernych miedzy standardowymi sferami jest
gesty w zbiorze funkgji ciggtych. Analogiczny wynik dla funkcji regularnych jest
znany tylko dla przypadku funkcji o wartosciach w sferach wymiaru jeden, dwa
i cztery. Inny jego wynik dowodzi gestosci zbioru ciaglych funkeji wymiernych
z n-wymiarowej zwartej rozmaitosci algebraicznej o warto$ciach w n-sferze,
w zbiorze ztozonym z wszystkich funkgji ciaglych. Analogiczne zdanie dla
funkcji regularnych jest na ogoét falszywe.

Badanie takich funkcji doprowadzito do nowych pytan i zaskakujacych
rezultatow, ktdre rzucajg nowe $wiatto na zwigzki pomiedzy topologicznymi
i algebro-geometrycznymi wlasno$ciami rzeczywistych rozmaitosci algebraicz-
nych. Kucharz byl pierwszym matematykiem, ktéry zdefiniowat i badat te klase
funkcji w tak ogoélnym zakresie. Odtad wielu uczonych zwrécilo si¢ ku temu
nowemu kierunkowi, publikujac liczne prace w najlepszych czasopismach mate-
matycznych. Daje to podstawy do wyodrebnienia sie tzw. regulous geometry jako
odrebnej galezi rzeczywistej geometrii algebraicznej, a Wojciech Kucharz plasuje
sie na jej czele. Do tego nurtu nalezg jego liczne najnowsze prace. Wymienmy
cztery z nich: artykut z Journal of the European Mathematical Society z 2014
roku poswiecony aproksymacji ciaglych funkeji wymiernych w sfery, wspoélna
praca z Kurdykga i Kollarem z Mathematische Annalen z 2018 roku po$wigcona
funkcjom wymiernym na krzywych oraz wspélna z Kurdyka z Journal fiir die



Laureaci nagrod 427

reine und angewandte Mathematik z 2018 roku dotyczaca stratyfikowanych alge-
braicznych wigzek wektorowych. W czwartej z nich, z Mathematische Annalen
z 2018 roku, Kucharz zdefiniowal jeszcze jedna, bardziej ,,gietky” klase funkeji
wymiernych, tzw. funkcji kawatkami regularnych.

Reasumujac, Wojciech Kucharz pracuje nad problemami i zagadnieniami
o fundamentalnym znaczeniu dla rozwoju rzeczywistej geometrii algebraicz-
nej, a jego rozwigzania tych problemoéw stale cechuje oryginalnos¢ podejscia.
Publikowat swoje artykuly w czasopismach reprezentujacych najwyzszy po-
ziom. Byly one przedstawiane na posiedzeniach Paryskiej Akademii Nauk przez
matematykow tej klasy, co Cartan, Thom czy Schwartz.

Wklad Wojciecha Kucharza do rozwoju badan nad topologia rzeczywi-
stych rozmaitosci algebraicznych jest istotny i trwaty. W czasie ostatnich czter-
dziestu kilku lat rzeczywista geometria algebraiczna rozwinela si¢ w sposdb
imponujacy. Mathematical Reviews uznal ten rozwoj, tworzac w spisie dziedzin
matematyki osobng sekcje Real Algebraic Geometry. Wojciech Kucharz byt
w $cistym gronie tworcow tego sukcesu.

Wspomnijmy tez na koniec, ze Kucharz zostal zaproszony (wspdlnie
z Krzysztofem Kurdyka) do przedstawienia wynikow swoich prac na Miedzy-
narodowym Kongresie Matematykéw w 2018 roku w Rio de Janeiro. Kongresy
takie odbywaja si¢ co cztery lata i zaproszenie do wygloszenia odczytu jest
szczegdlnym wyroznieniem.

Krzysztof Jan Nowak (Krakéw)
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Maksym Radziwill
laureat Nagrody Gléwnej PTM im. Stefana Banacha za 2018 rok

Maksym Radziwill urodzit si¢ 24 lutego 1988 roku w Mo-
skwie. Rodzina przeniosta si¢ do Polski w 1991 roku i za-
mieszkala w Warszawie, gdzie Maksym ukonczyl najpierw
i szkote podstawowg, a nastepnie, w 2006 roku, $rednig -
Liceum Francuskie w Warszawie. To wlasnie w okresie li-
cealnym, w wieku szesnastu lat, zainteresowal si¢ teoria
liczb. Przeczytal wowczas ksigzke Wladystawa Narkiewicza
Teoria liczb i duze wrazenie zrobilo na nim stwierdzenie, ze
teoria liczb jest gleboko powiazana z calg matematykg. W 2006 roku rozpoczat
studia na Uniwersytecie McGilla w Montrealu, ktore ukonczyl z wyréznieniem
w 2009 roku. Jak sam moéwi, w okresie studiow w Montrealu wiele miat do

zawdzieczenia Andrew Granvilleowi, ktéry wprowadzit go w tajniki teorii liczb.
Po czteroletnich studiach doktoranckich na Uniwersytecie Stanforda pod kie-
runkiem Kannana Soundararajana uzyskat tamze stopien doktora w 2013 roku.
Jego praca doktorska Zero distribution and size of the Riemannn zeta-function
dotyczyla oszacowan momentow funkeji dzeta Riemanna. Uzyskat miedzy in-
nymi pierwsze najlepsze oszacowanie gorne dla pewnego p > 4 (opublikowane
w artykule [10]) i wspolnie z promotorem najlepsze dolne oszacowania dla
wszystkich p > 1w pracach [2,6].

Staz podoktorski odbyl w tak prestizowym osrodku, jak Institute for Ad-
vanced Studies w Princeton oraz na Rutgers University. W latach 20162018
pracowal jako assistant professor na Uniwersytecie McGilla w Montrealu, a od
2018 roku pracuje na stanowisku profesora w Caltechu w Pasadenie. Maksym
Radziwill jest wybitnym matematykiem, ktérego gtéwnym (ale nie jedynym)
obszarem dzialalnosci naukowej jest analityczna teoria liczb (z uzyciem technik
analizy harmonicznej, probabilistyki i teorii spektralnej). Mimo bardzo mto-
dego wieku jest on juz autorem ponad czterdziestu prac (wszystkie dostepne
w serwisie arXiv.org) — z tego niemal trzydziesci ma status opublikowanych
badz przyjetych do druku. W zasadzie wszystkie jego prace publikowane sa
w najlepszych czasopismach matematycznych, wymienmy kilka najznamienit-
szych: Advances in Mathematics, Annals of Mathematics, Annals Scientifiques
Ecole Normale Supérieure, Duke Mathematical Journal, Geometric And Functio-
nal Analysis, Inventiones mathematicae, Journal of the European Mathematical
Society, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, czy Proceedings of the
London Mathematical Society.
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Przelomowe osiagnigcia Maksyma Radziwilta s3 wazne zaréwno z punktu
widzenia teorii liczb jak i teorii ergodycznej. Doskonalym przyktadem jest wy-
bitna wspdlna praca Radziwilla i Kaisy Matomiki [7] o zachowaniu sie funkcji
multiplikatywnych na (typowych) krétkich przedziatach. Sprobujmy najpierw
krétko opowiedzied, jakie bylo (i jest) jej przelomowe znaczenie z punktu wi-
dzenia teorii ergodyczne;j.

Hipoteza Sarnaka z 2010 roku stanowi, ze (¢ ponizej oznacza klasyczna,
arytmetyczng funkcje Mébiusa')

1 N
Jim 53 (T )u(m) =0 (1)

dla dowolnego homeomorfizmu T deterministycznego (tzn. o zerowej entropii)
zwartej przestrzeni metrycznej X, dowolnej funcji ciaglej f € C(X) i dowolnego
x € X. Intuicja tej hipotezy jest w miare oczywista — o funkcji g mysli si¢ jako
o ciggu losowym (wigcej o losowosci za chwile), wigc cigg ten nie moze korelo-
wac z ciggiem deterministycznym. W latach 2010-2015 ukazalo si¢ wiele, czesto
wybitnych, prac potwierdzajacych hipoteze Sarnaka w réznych klasach uktadow
dynamicznych o zerowej entropii. Jednak ci ergodycy, ktérzy byli rzeczywiscie
blisko hipotezy Sarnaka, w 2015 roku zdali sobie sprawe, ze w zasadzie sprawa
jest beznadziejna, gdyz teoria ergodyczna nie bedzie w stanie rozstrzygnaé
prawdziwosci hipotezy Sarnaka w tzw. modelach monoergodycznych ukladéw
skonczonych o co najmniej dwoch elementach. Wtedy to wlasnie na arXiv.org
pokazata si¢ wspomniana sensacyjna praca [7] (z ,czystej” teorii liczb) o tym, ze
zachowanie ,,dobrej” (ponizej pojawi si¢ termin ,,niepretensjonalne;j”) funkcji
multiplikatywnej na typowym krétkim przedziale, zob. (4), jest takie, jakie
jej zachowanie globalne. Dla ergodykéw wazne bylo to, Ze praca rozstrzygala
o prawdziwosci hipotezy Sarnaka w modelach uktadéw skonczonych. Nie be-
dzie przesada stwierdzenie, ze po 2015 roku wszystkie prace teorio-ergodyczne
w mniej lub bardziej bezposredni sposéb uzywaty twierdzenia Matomaki-Radzi-
willa. Czy hipoteza Sarnaka jest jednak waznym problemem z punktu widzenia
matematyki? Wedlug autora artykulu wyniki ostatnich lat pokazuja, ze zdecydo-
wanie tak. Oryginalng motywacja Sarnaka bylo to, ze stynna hipoteza Chowli

! Przypomnijmy, ze u(pi . .. px) = (~1)* dla iloczynu réznych liczb pierwszych, u(1) = 1
oraz y(n) = 0 dla wszystkich liczb, ktdre nie sg bezkwadratowe. Inna klasyczna funkcja, ktéra
pojawi sie w tym artykule, to funkcja Liouvillea A(n) = (1)), przy czym Q(n) jest liczba
dzielnikéw pierwszych liczby n (liczong wraz z krotnosciami). Oczywiscie u(n) = A(n)u*(n).
Hipotezy Sarnaka z y i A s3 rbwnowazne.
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21965 roku” - dla dowolnego r > 0,1< a; < -+ < ay, i; € {1,2} nie wszystkich
réwnych dwa, zachodzi réwnosé

1 N ‘ .
lim — Y y°(n)p"(n+ar)...u"(n+a,)=0 (3)
N—>oo]\]n:1

- implikuje jego hipoteze. Z probabilistycznego punktu widzenia, w zadaniu (3)
odnajdujemy zachowanie si¢ podobne do ciagu zmiennych losowych niezalez-
nych i rzeczywidcie mozna w miare fatwo wykaza¢, ze hipoteza Chowli jest row-
nowazna stwierdzeniu, ze y, jako punkt w przestrzeni shiftowej ({~1,0,1}, S),
jest generujacy dla miary, ktora jest relatywnie miarg Bernoulliego nad (natural-
ng) miarg wyznaczong przez u? (ta ostatnia funkcja to po prostu funkcja charak-
terystyczna zbioru liczb bezkwadratowych). Co moze dziwi¢ na pierwszy rzut
oka, hipoteza Chowli jest stwierdzeniem ,,czysto” ergodycznym, a implikacja
»Chowla = Sarnak” ma dowdd ergodyczny! Oczywiscie sama powyzsza implika-
cja nie stanowi jeszcze o wadze hipotezy Sarnaka. Lecz w tym samym 2015 roku
Tao wykazal (kolejny sensacyjny rezultat), ze jesli zwykle sredniowanie w (3)
oraz (1) zastapi¢ $redniowaniem typu logarytmicznego, to (logarytmiczne)
hipotezy Chowli i Sarnaka staja si¢ rOwnowazne. Dalsze badania wykazaly,
ze z twierdzenia Tao wynika, ze hipoteza Sarnaka niemal implikuje hipoteze
Chowli, a dokladniej implikuje hipoteze Chowli wzdluz podciagu N-6w o pelnej
gestosci (logarytmicznej).

Wré¢my teraz do krétkich przedzialéw i spojrzmy na prace [7] bardziej
z punktu widzenia teorii liczb. Problematyka szacowania $redniego wzrostu
funkcji arytmetycznych nalezy do klasyki analitycznej teorii liczb. Nietrudno
wskaza¢ wazne motywacje. Dla przykladu, hipoteza Riemanna jest rownowazna
stwierdzeniu, ze dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi réwnos¢

N 1
Zly(n) = OS(NT—S)-

* Hipoteza Chowli, w wersji oryginalnej sformutowana dla funkcji Liouville’a, jest zwigzana
z ilo$ciowg hipoteza o nieskonczonosci par zbioru liczb pierwszych blizniaczych, tzn. moze by¢
sformulowana jako zbiezno$¢ do odpowiedniej statej z zadana predkoécia $rednich korelacji
funkcji von Mongoldta A, a doktadniej chodzi o relacje

iA(m)A(n +2) = (2I1,) N + o(N), (2)

n=1

przy czym Il; = [],55 (1 - (’_%)2) = 0,66016. .. oznacza tzw. stalg liczb pierwszych blizniaczych.
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Na marginesie, gdybysmy wymagali ,,tylko”, ze limy_, % S aen p(n) =0, to
otrzymaliby$my warunek réwnowazny (!) twierdzeniu o rozmieszczeniu liczb
pierwszych. Wazne jest réwniez badanie ,,krétkich” sum postaci

>, u(n) (4)

x<n<x+h

dla b = h(x) < x. Z hipotezy Riemanna wynika, ze sumy tego typu sg row-
neo(h)dlah> X2t przy dowolnym ¢ > 0. Interesujace jest rowniez badanie
zachowania si¢ powyzszych sum dla ,.typowych™ przedzialéw o dlugosci h,
co w istocie sprowadza sie do badania $rednich wzgledem x € [ X, 2X]. Przykta-
dowo Gao (w nieopublikowanej pracy) udowodnit - zakladajac prawdziwos¢
hipotezy Riemanna - ze

2X, 2

dx = o(Xh?)

> u(n)

x<n<x+h

X

przy X — oo, oile h > (log X)* dla pewnej dostatecznie duzej stalej A. Bez
zakladania zadnych nieudowodnionych hipotez do niedawna wiadomo bylo je-
dynie, ze powyiszy wzor zachodzi dla i > X'/6*¢ Podobne wyniki sg prawdziwe
dla reszty y(x) — x w twierdzeniu o liczbach pierwszych, miedzy innymi dzieki
pracom Huxleya i Selberga. Od dluzszego czasu nie bylo istotnego postepu
w tym zakresie. Dzi¢ki przelomowej technice i rezultatom ze wspomnianej
pracy [7] Radziwilta i Matomaki, ktora (bardzo z grubsza) polega na rozwi-
nieciu glebokiej analizy fourierowskiej wielomianéw Dirichleta, tzn. funkcji
postaci 3,<y a,n"”, wiele si¢ jednak zmienilo. Przede wszystkim Matomaki
i Radziwill rozwigzali problem zachowania si¢ niepretensjonalnych funkcji
multiplikatywnych (klasyczne funkcje arytmetyczne, jak funkcja Mobiusa, czy
funkcja Liouville’a sg takimi funkcjami) w tzw. typowych kroétkich przedziatach,
dowodzac, ze jej ,,lokalne” zachowanie jest odbiciem zachowania ,,globalnego”.
Wykazali w szczegolnosci, ze dla obszernej klasy funkcji multiplikatywnych f,
do ktorej naleza miedzy innymi funkcje Mobiusa i Liouvillea, mamy

2X 2
dx < eXh?

> f(m)

x<n<x+h

X

* Nie mozna oczywiscie rozpatrywaé wszystkich ,,krétkich” przedziatéw: funkcja y? zawiera
dowolnie diugie ciagi zer - co wiecej, jedli zgodzimy sie, ze funkcja ta wyglada jak ciag losowy, to
muszg si¢ na niej pojawia¢ dowolne (dowolnie dtugie) ciagi o wartosciach w zbiorze {-1,0,1},
przy czym ,,obowigzkowe” zera pochodza z u*.
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dla dowolnego ¢ > 0 oraz dla wszystkich takich h, ze H(e) < h < X, przy
czym H(¢) jest pewng stalg zalezng wylacznie od e. Rzecz jasna najwazniejszy
jest tu bardzo duzy dopuszczalny zakres zmiennosci h oraz fakt, ze oszacowanie
jest bezwarunkowe, to znaczy zostalo udowodnione bez zakladania zadnych
nieudowodnionych hipotez. Dla ilustracji postepu, ktory si¢ tutaj dokonat, wy-
starczy zauwazy¢, ze wynik Matomaiki i Radziwilta daje oszacowanie silniej-
sze od tego, ktore wykazal Gao przy zalozeniu hipotezy Riemanna! Powyzsze
twierdzenie (sformulowane dla ogdlnej klasy funkgji f), jak i metoda dowodu,
ma wiele ciekawych konsekwencji. Dla przyktadu przytoczmy trzy z nich (dla
ustalenia uwagi w przypadku funkgcji Liouville’a).

- (Matoméki, Radziwilt, Tao [8]) Dla dowolnego wyboru wartosci ¢; = +1,

j=1,2,3 mamy

| , .
thrilng‘{nsN:)t(n+]) =¢/,j=1,2,3}/>0

(z pewnym zainteresowaniem nalezy odnotowac¢, ze w powyzszej pracy
uzywa sie ponadto technik granic Banacha oraz graféw losowych). Wy-
nik z tej pracy doczekal si¢ sukcesywnych wzmocnien, az do ostatnio
anonsowanego twierdzenia, ze zlozonos¢ funkeji Liouville'a jest superwie-
lomianowa.

- (Matomiki, Radziwill, Tao [1]) Dla dowolnej liczby naturalnej k i dowolne-
go € > 0 istnieje takie h(k, €), ze dla wszystkich x > h > h(k, €) zachodzi
»usredniona” hipoteza Chowli

S An+ ). A (n+ hy)| < ehfx
I<hy,....hy<hlnsx
- (Matomaki, Radziwill [7]) Dla dowolnej dodatniej liczby e istnieje taka
stata C = C(¢), ze dla wszystkich dostatecznie duzych N przedziat [N, N+
CV/N] zawiera liczbe catkowita, ktérej wszystkie dzielniki pierwsze sa
mniejsze badz réwne N°.
We wspomnianej pracy [7] Matomaki i Radziwilta dokonano tez przetomu
w rozumieniu hipotezy Chowli. Autorzy wykazali mianowicie, ze

N
lim sup e Y A(m)A(n+1) <1,
N—oo n=1

co jest pierwszym istotnym postepem od lat. Metoda Matomaki i Radziwit-
ta pojawia si¢ wielu pracach, ktére kontynuuja tematyke wlasnosci funkcji
multiplikatywnych. We wspoélnej pracy z Matomaki i Tao [1] na przyktad roz-
strzygnieto negatywnie hipoteze Elliotta — pewne uogoélnienie hipotezy Chowli
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(a tak naprawde sformulowano jej ,wlasciwg” wersje — chodzi o subtelnosci
w rozumieniu niepretensjonalnosci funkcji multiplikatywnych)*

Idee $redniowania (hipoteza Chowli i hipoteza Elliota) z powyzej opisa-
nych prac mozna tez zauwazy¢ w najnowszych badaniach Matomaki, Radziwitta
i Tao dotyczacych korelacji rzedu dwa dla funkcji von Mangoldta (dwie obszer-
ne prace [3,4]). Przypuszczenie (2) jest szczegdlnym przypadkiem hipotezy
Hardyego-Littlewooda, ktéra (w uproszczonej formie) stanowi, ze

2N

> A(n)A(n+h) = C(h)N +O(N), (5)

n=N
przy czym C(h) = 211, [T 5, ps2 1% dla h parzystych (C(h) = 0 dla h niepa-
rzystych). Uzywajac metody sit, mozna wykazaé, ze Y2N A(n)A(n + h) =
O(C(h)N) jednostajnie wzgledem h € [N,2N]. To spowodowalo istotne za-
interesowanie problemem, czy da si¢ udowodni¢ réwnos¢ (5) dla ,wielu” h,
a najlepszy wynik, nalezacy do Mikawy i udowodniony w 1991 roku, dawat
przedziat [N'3 N'=¢], w ktérym ,wiekszo$¢” h jest ,dobrych”. Jeden z gtow-
nych wynikéw pracy [3] daje oszacowania zaréwno na blad, ktory jest rzedu
O(Nlog ™ N), jak i obniza wyktadnik 1/3 do liczby 8/33.

Wybitng praca jest rowniez niedawny artykut [5], w ktérym wykazano
bardzo silny brak korelacji funkcji Mobiusa (Liouvillea) z fazg wielomianowa.
Jest to pigkny rezultat o niezaleznosci struktur addytywnej i multiplikatywnej
liczb catkowitych.

Na koniec wspomnijmy, ze w dorobku Radziwilta jest rowniez praca
dotyczaca bilardéw, a dokladniej, bilardéw prostokatnych D c R2 w ktérych
stosunek bokéw wynosi \/a. Wiadomo, ze w takim wypadku laplasjan A (dziata-
jacy na C*(D)) ma czysto dyskretne widmo, a jego wartosci wlasne A ; sg postaci
am? + n? przy czym m, n > 1, co w przypadku a niewymiernego daje widmo
proste: 0 < A; < A, < ---. Znany jest tez rozklad warto$ci wlasnych, a glebokie
twierdzenie Eskina, Margulisa i Mozesa (z 2005 roku) orzeka, ze w przypadku
diofantycznym rozktad taczny {i, j : max(Ai,A;) < T,a < A; — Aj < b} jest
poissonowski. W pracy [9] udowodniono jeszcze jeden aspekt poissonowski
rozkladu wartosci wlasnych, dowodzac, ze funkcja

N min(Aj41-1;:1<i<N)

ma - na zbiorze pelnej miary zawierajacym wszystkie liczby algebraiczne stop-
nia dwa — warto$¢ w przyblizeniu réwng 1/N.

* W pracy tej, z punktu widzenia teorii ergodycznej, wykazano, ze funkcja Mobiusa (w od-
powiednim ukladzie dynamicznym) generuje widmo ciagle.
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W uznaniu zastug dla rozwoju teorii liczb Radziwilt (wraz z Matomaki)
otrzymal nagrode Ramanujana za 2016 rok. Jest on réwniez laureatem Sloan
Fellowship (lata 2017-2019) oraz zostal invited session speaker na Kongresie Mate-
matycznym w Rio de Janeiro w 2018 roku. Otrzymal réwniez Nagrode Coxetera—
-Jamesa Kanadyjskiego Towarzystwa Matematycznego. W 2018 roku otrzymal tez
prestizowa New Horizons Prize for Early-Career Achievement in Mathematics.

Maksym Radziwitt jest poliglota — doskonale zna jezyki angielski, francu-
ski, rosyjski oraz oczywiscie polski. Przez wiele lat jego druga (na szczescie dla
matematyki) pasja byta informatyka. W tej chwili komputery dalej go interesuja,
ale juz raczej jako hobby. Przepada za muzyka barokows.

Podzigkowania. Podczas pisania tego artykulu istotnie korzystalem z wniosku
o nagrode im. Stefana Banacha dla laureata, napisanego wspoélnie z profesorami
Jerzym Kaczorowskim i Krzysztofem Fraczkiem.

Cytowane prace laureata

[1] An averaged form of Chowla’s conjecture, Algebra Number Theory 9 (2015),
2167-2196 (wspdtautorzy: K. Matomaki, T. Tao).

[2] Continuous lower bounds for moments of zeta and L-functions, Mathematika 59
(2013), 119-128 (wspolautor: K. Soundararajan).

[3] Correlations of the von Mangoldt and higher divisor functions 1. Long shift ranges,
Proc. Lond. Math. Soc. 118 (2018), nr 2, 284-350 (wspdtautorzy: K. Matomaki, T.
Tao).

[4] Correlations of the von Mangoldt and higher divisor functions II. Divisor correlations
in short ranges, Math. Ann. 374 (2019), nr 1-2, 793-840 (wspotautorzy: K. Matoméki,
T. Tao).

[5] Fourier uniformity of bounded multiplicative functions in short intervals on average,
ukaze sie w Invent. Math. (wspédtautorzy: K. Matomiki, T. Tao).

[6] Moments and distribution of central L-values of quadratic twists of elliptic curves,
Invent. Math. 202 (2015), 1029-1068 (wspolautor: K. Soundararajan).

[7]1 Multiplicative functions in short intervals, Ann. of Math. 183 (2016), nr 2, 1015-1056
(wspdtautor: K. Matomaki).

[8] Sign patterns of the Liouville and Mobius functions, Forum Math. Sigma 4 (2016),
14-44 (wspoétautorzy: K. Matomaiki, T. Tao).

(9] Small gaps in the spectrum of the rectangular billiard, Ann. Sci. Ec. Norm. Supér.
50 (2017), nr 4, 1283-1300 (wspolautorzy: V. Blomer, J. Bourgain, Z. Rudnick).

[10] The 4.36th moment of the Riemann zeta-function, Int. Math. Res. Not. IMRN 18
(2012), 4245-4259.

Mariusz Lematiczyk (Torun)
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Marek Rutkowski

laureat Nagrody Gléwnej PTM im. Hugona Steinhausa za 2018 rok

W uzasadnieniu werdyktu jurorzy stwierdzili, ze ,,[n]agro-
de Gléwng PTM im. Hugona Steinhausa za 2018 rok otrzy-
mal prof. dr hab. Marek Rutkowski z Wydzialu Matematyki
i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej i The
University of Sydney za caloksztalt dorobku ze szczegol-
nym uwzglednieniem zastosowan metod stochastycznych
w modelowaniu rynkéw finansowych. Marek Rutkowski
jest $wiatowej klasy specjalistg z analizy stochastycznej i jej
zastosowan w matematyce finansowej. Jest autorem pieciu monografii, pie¢-
dziesieciu dwdch artykutéw naukowych w czasopismach i dwudziestu trzech
rozdzialéw w ksigzkach z zakresu analizy stochastycznej i jej zastosowan. W opi-

nii wybitnego specjalisty z metod stochastycznych Marka Daviesa z Imperial
College London, monografia Rutkowskiego z Markiem Musiela z 1998 roku
jest prawdopodobnie najlepsza ksigzka z tej tematyki. Rownie fundamentalne
znaczenie ma druga monografia, napisana wspolnie z Tomaszem R. Bieleckim,
poswiecona modelowaniu ryzyka kredytowego. Rowniez publikacje naukowe
laureata czesto wyznaczaja nowe kierunki badan, na przyklad praca z Bielec-
kim z 2015 roku dotyczaca wyceny instrumentéw pochodnych dla nieliniowej
dynamiki rynku finansowego. Rutkowski, zajmujac si¢ ponad dwadziescia pie¢
lat matematykg finansowa, uzyskatl wiele cennych wynikéw w tej dziedzinie,
dotyczacych modelowania stop procentowych, ryzyka kredytowego, optymalnej
realizacji i zabezpieczenia kontraktow oraz wyceny opcji walutowych. Metody
badawcze laureata cechuje uzycie zaawansowanego i réznorodnego aparatu
matematycznego. W dorobku Rutkowskiego sa rdwniez wybitne prace «czysto»
matematyczne dotyczace m.in. istnienia mocnych rozwigzan réwnan stocha-
stycznych, czasow lokalnych semimartyngatéw i ich dekompozycji oraz gier wie-
loosobowych. Laureat mial znaczacy wplyw na rozwdj matematyki finansowej
w Polsce, m.in. kierujac duzym zespolem matematykéw w grancie zaméwionym
przez KBN”.

Marek Rutkowski jest wychowankiem Politechniki Warszawskiej, gdzie
studiowal w latach 1971-1976 i pod kierunkiem Agnieszki Plucinskiej napisal
prace doktorska, ktora obronil w 1980 roku, a habilitowal si¢ osiem lat pozniej.
Pracowal na Politechnice Warszawskiej oraz w Instytucie Matematycznym PAN.
W latach 1991-1993 oraz 1996-1997 pracowal jako research associate i senior
research associate na Uniwersytecie Nowej Potudniowej Walii (UNSW) w Sydney

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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w Australii. Od czerwca 2004 roku Marek Rutkowski pracuje na state w Sydney;,
poczatkowo jako associate professor na UNSW, a od 2009 roku jako kierownik
Katedry Matematyki Finansowej na Sydney University.

Marek Rutkowski jest swiatowej klasy ekspertem w matematyce finanso-
wej i teorii proceséw stochastycznych. Specjalizuje si¢ m.in. w teorii arbitrazu,
modelach st6p procentowych, teorii ryzyka kredytowego, teorii stochastycznych
réwnan rézniczkowych w przéd i w tyl, procesach stabilnych oraz zagadnieniach
nieliniowego stopowania optymalnego. Jego badania polozyly fundamenty pod
budowe matematycznych modeli stopy procentowej i ryzyka kredytowego. Jako
jeden z pierwszych w Polsce zajal si¢ matematyka finansowg i przyczynil sie do
rozwoju tej dziedziny — najpierw w Polsce, a potem w Australii. W jego pracach
trudne konstrukcje matematyczne zawsze sg wynikiem glebokiego namystu
nad naturg rynkow finansowych i rzeczywistymi regutami ich funkcjonowania.
Ta postawa pokory wobec rzeczywistosci na pewno wspolna jest z podejsciem
Hugona Steinhausa do zastosowan matematyki. Jest autorem przeszto szes¢dzie-
sieciu prac naukowych oraz czterech monografii. Szczegélnie wazna byta jego
monografia [3] napisana wspdlnie z Markiem Musielg (istotnie rozbudowana
wersja pierwszego wydania z 1997 roku). Ksigzka ta stala si¢ standardowym Zré-
dfem dla matematykéw i praktykow pracujacych w instytucjach finansowych.

Swoje podejscie do matematyki finansowej Marek Rutkowski przekazal
siedmiu doktorantom i ponad czterdziestu magistrom (wlgczajac tak zwanych
honours students) na Politechnice Warszawskiej, na Oxford University, UNSW
i Sydney University.

Wkiad Marka Rutkowskiego do rozwoju matematyki finansowej jest sze-
roko znany i doceniony na $wiecie. Byt redaktorem chyba wszystkich liczacych
sie czasopism z dziedziny matematyki finansowej, m.in. Finance and Stochastics,
Mathematical Finance, International Journal of Theoretical and Applied Finance,
International Journal of Portfolio Analysis and Management, Journal of Financial
Engineering oraz Probability, Uncertainty and Quantitative Risk. Lista zapro-
szen do wygloszenia wyktadu na prestizowych konferencjach i w czotowych
o$rodkach badan nad matematyka finansowg jest zbyt dtuga, zeby je tu wyliczac.

Monografie autorstwa Marka Rutkowskiego

[1] Credit risk modelling, Osaka University, CSFI Lecture Notes Series 02, Osaka 2009
(wspétautorzy: T. R. Bielecki, M. Jeanblanc).

[2] Credit risk: modeling, valuation and hedging, Springer, Berlin 2002 (wspétautor:
T. R. Bielecki).
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[3] Martingale methods in financial modelling, second edition, Springer, Berlin 2007
(wspdtautor: M. Musiela).

[4] Matematyka finansowa. Instrumenty pochodne, WNT, Warszawa 2003 (wspdtauto-
rzy: J. Jakubowski, A. Palczewski, L. Stettner).

Ben Gotdys (Sydney), Szymon Peszat (Krakow)

Michal Krych

laureat Nagrody Giéwnej PTM im. Samuela Dicksteina za 2018 rok

Nagroda Gtéwna PTM imienia Samuela Dicksteina przy-
znawana jest za dzialalno$¢ w zakresie szeroko rozumianej
kultury matematycznej. Za 2018 rok otrzymat ja Michat
Krych z Uniwersytetu Warszawskiego za catoksztalt dziatal-
nosci w dziedzinie edukacji matematycznej i popularyzacji
matematyki ze szczegdlnym uwzglednieniem czterdziestu
siedmiu lat pracy w komitetach Olimpiady Matematyczne;j.

Michat Krych, laureat XVII Olimpiady Matematycz-
nej, a rok wczesniej wyrézniony w finale Olimpiady, w 1972 roku (wkrétce
po ukonczeniu studiéw matematycznych na UW) wszedl w sktad Komitetu
Okregowego OM w Warszawie. Od 1992 roku, czyli od XLIV Olimpiady, jest
przewodniczacym tego Komitetu. W 2007 roku zostal wiaczony w sktad Komi-
tetu Gtéwnego OM, w ktérym przez dwanascie lat petnil funkcje wiceprzewod-
niczacego.

Olimpiada Matematyczna jest najstarszym i niezwykle prestizowym ogol-
nopolskim konkursem matematycznym dla mtodziezy szkolnej. Udzial w niej
jest dla licealistow znakomitym wstepem do powaznych zwiazkéw z matematy-
ka. Wielu zawodowych matematykéw w mlodosci startowato w Olimpiadzie,
liczni odnosili sukcesy.

Czterdziesci siedem lat aktywnej pracy na rzecz Olimpiady Matematycz-
nej - ta liczba robi niesamowite wrazenie. Niewykluczone, ze przez ,,olimpijskie
rece” Michala Krycha przeszly pewne osoby oraz ich dzieci i ich wnuki...

Praca w Komitetach Olimpiady Matematycznej jest bardzo odpowiedzial-
nym zadaniem. Zadania olimpijskie sg trudne, rozwigzania napisane przez
mlodziez niejednokrotnie wyjatkowo skomplikowane i trzeba si¢ wykaza¢ od-

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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powiednimi umiejetnos$ciami, by te prace rzetelnie oceni¢, a nieraz wymaga
to bardzo wiele czasu. Oddzielng sprawa jest przygotowanie tresci zadan, nad
czym czuwa Komitet GIéwny. Zadania nie mogg by¢ za trudne, ale i nie za tatwe.
Nie mogg by¢ wczesniej mlodziezy znane. Musza by¢ starannie i przejrzyscie
zredagowane. Ponadto praca w tych komitetach jest zwigzana z licznymi kontak-
tami z mlodziezg, ktéra warto odpowiednio zacheci¢ do matematyki. I w tym
wszystkim rola Michata Krycha byla i jest niebagatelna.

Z okregu objetego dzialalno$cig Komitetu w Warszawie (wojewodztwa
mazowieckie i podlaskie) w Olimpiadzie startuje najwigcej uczestnikéw. Praca
w tym Komitecie, a przewodniczenie w szczegdlnosci, to wyjatkowe wyzwa-
nie, gdyz z jednej strony ma si¢ do czynienia z mlodziezg z renomowanych
warszawskich szkdl, a z drugiej z licznymi uczniami z pozawarszawskich szkot,
ktérzy nie sg tak jak ich rowiesnicy ,,trenowani olimpijsko”, ale powinni by¢
odpowiednio docenieni. I w Warszawie si¢ to udaje.

Krych rozpoczal prace w Komitecie Gtéwnym w 2007 roku. Wtedy za-
konczyta si¢ poprzednia kadencja Komitetu i tak si¢ ztozylo, ze niemal zaden
z cztonkow nie zgodzit si¢ wejs¢ w jego sklad na kolejna. Taka sytuacja zdarzyta
sie pierwszy raz w historii Olimpiady; zazwyczaj wymiana kadr odbywata sie
stopniowo. I powstat powazny klopot. Powotanie Komitetu zlozonego niemal
wylacznie z 0s6b zupelnie nowych, nie orientujgcych sie w licznych niuansach
olimpijskich mogto spowodowa¢ bardzo zte skutki dla dzialania Olimpiady.
Na szczg$cie Michal Krych, znajacy cala mase zagadnien pracy olimpijskiej od
podszewki, zgodzil sie¢ w nowym Komitecie Gléwnym pelni¢ funkcje wiceprze-
wodniczacego. W tym, ze Olimpiada utrzymata dotychczasowy poziom, jego
rola byta kluczowa. Jako osoba od lat zwigzana z Olimpiadg niejednokrotnie
dochodzitem do wniosku, ze bez Michata Krycha trudno byloby sobie wyobrazi¢
funkcjonowanie Olimpiady w ostatnim dziesiecioleciu. Liczba spraw, w szcze-
golnosci administracyjnych, nad ktérymi trzeba czuwac, jest przeogromna —
trzeba pewne problemy pokonac i zrobi¢ to umiejetnie.

Od 2011 roku organizowane sg Olimpijskie Warsztaty dla Nauczycieli.
Finansowane przez anonimowego sponsora, przeznaczone s dla nauczycieli,
ktdérzy pracuja w szkotach w mniejszych osrodkach, oddalonych od centréw
akademickich. Raz w roku, jesienig, kilkadziesiagt osob przyjezdza do Krakowa
i bierze udzial w specjalnie dla nich zorganizowanych zajeciach. Poczawszy
od drugich warsztatéw, Michat Krych regularnie na nie przyjezdza i wygtasza
wyklady. Jedynie na pierwszych warsztatach nie byl obecny, ale wspotpracowat
wtedy przy ukfadaniu ich programu naukowego.

Praca Michata Krycha przy konkursach matematycznych nie ogranicza si¢
do zawodéw dla uczniéw. Od ponad ¢wier¢ wieku organizowane sg przez Uni-
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versity College of London International Mathematics Competition for University
Students dla studentéw wyzszych uczelni z calego swiata. Michat Krych regular-
nie jezdzi na te zawody jako opiekun reprezentacji Uniwersytetu Warszawskiego,
bedac jednoczesnie (jak i inni opiekunowie) cztonkiem jury. Rola Michata Kry-
cha w tym jury jest szczegdlna - jest jednym z kilku ,,najwazniejszych” juroréw,
wlaczanych réwniez w skiad jury d’appel.

Michat Krych bierze udzial w licznych konferencjach popularyzujacych
matematyke i wyglasza tam interesujace wyklady. Wykiadal na jedenastu Szko-
tach Matematyki Pogladowej organizowanych przez O$rodek Kultury Matema-
tycznej. Od 2008 roku corocznie odbywaja si¢ konferencje Stowarzyszenia na
rzecz Edukacji Matematycznej, w ktorych uczestniczy okoto stu piecdziesigciu
0s6b, w wiekszosci nauczycieli matematyki. Krych na prawie wszystkich tych
konferencjach dzielil si¢ swojg wiedzg i dos$wiadczeniami. Przedstawial réwniez
wyklady na konferencjach Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki.

Michat Krych nie tylko méwi o matematyce - takze pisze. Jest autorem
kilkunastu artykuléw w czasopismach popularyzujacych matematyke: Delta,
Matematyka-Spoteczeristwo-Nauczanie oraz Matematyka Poglgdowa.

Przez osiemnascie lat (w latach 1989-2006) Michat Krych byl czlonkiem
Komitetu Redakcyjnego Wiadomosci Matematycznych (tomy 28-42). Pelnil
funkcje wicedyrektora Instytutu Matematyki UW. Wchodzil w sklad Zarzadu
Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematyczne;j.

Krych przez wiele lat uczyl matematyki w klasach uniwersyteckich w Li-
ceum im. K. Gottwalda (p6zniej im. St. Staszica) w Warszawie. Jest autorem
znakomitego skryptu z analizy matematycznej dla mtodziezy. Pierwsza czes¢
zostala wydana w formie ksigzkowej przez Wydawnictwo Prészynski i S-ka.
Druga i trzecia czgs$¢ sa dostepne w Internecie. Inna ksigzka Krycha to Analiza
matematyczna dla ekonomistow, wydana przez Wydawnictwo Uniwersytetu
Warszawskiego.

Przy tej okazji warto napisac o jeszcze jednym aspekcie dziatalno$ci Mi-
chata Krycha na rzecz kultury matematycznej. Michal Krych jest autorem re-
cenzji podrecznikéw czy monografii, publikowanych w réznych czasopismach.
I potrafi umiejetnie, konkretnie i rzetelnie dobre pochwali¢, a niedobre skryty-
kowa¢. Nie wszyscy maja odwage poddawac¢ naprawde zte pozycje odpowiedniej
krytyce... Trudno uwierzy¢, ale wydawane sg ksiazki, w ktérych czytamy, ze
liczba % jest wymierna, ale 0,16666... niewymierna. Mozemy tez spotkac si¢
z definicjg asymptoty ,,[a]symptota krzywej jest taka prosta, do ktorej krzywa
zbliza si¢ nieskonczenie, ale jej nie przecina. Asymptotycznie zblizajg si¢ do
siebie tory kolejowe przy tym samym peronie na duzym dworcu”. Przed takimi
pozycjami nalezy publicznie ostrzega¢. Polecam dwie recenzje autorstwa Krycha.
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Pierwsza, napisana wspolnie z Michalem Misiurewiczem - skryptu Matematyka.
Teoria i zbiér zada# ukazata si¢ w tomie 20 (1978) Wiadomosci Matematycznych,
druga - ksigzki Matematyka od podstaw do matury — na stronie internetowej
Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej.

Skoro o recenzjach mowa — Krych jest rzeczoznawcg MEN, opiniujacym
przed dopuszczeniem do uzytku szkolnego podreczniki szkolne. Jest recenzen-
tem rzetelnym i doktadnym. Jesli na redakcyjnej stronie podrecznika zobaczymy
wsrod czworki recenzentéw ministerialnych nazwisko Michata Krycha, moze-
my mie¢ pewnos¢, ze ksigzka zostala wezesniej sprawdzona bardzo dokladnie.
A na to, by wszystkie uwagi recenzentdéw zostaly uwzglednione, rzeczoznawcy
zazwyczaj juz nie majg wplywu...

Michal Krych byt cztonkiem zespotu przygotowujacego w ostatnich latach
nowg podstawe programowg z matematyki. Rzecz jasna, jak to zwykle bywa
z takimi zespolowymi dzietami, pewne rzeczy beda sie podoba¢ bardziej, inne
mniej. Na jedna rzecz chce jednak zwrdci¢ uwage. W koncu, po kilkudziesieciu
latach (!), zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej, od 1 wrze-
$nia 2018 roku uczniowie powinni uzywa¢ powszechnie przyjetych oznaczen
zbioréw liczbowych, a w szczegolnosci zbior liczb catkowitych oznaczaé przez Z
(a nie C) i zbidr liczb wymiernych przez Q (a nie W). Jest to osobista zastuga
Michata Krycha.

By pelniej przedstawic jego sylwetke jako matematyka, dodam, ze w pracy
naukowej zajmowal si¢ on teorig uktadéw dynamicznych. Jego najczesciej cyto-
wana praca, napisana wspolnie ze stawa w tym dziale matematyki, Robertem
Devaneyem, Dynamics of exp(z), opublikowana w Ergodic Theory and Dynami-
cal Systems, ma w bazie MathSciNet 77, a bazie Google Scholar - 212 cytowan.

Pierwszym w historii laureatem Nagrody PTM im. S. Dicksteina byt Stefan
Straszewicz, pierwszy przewodniczacy Komitetu Gléwnego Olimpiady Matema-
tycznej. Wymownym zbiegiem okolicznosci jest, ze w roku siedemdziesigciolecia
Olimpiady Nagroda ta trafita w rece Michata Krycha.

Krzysztof Ciesielski (Krakow)
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Piotr Miska
laureat Nagrody PTM dla Mlodych Matematykéw za 2018 rok

Piotr Miska uczeszczal do IV LO im. Stanistawa Staszica
w Sosnowcu do klasy o profilu matematyczno-fizyczno-in-
formatycznym. W 2010 roku rozpoczat studia na Wydziale
Matematyki i Informatyki UJ na kierunku matematyka.
Znam go od trzeciego roku studiéw, gdy uczeszczal na
prowadzone przeze mnie ¢wiczenia z teorii liczb dla sekeji
teoretycznej. Juz wtedy zrobil na mnie bardzo dobre wraze-

nie, rozwigzujac zadania, ktore wymagaly nietuzinkowego
pode]sc1a i pomystowosci. Bez wahania zgodzilem si¢ zosta¢ opiekunem jego
pracy magisterskiej, ktérg obronit w 2015 roku. Praca Arithmetic properties of the
sequence of derangements and its generalizations zdobyla I nagrode w LIX kon-
kursie prac studenckich z matematyki im. J. Marcinkiewicza w tym samym roku.
Obecnie laureat finalizuje przygotowanie rozprawy doktorskiej na Wydziale
Matematyki i Informatyki UJ.

Zainteresowania Piotra Miski dotycza badania jakosciowego zachowania
p-adycznych waluacji ciggdw pochodzenia kombinatorycznego, zbioréw ilo-
razow podzbioréw zbioru liczb naturalnych oraz ich wlasnosci gestosciowych
w cialach p-adycznych. Tematyka badan jest stosunkowo nowa, ale bardzo
interesujaca i rozwijana w wielu osrodkach naukowych na swiecie.

Pomimo miodego wieku laureat ma juz dostrzegalny dorobek naukowy
potwierdzony publikacjami w czasopismach o zasiegu migdzynarodowym. Jest
autorem lub wspoélautorem jedenastu prac, ktore ukazaly lub ukaza si¢ w takich
czasopismach, jak Acta Arithmetica, Journal of Number Theory, Discrete Mathe-
matics, Monatshefte fiir Mathematik, Experimental Mathematics. Ponizej opisze
pokroétce jego najciekawsze wyniki.

W swoich pracach odpowiedzial na wiele hipotez dotyczacych p-adycz-
nych wlasnosci klas ciggdéw rekurencyjnych. W szczegélnosci, w pracy [1] roz-
strzygnal hipoteze postawiong przed Amdeberhana, Callana i Molla i dotyczaca
p-adycznego zachowania, rozwazanego juz przez Ramanujana, tzw. ciagu sum
Schenkera. Wynik tej pracy uogdlnif na znacznie szersza klase ciagéw w pra-
cy [3], w ktdrej rozpatrywat ciagi uogélnionych sum Schenkera skojarzonych
z ustalonym wielomianem h € Z[x].

W pracy [4] przeprowadzil drobiazgowq analize wlasnosci arytmetycz-
nych ciggow zliczajacych permutacje bez punktéw stalych, tzw. nieporzadkow.
Ciag nieporzadkow jest klasycznym obiektem w analizie kombinatorycznej.

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Za najciekawszy wynik pracy [4] uwazam opis waluacji p-adycznych liczb
nieporzadkow. Pewne dalsze wyniki w tym kierunku uzyskal w artykule [9],
gdzie rozwazano tzw. r-nieporzadki.

W pracy [6] rozstrzygnat hipotezy sformulowane przez wielu matematy-
koéw zajmujacych sie¢ jako$ciowym opisem waluacji p-adycznych liczb Stirlin-
ga drugiego rodzaju. Przypomnijmy, ze S(#, k) jest liczbg podziatéw zbioru
n-elementowego na k niepustych podzbioréw. W cytowanej pracy autor wy-
kazal, ze dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej k i liczby pierwszej p € IP
istnieja takie wartosci mo € N iy € N, ze dla dowolnej liczby naturalnej m > m,
istnieje dokladnie y istotnie niestatych klas modulo p™~!(p—1). Niestatos¢ klasy
modulo p™!(p - 1) jest réwnowazna nieskoriczonosci zbioru {v,(S(n, k)) :
n=a (mod p"'(p-1))}. Ponadto dla m > mg kazda niestala klasa modulo
p"1(p — 1) zawiera dokladnie jedna niestata klase modulo p™ (p - 1).

Tematyka opisu ilosciowego waluacji ciggdw interesujacych z kombinato-
rycznego punktu widzenia pojawila si¢ réwniez w pracy [2], w ktorej autorzy
podali jawny wzér na waluacje 2-adyczna splotu Cauchyego 2°, przy czym s € N,
egzemplarzy ciggu Prouheta-Thuego-Morse’a (co w szczegolnosci dowodzi, ze
rozwazane sumy nie przyjmuja wartosci zero).

W dowodach cytowanych twierdzen zastosowano kombinacje dwoch
metod - opracowang przez laureata nagrody metode tzw. rozkladu pseudo-
-wielomianowego modulo p oraz techniki p-adycznych funkgji analitycznych.
W kontekicie liczb Stirlinga umozliwito to uzyskanie wynikéw istotnie mocniej-
szych niz wyniki uzyskane do tej pory. Sila stosowanych metod jest elastycznos,
co pozwala zastosowa¢ je do prowadzonych obecnie badan p-adycznych wia-
snosci ogdlnych ciagdw zliczajacych klasy permutacji.

Druga $ciezka badawcza dotyczy badania p-adycznej gestosci zbioru ilo-
razow podzbioréw liczb naturalnych. Praca [7] dotyczy gestosci zbioru ilorazéw
element6éw zbioru S)}, = {x{' + -+ + xJ}, : x1,...,x, € N} wciele liczb p-adycz-
nych Q,. Znane wyniki obejmowaly tylko przypadek, gdy n € {2,3}. Laureat
wraz ze wspolpracownikami uzyskali wyniki dla dowolnego wykladnika n,
w pelni klasyfikujac pary (n, m) dodatnich liczb naturalnych, dla ktérych zbior
ilorazéw elementdéw zbioru Sy, jest gesty w Q,. Ponadto w pracy [8] uzyskano
pewne ogdlne wyniki dotyczace p-adycznej gestosci ilorazéw zbioréw pocho-
dzacych ze skonczonych partycji zbioru liczb naturalnych.

Warto réwniez wspomnie¢ o najnowszej pracy Piotra Miski [5], gdzie
analizuje si¢ wystepowanie skoficzonych ciggdéw cyfr w rozwinieciach na utamki
tannicuchowe pierwiastkow z liczb pierwszych. W szczegdlnosci w cytowanej
pracy udowodniono, ze dla dostatecznie duzych N liczb pierwszych p < N
o tej wlasnosci, ze w rozwinieciu /p na ulamek lancuchowy wystepuja trzy
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kolejne cyfry 1, jest co najmniej N log ™ /2

N. Jest to istotne wzmocnienie wyniku
Mariusza Skatby, ktory — przy zalozeniu hipotezy Gaussa (istnieje nieskonczenie
wiele takich liczb naturalnych d, ze Q[+/d] ma liczbe klas réwna 1) - wykazat,
ze liczb pierwszych p, dla ktérych w rozwinigciu na utamek taricuchowy /p
wystepuja dwie kolejne jedynki, jest nieskoniczenie wiele.

Ten krétki opis wynikow laureata pokazuje, ze jest on osobg mocno zaan-
gazowang w prace naukows i, co wazne, potrafi uzyska¢ nietrywialne rezultaty
dotyczace roznorodnych probleméw. Prowadzone przez niego badania i otrzy-
mane wyniki zaowocowaly wieloma nagrodami. Jak juz wspomniano wyzej,
jego praca magisterska zdobyta I miejsce w LIX konkursie prac studenckich
z matematyki im. J. Marcinkiewicza w 2015 roku. Byl on laureatem Stypendium
im. Franciszka Leji w roku akademickim 2015/2016 oraz Stypendium im. Mi-
chata Jakuba Lyska w roku akademickim 2016/2017, przyznawanych najlepszym
studentom i doktorantom na Wydziale Matematyki i Informatyki UJ. Zostat
doceniony przez Fundacje na rzecz Nauki Polskiej, ktéra przyznata mu Stypen-
dium Start za 2018 rok. Jego wyniki oraz planowane badania znalazly réwniez
uznanie w oczach recenzentéw Narodowego Centrum Nauki, co zaowocowato
przyznaniem grantu Preludium (tytul projektu: Wtasnosci p-adyczne pewnych
ciggéw kombinatorycznych i podzbioréw zbioru liczb naturalnych).

Na koniec zaznacze staly rozwoj naukowy Piotra Miski, o czym $wiadczy
wzbogacenie stosowanych metod oraz sukcesywna realizacja planéw nauko-
wych. Dodajac do tego aktywne uczestnictwo w konferencjach mi¢dzynaro-
dowych, wspolprace z innymi matematykami oraz zaangazowanie w dziatania
popularyzujace matematyke, otrzymujemy obraz miodego czlowieka, ktéry
rozumie wspoélczesny sposdb uprawiania nauki.

Wybrane publikacje laureata

[1] A note on p-adic valuations of Schenker sums, Coll. Math. 140 (2015), nr 1, 5-13.

[2] Arithmetic properties of coefficients of power series expansion of [, (1 —x* )t,
Monatsh Math. 185 (2018), 307-360 (wspotautorzy: M. Gawron, M. Ulas).

[3] Arithmetic properties of generalizations of Schenker sums, Int. ]. Number Theory 13
(2017), nr 6, 1585-1601.

[4] Arithmetic properties of the sequence of derangements, ]. Number Theory 163 (2016),
114-145.

[5] On consecutive 1% in continued fractions expansions of square roots of prime numbers,
przyjeta do druku w Exp. Math. (wspétautor: M. Ulas).

[6] On p-adic valuations of Stirling numbers, Acta Arith. 186 (2018), 337-348.



444 Laureaci nagrod

[7] On the p-adic denseness of the quotient set of a polynomial image, ]. Number Theory
197 (2019), nr 4, 218-22 (wspdtautorzy: N. Murru, C. Sanna).

[8] p-adic denseness of members of partitions of N and their ratio sets, przyjeta do druku
w Bull. Malays. Math. Sci. Soc. (wspétautor: C. Sanna).

[9] The r-derangement numbers, Discrete. Math. 340 (2017), 1681-1692 (wspdtautorzy:
Ch. Wang, I. Mez6).

Maciej Ulas (Krakéw)

Joachim Jelisiejew

laureat Nagrody im. Kazimierza Kuratowskiego w 2019 roku

Joachim Jelisiejew studiowal na Wydziale Matematyki, In-

formatyki i Mechaniki UW, gdzie obronit prace magisterska

w 2013 roku oraz doktorat w 2017 roku. Po dwuletnim stazu

w IM PAN (w latach 2017-2019), powrécil na MIM UW na

prestizowe stanowisko im. S. Eilenberga (lata 2019-2023).

W latach 2015-2017 kierowal grantem NCN Preludium.
'| W 2018 roku jego praca doktorska zostata wyrdzniona na-
I ' groda Premiera RP, a w 2019 roku zostal laureatem Nagrody
im. Kazimierza Kuratowskiego.

Rozprawa doktorska Joachima Jelisiejewa dotyczyta schematéw Hilberta,
klasycznej juz tematyki w dziedzinie geometrii algebraicznej. Schematy Hilber-
ta zostaly wprowadzone przez Alexandra Grothendiecka w polowie zeszlego
wieku i s3 jednym z najwazniejszych obiektéw parameteryzujacych inne obiekty
geometryczne - tak zwanych przestrzeni moduli - we wspdlczesnej geometrii.
Konstrukeja i badanie przestrzeni moduli jest jednym z gléwnych motoréw
rozwoju tej dziedziny matematyki. Mimo intensywnych prac prowadzonych od
ponad poélwiecza w tym obszarze badan, zaskakujaco wiele bardzo naturalnych
pytan pozostaje w dalszym ciagu bez odpowiedzi. W swojej pracy doktorskiej
Jelisiejew zmierzyt sie z niektérymi z nich i dzigki bardzo oryginalnemu podej-
$ciu i niezwykle dojrzalym, technicznie zaawansowanym metodom badawczym
uzyskal wybitne rezultaty.

Od czasu studiéw magisterskich Joachim Jelisiejew napisal siedemna-
$cie artykultéw naukowych, przy czym niektore prace sg napisane wspolnie
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z innymi matematykami. Do tej pory wspdtpracowal miedzy innymi z Kristia-
nem Ranestadem z Oslo, Gianfranco Casnatim z Turynu, Roberto Notarim
z Mediolanu, Zachiem Teitlerem z Boise w Idaho w USA, a takze z polskimi
matematykami. Jego prace sg publikowane miedzy innymi w Inventiones Mathe-
maticae oraz Journal of the European Mathematical Society, a takze w Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées i Journal of London Mathematical Society.

Gléwna tematyka badan doktorskich Joachima Jelisiejewa to klasyfikacja
przemiennych algebr skoniczonych oraz konsekwencje, jakie niesie taka klasyfi-
kacja dla innych dziedzin matematyki, w szczegdlnosci dla geometrii algebraicz-
nej. Jego gtéwnym i nowatorskim wktadem jest bardzo uniwersalne spojrzenie
na problemy, ktdre do tej pory byly rozpatrywane niezaleznie i ,,przypadek po
przypadku”. Jest to widoczne miedzy innymi w jego pracy [5], wprowadzajacej
nows, ogolng metodg, ktdra nie tylko pozwala rozszerzy¢ dotychczasowe rezul-
taty klasyfikacyjne, ale tez znajduje wspélny mianownik wynikéw uzyskanych
wezedniej w pracach Eliasa i Rossiego, Eliasa i Valli oraz Casnatiego i Notariego.

Rozwigzanie problemu wygtadzalnosci pewnych algebr (zob. [7]) zaowo-
cowalo korespondencja i zaproszeniem do wspoélpracy z dwoma wloskimi bada-
czami - Casnatim i Notarim. W wyniku tej wspotpracy powstat miedzy innymi
artykul [3]. Decydujacym wkladem Jelisiejewa w ten artykul (oprdcz zastoso-
wania metod z pracy [7]) bylo znalezienie nowej i ogdlnej konstrukcji rodzin
promiennych i dowiedzenie twierdzen w jej jezyku. Umozliwilo to spojrzenie
na wczesniej znane wyniki jako na szczegélne przypadki tej konstrukeji oraz
otworzyto nowe kierunki badan. W tym obszarze badawczym na uwage zastu-
guje takze artykul [9]. Bardzo dokladnie jest tam opisany fragment (sktadowa
nieprzywiedlna) schematu Hilberta punktéw, co w wielu przypadkach jest
niezwykle trudnym zadaniem.

Praca [2] wigze ze sobg topologie, geometrie algebraiczng i algebre. Przed-
stawiona zostala nowa metoda konstruowania takich odwzorowan ciaglych
R™ — RN oraz C™ — CY, ze obraz dowolnych k parami réznych punktéw jest
liniowo niezalezny (odpowiednio nad R lub nad C), przy czym N jest nie za
duze w poréwnaniu do k i m. Czgs¢ algebraiczna tej pracy, oprocz zastosowania
do dowodéw gléwnych twierdzen, odpowiada na kilka pytan i probleméw
w algebrze, miedzy innymi postawionych przez Antonio Iarrobino z Bostonu.

Inny nurt badan Joachima Jelisiejewa dotyczy rangi Waringa wielomianéw
jednorodnych i podobnych poje¢. W pewnym uproszczeniu, badamy wielo-
mian F jednorodny stopnia d o n zmiennych i staramy si¢ go zapisa¢ jako
sume poteg wielomianéw liniowych €% uzywajac do tego jak najmniejszej liczby
sktadnikéw (ta minimalna liczba sktadnikéw nazywa sie ranga Waringa F).
Jest to modna tematyka, w ktorej panuje spory ruch i szybki rozwdj. Jedna
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z pierwszych prac Joachima Jelisiejewa [4], napisana jeszcze na studiach ma-
gisterskich, cho¢ stosunkowo elementarna, wzbudzila duze zainteresowanie

$rodowiska. Przy okazji rozreklamowana zostata praca Bialynickiego-Biruli

i Schinzla [1], na ktérej Joachim Jelisiejew si¢ opierat i ktorej wyniki wzmocnit.
Doktadniej, Joachim Jelisiejew wykazat indukcyjne ograniczenie gérne G(d, n)

na range Waringa dowolnego wielomianu jednorodnego # zmiennych stopnia d.
Indukcja przebiega po d i po n, przy czym G(d,n) < G(d -1,n) + G(d,n - 1),
a gtéwny pomyst pochodzi z wyzej wspomnianej pracy [1]. W zwiazku z tym

poprawienie warto$ci G(d, n) w jednym miejscu implikuje lepsze ograniczenie

dla dowolnych wiekszych wartosci. Kilka kolejnych prac innych autoréw, cytu-
jacych omawiany artykut, polegato na poprawieniu G(d, n) w jednym miejscu

i skorzystaniu ze wzoru przedstawionego w pracy Jelisiejewa. Obecnie znane jest
juz inne ograniczenie goérne na range Waringa, ktore (poza kilkoma warto$ciami

poczatkowymi) jest znacznie mocniejsze.

Po doktoracie Joachim Jelisiejew badal miedzy innymi prawo Murphyego
dla schematéw Hilberta punktéw. Prawo to orzeka, Ze nie ma tak zltych osobli-
wosci, ktore nie moga pojawic si¢ na pewnym schemacie Hilberta. Wiadomo
od kilkunastu lat, ze to prawo zachodzi migdzy innymi dla schematu Hilberta
krzywych (zob. [11]), ale nie wiadomo, czy zachodzi dla schematéw Hilberta
punktow. Stad tez otwarte pytanie, czy schemat Hilberta punktow jest tak samo
nieprzyjemny jak inne przestrzenie parametryzujgce, czy tez sprawia mniej
klopotéw (prace Jelisiejewa pokazuja, ze jest nieprzyjemny). Zaczeto si¢ to
od artykulu [6], gdzie pokazane zostalo istnienie nieskoniczonie wielu skla-
dowych elementarnych schematu Hilberta punktéw. Kolejnym krokiem byto
stworzenie narz¢dzia do badania schematéw z dzialaniem grupy reduktywnej
(zazwyczaj torusa zespolonego (C*)", przy czym C* = C \ {0}). Jest ono
zawarte w pracy [10], ktora uogolnia klasyczne twierdzenie Bialynickiego-Biruli
na wiele szerszg rodzine obiektow. Ostatecznie, w kulminacyjnym artykule [8]
powyzsze narzedzie jest wykorzystane do wykazania, Ze nieco stabsza wersja
prawa Murphyego zachodzi dla schematéw Hilberta punktow. Konsekwensja
tego wyniku jest miedzy innymi negatywna odpowiedz na pytania postawione
przez Fogartyego oraz Hartshorne’a. Jest to niezwykle wazny wklad w rozwdj
dziedziny zamykajacy pewien etap badan.

Biezaca praca naukowa Joachima Jelisiejewa koncentruje si¢ na dalszych
uogolnieniach rozkladu Bialynickiego-Biruli, idacych w kierunku wynikéw
zawartych w pracy [10]. Uogoélnienia te potencjalnie moga znalez¢ zastosowania
zaréwno w badaniach zwiazanych z programem Langlandsa, jak i w rozwiazaniu
klasycznych probleméw dotyczacych rozmaitosci algebraicznych z dziataniem
grupy addytywnej (czyli na przyktad C z dodawaniem).
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Joachim Jelisiejew jest zdolnym i pracowitym matematykiem, ktory chce
poswieci¢ swoj czas i talent pracy naukowej. Charakteryzuje go niezwykla
ciekawo$¢ i odwaga badawcza. Potrafi zaréwno ,,zakasa¢ rekawy” i wykona¢
ciezkie, zmudne obliczenia, jak i spojrze¢ na dziedzing z szerszej perspektywy
i uogdlni¢ otrzymane wyniki. Nie boi si¢ uczy¢ nowych i trudnych tematéw.
Z Tatwoscig nawigzuje kontakty badawcze z ekspertami z calego $wiata i czerpie
z tych kontaktow wiele korzysci. Odbywat wizyty naukowe i aktywnie uczestni-
czyl w licznych konferencjach w réznych krajach, miedzy innymi w Hiszpanii,
Niemczech, Norwegii, Portugalii, Wtoszech, a takze w Kanadzie i Stanach Zjed-
noczonych. Dzieki tym kontaktom jest juz matematykiem rozpoznawalnym
miedzy innymi w Europie i Ameryce Pélnocne;.
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Krotkie informacje

Postanowieniem Prezydenta RP nominacje na tytul naukowy profesora
otrzymali:
— w dniu 27 maja 2019 roku - Katarzyna Horbacz z Uniwersytetu Slgskiego,
profesor nauk matematycznych,
- w dniu 28 listopada 2019 roku - Andrzej Dabrowski z Uniwersytetu Szcze-
cinskiego, profesor nauk $cistych i przyrodniczych.

Podczas sto czterdziestej sesji Zgromadzenia Ogdlnego PAN na czlonka
rzeczywistego PAN wybrano Wiestawa Plesniaka z UJ i Henryka WoZniakow-
skiego z UW, natomiast czlonkami korespondentami PAN zostali Wojciech
Kucharz z U]J i Jarostaw Wisniewski z UW.

Jerzy Kaczorowski z UAM zostal wybrany na czlonka korespondenta
Wydziatu I1I Nauk Scistych i Technicznych Polskiej Akademii Umiejetnosci.

Irena Lasiecka z University of Memphis zostala laureatka Nagrody Richar-
da E. Bellmana, przyznawanej przez American Automatic Control Council za
osiagniecia w teorii sterowania.

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Martijn Caspers z Delft University of Technology w Holandii zostal w 2019
roku laureatem Nagrody imienia Barbary i Jaroslava Zemankéw za osiggnie-
cia w analizie funkcjonalnej ze szczegdlnym naciskiem na teorie operatoréw.
W dniu 7 listopada 2019 roku laureat wyglosit wykltad Non-commutative Lip-
schitz functions.

Iwona Chlebicka z UW zostala w 2019 roku laureatkg nagrody naukowej
tygodnika Polityka w kategorii nauk $cistych.

b
kSR Sk

Jury VL Konkursu im. Marka Kuczmy uznalo nastepujace prace z rdwnan
funkcyjnych za najlepsze opublikowane w 2018 roku:

- I miejsce - Andrzej Olbrys i Zsolt Pales, Support theorems in abstract
settings, Publ. Math. Debrecen 93 (2018), no. 1-2, 215-240;

— II miejsce - Janusz Morawiec i Thomas Ziircher, On a problem of Janusz
Matkowski and Jacek Wesotowski, Aequationes Math. 92 (2018), no. 4,
601-615;

— III miejsce - Justyna Jarczyk i Witold Jarczyk, Invariance of means, Aequ-
ationes Math. 92 (2018), no. 5, 801-872.

W dniach od 3 do 7 wrzesnia 2019 roku odbyt si¢ w Krakowie, na terenie
Uniwersytetu Jagiellonskiego i Akademii Gérniczo-Hutniczej, Jubileuszowy
Zjazd Matematykow Polskich w stulecie Polskiego Towarzystwa Matematyczne-
go. Podczas uroczystosci otwarcia wreczono nagrody:

- Nagrode Gltéwng PTM im. Stefana Banacha - Wojciechowi Kucharzowi

z UJ oraz Maksymowi Radziwiltowi z California Institute of Technology,

- Nagrode Gléwng PTM im. Hugona Steinhausa — Markowi Rutkowskiemu

z University of Sydney i PW,

- Nagrode Gléwng PTM im. Samuela Dicksteina — Michatowi Krychowi

z UW,

- Nagrode PTM dla Mlodych Matematykéw — Piotrowi Misce z U],
- Nagrode im. Kazimierza Kuratowskiego dla mtodych matematykow —

Joachimowi Jelisiejewowi z IM PAN.

Ponadto tytul czlonka honorowego PTM otrzymal Jean-Pierre Bourgui-
gnon, prezes Europejskiej Rady ds. Badan Naukowych w latach 2014-2019.
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W zjezdzie wzigto udzial 852 uczestnikow, wygloszono dwadziescia dziewie¢
wykladow plenarnych oraz okoto pieéset referatow w dwudziestu o$miu sesjach
naukowych. W trakcie zjazdu odbylo si¢ wiele towarzyszacych mu wystaw,
prelekcji pokazéw i konkurséw, m.in. pokazy filméw Banach - miedzy duchem
a materig w rezyserii Wieslawa Saniewskiego, Przestrzenie Banacha Krzyszto-
ta Langa i Polscy pogromcy Enigmy Waldemara Stankiewicza. Przedstawiono
réwniez multimedialne widowisko Opera matematyczna, czyli paradoksalny
rozktad sfery autorstwa Romana Kolakowskiego.

W dniu 6 wrzesnia 2019 roku symbolicznie ztozono w Panteonie Naro-
dowym przy kosciele Swietych Piotra i Pawta w Krakowie prochy polskich
kryptologéw Mariana Rejewskiego, Jerzego Rozyckiego i Henryka Zygalskiego.

Z okazji uchwalenia przez Senat RP roku 2019 Rokiem Matematyki Fun-
dacja mBanku oglosita konkurs ,Wielcy polscy matematycy”, przeznaczony dla
mlodziezy szkolnej. Do konkursu zgtoszono 146 réznorodnych prac (filméw,
komiksow, blogdw, prezentacji i prac plastycznych). Grand Prix, nagrode dla naj-
lepszej pracy w konkursie, zdobyto IX Liceum Ogélnoksztatcace im. Klementyny
Hoffmanowej w Warszawie, za film dokumentalny na temat zycia i osiagniec¢
Karola Borsuka i Samuela Eilenberga. Zwycigska prace mozna obejrze¢ pod
adresem https://youtu.be/ubmVjGPX0Zs.

Stypendia Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego dla wybitnych miodych
naukowcow ustanowione w 2019 roku otrzymali matematycy: Aneta Wréblew-
ska-Kaminska z IM PAN, Pawel Lucjan Wéjcik z UP w Krakowie, Pawel Tomasz
Pasteczka z UP w Krakowie i Iwona Anna Chlebicka z UW.

Wsrod laureatow konkursu Start Fundacji na rzecz Nauki Polskiej w 2019
roku znalezli si¢ Piotr Miska z UJ i Grzegorz Swiderski z IM PAN.
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Przewodniczacym Akademii Mlodych Uczonych Polskiej Akademii Nauk
na kadencje 2019-2021 zostal Karol Palka z IM PAN.

W dniach 15-22 lipca 2019 roku w Bath w Wielkiej Brytanii odbyta sie LX
Migdzynarodowa Olimpiada Matematyczna. Uczestniczylo w niej 621 zawod-
nikéw ze 112 panstw. W nieoficjalnej klasyfikacji zespolowej pierwsze miejsce
ex aequo zajely druzyny Chin i USA, trzecia byla druzyna Korei Potudnio-
wej. Druzyna polska zajela dziesigte miejsce. Z zawodnikéw polskich zloty
medal zdobyt (uzyskujac komplet punktéw) Jan Fornal, srebrne — Radostaw
Zak, Juliusz Banecki i Kamil Galewski, a brazowe — Justyna Jaworska i Tomasz
Slusarczyk.

W dniach 26 sierpnia-1 wrzesnia 2019 roku w Pardubicach (Czechy)
odbyta sie XIIT Srodkowo-Europejska Olimpiada Matematyczna (MEMO).
W rywalizacji druzynowej zwyciezyta Polska, wyprzedzajac Wegry i Niemcy.
W Kklasyfikacji indywidualnej ztoty medal, zajmujac drugie miejsce, zdobylt
Kosma Kasprzak; srebrne medale zdobyli: Jan Dobrakowski, Iwo Pilecki-Silva,
Adam Dankowiakowski oraz Pawet Gadzinski.

XXVI Miedzynarodowe Zawody Matematyczne dla Studentéw Uniwersy-
tetow odbyty sie w dniach od 28 lipca do 3 sierpnia 2019 roku w Blagojewgradzie
w Bulgarii. Wzieto w nich udzial 360 studentdéw z 77 uczelni z Europy, Azji,
Afryki i obu Ameryk. Druzyna Uniwersytetu Warszawskiego zajeta czternaste
miejsce, a Uniwersytetu Jagiellonskiego siedemnaste. Indywidualne nagrody
pierwszego stopnia zdobyli: Konrad Deka z UJ, Daniel Murawski z UW, Konrad
Majewski z UW, Piotr Pawlak z UGd i Azur Ponlagi¢ z UJ.

Damian Burczyk z UW zajal drugie miejsce w kategorii studentéw I stop-
nia w odbywajacych si¢ w Ostrawie, w dniach 28-30 marca 2019 roku, 29 mig-
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dzynarodowych zawodach matematycznych Vojtech Jarnik International Ma-
thematical Competition.

Finat Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki im. Pawta Domanskiego
organizowanego przez redakcje Delty odbyt si¢ 4 wrzesnia 2019 roku w Krakowie.
Jury Konkursu przyznato:

— zlote medale — Kosmie Kasprzakowi (XXXVIII Dwujezyczne LO im. Jana
Nowaka-Jezioranskiego w Poznaniu) za prace Uwagi na temat pewnych
granic wystepujgcych w teorii funkcji prawie okresowych oraz Radostawowi
Zakowi (V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie) za prace Ciggi trzech
kwadratow i krzywe eliptyczne,

- srebrny medal - Mikotajowi Paterowi (III LO im. Marii Sklodowskiej-
-Curie w Opolu) za prace Okrgg mixtilinear i jego wlasnosci,

- brazowe medale - Aleksandrowi Boskowi (XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie) za prace Wybrane wlasnosci ciggéw Perrina k-tego rzedu
oraz Mateuszowi Scharmachowi (IIT LO im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni) za prace Dwuwymiarowe ciggi Dolda,

- wyrodznienie - Adamowi Baranskiemu (XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie) za prace O podzielnosci rozwigzati réwnania Pella.

Oddziat Krakowski PTM zorganizowal w 2019 roku Konkurs im. Witolda
Wilkosza na najlepsza prace studencka popularyzujacg matematyke. W Kon-
kursie mogli bra¢ udzial studenci studiéw I lub II stopnia uczelni wyzszych
dziatajacych w Polsce. Jury Konkursu przyznalo:

- dwie réwnorzedne nagrody II stopnia — Piotrowi Pikulowi z UJ (mate-
matyka) za prace O ortocentrach i parabolach, a zwlaszcza o twierdzeniu
odwrotnym Steinera oraz Filipowi Rekawkowi z UW (MISMaP) za prace
Jedno zadanie, wiele mozliwosci,

- nagrode III stopnia Marii Galuszce z U] (matematyka) za prace Sumy
kwadratow wielomianow,

- wyrdznienie Ninie Bazeli z AGH (informatyka) za prace Kwantowa strona
mocy.

W nastepnych latach planowane s3 kolejne edycje tego konkursu.
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W dniu 23 listopada 2019 roku odbylo si¢ posiedzenie Zgromadzenia
Delegatow PTM, podczas ktérego m.in. wybrano wladze naczelne PTM na
kadencj¢ 2020-2022. Prezesem PTM zostal wybrany Jacek Miekisz, wicepreze-
sami Tomasz Downarowicz i Klaudiusz Wojcik, sekretarzem zostata Krystyna
Jaworska, a skarbnikiem Piotr Kowalczyk. Cztonkami Zarzadu Gléwnego zostali
Leokadia Bialas-Ciez, Malgorzata Makiewicz, Dorota Mozyrska i Jan Poleszczuk.
Czlonkami Komisji Rewizyjnej PTM zostali Krystyna Biatek, Karol Gajda, Jacek
Jakubowski, Jacek Rogowski i Anna Szpila, natomiast w sktad Sadu Kolezenskie-
go weszli Stefan Jackowski, Jerzy Jaworski, Stanistawa Kanas, Leszek Plaskota,
Krzysztof Szajowski, Aleksy Tralle i Pawet Walczak. Ponadto wybrano Tomasza
Downarowicza, Jacka Migkisza i Pawtla Strzeleckiego na przedstawicieli PTM
w Radzie Europejskiego Towarzystwa Matematycznego na kadencj¢ 2020-2023.

W dniu 26 pazdziernika 2019 roku w Akademii Techniczno-Humanistycz-
nej w Bielsku-Biatej odbylo si¢ jubileuszowe 1000. posiedzenie Seminarium Ka-
tedry Matematyki. Tematyka poruszana na Seminarium zwigzana jest glownie
z analizg wypuklg, réwnaniami i nieréwnosciami funkcyjnymi oraz funkcjami
wielowartosciowymi.

25 listopada 2019 roku czterdziesta sesja Zgromadzenia Ogélnego UNE-
SCO na wniosek Miedzynarodowej Unii Matematycznej oglosila dzien 14 marca
Migdzynarodowym Dniem Matematyki. Na stronie https://www.idm314.org sa
dostepne materiaty do wykorzystania przez lokalnych organizatorow.

W dniu 26 wrze$nia 2019 roku zmart w wieku 100 lat Bolestaw Gleichge-
wicht, specjalista w zakresie algebry ogdlnej, ceniony popularyzator matematyki,
autor podrecznikow z algebry, dziatacz opozycji w PRL, laureat Wielkiej Nagro-
dy PTM im. Samuela Dicksteina za 1989 rok.

Redakcja prosi o nadsylanie informacji do dzialu Krétkich informacji na adres:
Grzegorz Lysik, Instytut Matematyki UJK, ul. Swigtokrzyska 15, 25-406 Kielce, e-mail:
glysik@ujk.edu.pl.
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Jaroslav Zemanek (1946-2017)

;C{J-'L olav Z emael

Nie jest tatwo pisa¢ o profesorze Zemanku, poniewaz bardzo ciezko jest
ujac te barwna i wyrazista posta¢ w krotkiej i dos¢ formalnej notce pozegnalne;j.
Szczegolnie mnie, gdyz znalem go bardzo blisko, a wiele istotnych watkow
niestety bede musial w ponizszym zarysie pomina¢.

Pamietam nasze pierwsze spotkanie z Zemankiem dwadzie$cia cztery lata
temu w Budapeszcie, w trakcie Europejskiego Kongresu Matematycznego. Juz
wtedy wywarl on na mnie ogromne wrazenie niezwyklej osoby duzego kalibru.
Wtedy tez zostal dla mnie Jaroslavem, czy po prostu Jarkiem.

Jezeli mialbym okresli¢ sposéb bycia Jaroslava jednym zdaniem, to powie-
dzialbym, Ze Zyl on matematyka i dla matematyki.

Milos¢ do nauk $cistych Jaroslav odkryl w sobie juz w latach szkolnych,
czes$¢ ktorych spedzil w internacie matematycznym w Pradze. Na pewno by-
ta to milo$¢ z wzajemnoscig. Czytal ksigzki matematyczne bez przerwy na
odpoczynek, oszczedzajac nawet na $nie. Aby czyta¢ w nocy, wychodzit pod

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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posterunek 6wczesnej policji znajdujacy sie blisko internatu, bo - jak mowit -
bylo to jedyne miejsce, gdzie czul si¢ dobrze o tej porze. Takie olbrzymie za-
angazowanie Jaroslava zaowocowalo nagrodami na dwdch z rzedu miedzyna-
rodowych olimpiadach matematycznych w latach 1963-1964 (Polske wowczas
reprezentowali m.in. Figiel, Stodkowski, Torunczyk, Wajnryb). Zostawilo ono
tez gleboki $lad w podejsciu Jaroslava do matematyki jako naturalnej czesci
kultury.

W 1969 roku Jaroslav ukonczyl Uniwersytet Karola w Pradze. W pracy
magisterskiej zawart oryginalny, pomystowy dowod wersji twierdzenia Diniego
o zbieznosci monotonicznego ciaggu funkcji na przestrzeniach zwartych. Kiedy
w 2002 roku Prage nawiedzila powodz tysigclecia, najwigkszym zmartwieniem
Jaroslava bylo to, czy uda si¢ uratowac jego prace magisterska. Jego dowdd nie
mial prawa zging¢. Udalo sie.

Po ukonczeniu uniwersytetu Jaroslav zajmowatl sie przez kilka lat dziatal-
noscia zwigzang z olimpiadami matematycznymi w Czechach, a réwnolegle
pracowal nad doktoratem w Instytucie Matematycznym PAN pod kierunkiem
Wiestawa Zelazki. Doktorat, obroniony w 1977 roku, zostal uznany za wybitny.
W czasie pobytu w Warszawie Jaroslav zakochat si¢ w bibliotece IM PAN, ktora
potem uwazal za najlepsza na §wiecie. W bibliotece spotkal tez drugg milos¢
swojego zycia — przyszlg Zone Basie. Z powodu biblioteki i Zony (dokladnie
w takiej kolejnosci) Jaroslav przenidst si¢ do Polski na stale w 1982 roku, i w tym-
ze roku zwigzal z sie z IM PAN, zostajgc tam profesorem w 1996 roku. Istnial
oczywidcie powod trzeci - w Warszawie wowczas pracowali najlepsi fachowcy
z analizy funkcjonalnej, dziedziny jego zainteresowan.

Przyzwyczajenia wyniesione z zawoddéw olimpijskich zostaty fundamen-
tem $wiatopogladu Jaroslava i jego podejscia do wielu spraw. W matematyce
i w zyciu Jaroslav szukat piekna i elegancji. Niestety zycie codzienne czesto
nioslo rozczarowania. Na przyklad, Jaroslav nie miat samochodu, bo gdy kupit
swoj pierwszy samochdd, to zapomnial, gdzie go zostawil, co skutkowato dluga
i malo przyjemna przygoda z udzialem wielu oséb, facznie z zZona i patrolem
policyjnym.

Ale na ratunek zawsze przychodzila ulubiona matematyka. Szukajac pigk-
na w matematyce, Jaroslav czesto rezygnowat z rozumowan technicznych na
rzecz trikow, chwytéw, uje¢ niestandardowych. Zamiast liczy¢ i szacowa¢, ocze-
kiwat ol$nienia, liczac na to, ze sztuczki si¢ znajda. Ol$nienia te poprowadzity
Jaroslava do wybitnych osiagnie¢ w teorii algebr Banacha i teorii operatoréw.
Nie sposdb tu ich wszystkich wymieni¢, ale nawet te pierwsze, z okresu ha-
bilitacyjnego (habilitowal si¢ w IM PAN w 1985 roku), zostaly uhonorowane
Nagrodg Gléwng PTM im. S. Banacha w 1987 roku. Wiele z tych odkry¢, na
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przyklad charakteryzacje spektralne ideatéw dwustronnych w algebrach Bana-
cha, opis algebr Banacha przemiennych modulo radykal, wyniki o wtasno$ciach
i strukturze idempotentéw czy twierdzenia o lokalizacji podzbioréw widma
operatorow w terminach wlasnosci geometrycznych ich poteg uwazane sg dzis
przez fachowcdw za rezultaty klasyczne, nalezace do kanonu wspélczesnej
analizy funkcjonalne;j.

Szerokie zainteresowania naukowe Jaroslava obejmowaty wiele dziatow
matematyki. Naturalne braki wiedzy fachowej nadrabiat tu dociekliwoscia i po-
$wieceniem wigkszej ilosci czasu. Na przyklad interesowal sie hipoteza Bieber-
bacha z analizy zespolonej czy bardzo szczegdlnymi wlasnosciami macierzy
z glebi algebry liniowej.

W ostatnich latach fascynowaly go wlasnosci asymptotyczne orbit ope-
ratoréw i ich zwigzki ze strukturg operatoréw z widmem jednopunktowym,
w szczegolnosci te zwigzane z operatorem Volterry V. Jako ilustracje przypomne
jego bardzo elegancki wynik (wspdlny z Montesem i Sanchezem), ktéry bardzo
cenil i lubil, stwierdzajacy, ze operator I — V na L?(0,1), przy czym 1 < p < oo,
jest potegowo ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2.

Jaroslav byl wieloletnim sekretarzem czasopisma Studia Mathematica,
a jego dyskusje o Studiach z gléwnym redaktorem Tadeuszem Figlem czasami
trwaly do pdznej nocy. Opieka nad czasopismem pochtaniala ogrom czasu
i dlatego do domu musial czesto wracaé w nocy taksowka. Starat sie oglada¢
wszystkie artykuly, czasami przyjmujac jednoczesnie role autora, recenzenta
oraz redaktora.

Praca redakcyjna w sposob naturalny faczyla si¢ z prowadzeniem sobot-
niego (sic!) Seminarium z Teorii Operatoréw w IM PAN, ktdre w istocie nie
mialo ustalonej godziny rozpoczecia i moglo trwa¢ naprawde dtugo, siegajac
czasami pory kolacji. Cze$¢ prac publikowanych w Studiach byla referowana na
tym seminarium i w ten sposdb obowiazki redakcyjne taczyty sie z dzialalno-
$cig organizacyjna, tworzgc inspirujaca calos¢. Seminarium koniecznie musiato
konczy¢ sie piwem, ktore wedlug niego w Czechach ,,zastepuje nawet $niadanie”

Mam z Jaroslavem tylko jedng wspolng prace, ktora powstata w pewne;j
restauracji na placu Konstytucji w Warszawie. Niestety restauracja ta juz nie
istnieje. Ale wcigz mam w pamieci bardzo mile wspomnienia dyskusji dotycza-
cych zaré6wno naszego artykulu, jak i wielu innych zagadnien matematycznych,
a nawet filozofii, poezji i sztuki. Pézniej sporo czasu spedzilismy razem, gdy
Jaroslav zostal koordynatorem duzego projektu Unii Europejskiej dotyczacego
metod operatorowych w réwnaniach rézniczkowych. Projekt odniost zauwazal-
ny sukces naukowy i przyczynil sie do szybkiego rozwoju tego obszaru w kraju
i za granica.
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Jaroslav kochat ludzi i staral sie poméc kazdemu, niezaleznie od statusu
i miejsca w hierarchii spotecznej. Z drugiej strony, byt osobg bardzo zasadnicza,
co czesto przeszkadzalo mu w zyciu i byto powodem wielu refleksji i dos¢
sceptycznego nastawienia do otaczajacej rzeczywistosci, a takze do samego
siebie. Ale tu z pomocg przychodzily jego prawdziwe pasje: ksiazki i astronomia.
Swiat ksigzek byt odzwierciedleniem $wiata Jaroslava. Z kazdej podrozy (a byty
ich setki) Jaroslav wracat z walizka ksigzek. Kazdy gos¢ Jaroslava wiedzial, ze
najlepszym prezentem jest nowa pozycja dobrego wydawnictwa. Ksiegarnie
w wielu miastach Europy Jaroslav znajdowal z zamknigtymi oczyma (czego
bytem $wiadkiem). Dzien Jaroslava zwykle zaczynal sie od ogladania nowosci
w Bibliotece IM PAN. Na ksigzki wydawal fortune, a w zyciu byt bardzo skromny
i praktyczny.

Drugg pasja Jaroslava byla astronomia. Przez wiele lat (wydaje si¢, ze przez
prawie polowe zycia) byl cztonkiem Czeskiego Towarzystwa Astronomicznego.
Na balkonie swojego mieszkania Jaroslav umiescit bardzo zaawansowany tele-
skop, za pomoca ktdrego czgsto obserwowal nocne niebo, w zasadzie wszystkie
zauwazalne zjawiska astronomiczne. Czasami dzwonit do mnie (i nie tylko)
w nocy i pytal, czy ja wiem, ze taka oto kometa znajduje si¢ bardzo blisko Ziemi
i czy jaka$ gwiazda jest dzisiaj bardzo dobrze widoczna.

Niestety Jaroslavowe zycie w ,,innym” $§wiecie potrafilo przeklada¢ si¢
na niefortunne wydarzenia i sploty okolicznosci. Ich skutkiem Jaroslav zmart
18 lutego 2017 roku, kilka tygodni po $mierci swojej zony. W testamencie otwar-
tym po ich $mierci, Jaroslav i Barbara Zemdankowie zostawili swoje warszawskie
mieszkanie (jedyna warto$¢ materialna, ktéra po nich zostata) jako podstawe dla
ufundowania nagrody w dziedzinie analizy funkcjonalnej dla szczegolnie uzdol-
nionych mlodych matematykow. Taka nagroda powstata i natychmiast zaczeta
by¢ ceniona w szerokich kregach matematycznych. Jej pierwszym laureatem
zostal Karl-Mikael Perfekt z Uniwersytetu w Reading w Anglii.

Jaroslav Zemanek zostal pochowany na Cmentarzu Wojskowym na Po-
wazkach w Warszawie.

Nawigzujac do zamilowan astronomicznych Jaroslava, chcialbym zakon-
czy¢ ten krotki zarys jego sylwetki parafrazg cytatu z Matego Ksiecia Antoinea
de Saint-Exupéryego: ,,patrzac noca w niebo, wydaje si¢ nam, ze wszystkie
gwiazdy $mieja si¢ do nas, poniewaz u$miechasz si¢ na jednej z nich”

Yuri Tomilov (Warszawa)



o—

Wiad. Mat. 55 (2) 2019, 459-466 tm

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne wmplim
1897

Andrzej Granas (1929-2019)

Kilka lat temu Andrzej Granas powiedzial mi ,wiesz, zylisSmy w cieka-
wych czasach”. Te sfowa, odnoszace si¢ do znanego powiedzenia, byly w ustach
Andrzeja, urodzonego 4 kwietnia 1929 roku w Lodzi, w pelni uzasadnione. Pani
Romana Granas, matka Andrzeja, wspomniata kiedys ,,mama uratowata mi
Andrzejka”. Wzmianka ta dotyczyla wydarzen w czasie ucieczki przed wojskami
niemieckimi wkraczajacymi w 1941 roku na czes$¢ Polski okupowang od 1939
roku przez Zwiagzek Radziecki.

We wspomnieniach rodzinnych zachowaly si¢ sladowe informacje o jakiej$
szkole w Taszkiencie, w ktdrej Andrzej uczyl sie po 1941 roku. Matka Andrzeja
opowiedziala mi, jak pewnego dnia (chyba w 1947 roku) Andrzej powiedzial jej,
ze postanowit zapisac si¢ na studia na uniwersytecie. Na jej pytanie, czy zdaje
sobie sprawe z tego, ze aby rozpoczac¢ studia potrzebna jest matura, Andrzej
odpowiedzial — alez ja zdalem juz egzamin dojrzatosci. W papierach, ktére
Andrzej pozostawil, znajduje si¢ sSwiadectwo maturalne Liceum im. Ko$ciuszki
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w Lodzi z 28 czerwca 1947 roku. Pamietam, Ze w powojennych latach 1945-1947
byly organizowane klasy gimnazjalne i licealne ze specjalnym programem, ktére
umozliwialy starszym uczniom ukonczenie liceum w trybie przyspieszonym.
Domyslatem sie, Ze Andrzej w ten sposob nadrobit strate czasu spowodowang
przez wojne.

Andrzej Granas studiowat na kierunku matematyka Uniwersytetu War-
szawskiego w latach 1947-1952. W tym czasie, pomimo strat poniesionych w cza-
sie wojny, matematyka polska byla potega na skale swiatowa. Nie pamietam gdzie
czytatem, ze Stanistaw Mikotajczyk, w czasie gdy byt wicepremierem, stwierdzit,
ze Polska ma na eksport dwie rzeczy — wegiel i matematyke. Andrzej wielo-
krotnie wspominal wyklady Kazimierza Kuratowskiego, Stanistawa Mazura
i Karola Borsuka, ktore wywarly olbrzymi wplyw na jego rozwoj matematyczny.
Pod wplywem Borsuka zainteresowal sie teorig retraktow i teorii homotopii,
a w szczegolnosci grupami kohomotopii.

W latach 1952-1955 Andrzej Granas byt aspirantem w Uniwersytecie Mo-
skiewskim (co odpowiada obecnym studiom doktorskim) i w 1958 roku uzyskat
doktorat (woéwczas — stopien kandydata nauk). Promotorami byli Lazar Aro-
nowicz Lusternik i Borsuk. Rozprawa, na podstawie ktorej uzyskal doktorat,
dotyczyla zastosowan twierdzenia o antypodach w przestrzeniach funkcyjnych
i nawigzywala do przedwojenych prac Jeana Leraya i Juliusza Schaudera, kto-
rzy zainicjowali badania w zakresie zastosowania topologii do nieliniowych
probleméw analizy funkcjonalnej. Pobyt w Moskwie walnie przyczynit sie do
rozszerzenia horyzontéw matematycznych Andrzeja dzigki kontaktom z Lu-
sternikiem i mozliwo$ciami, jakie stwarzal pobyt w Moskwie, gdzie powstawal
silny osrodek topologii algebraicznej — nowoczesnego w owym czasie nurtu
wspolczesnej matematyki. Na marginesie — Andrzej wspomnial kiedys, ze ko-
ledzy-aspiranci nazywali go ,,Pan Aspirant”, co w tym czasie w Moskwie byto
okresleniem do$¢ zlosliwym.

W latach 1955-1959 Andrzej Granas pracowal na Uniwersytecie Mikotaja
Kopernika w Toruniu, utrzymujgc $ciste zwigzki z IM PAN w Warszawie m.in.
poprzez uczestnictwo w seminarium prowadzonym przez Borsuka i Kuratow-
skiego. Stanistaw Balcerzyk w artykule [2] 50 lat seminarium algebraicznego
w Toruniu wspomina:

Istotny wplyw na prace seminarium mial tez prof. Andrzej Granas, ktory
po ukoniczeniu aspirantury w Moskwie pracowal w UMK w latach 1956-1959.
W Moskwie miat bliski kontakt z topologig algebraiczng i prébowal przekaza¢
nam zasadnicze treéci tej teorii. Porozumienie okazalo si¢ trudne, a wyboér ja-
ko lektury jednego z rozdzialéw ksiazki P.S. Aleksandrowa Kombinatornaja
topologia byt zdecydowanie nieudany. Dopiero ukazanie sie w 1958 roku rosyj-
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skiego przekiadu ksiazki Eilenberga-Steenroda [9], a pdzniej ksigzki S. Hu [10],
umozliwito poznanie podstaw tych teorii. [...] Uzyskane przygotowanie topolo-
giczno-algebraiczne umozliwito E. Sgsiadzie i mnie rozpoczgcie studium algebry
homologiczne;j.

Do powyzszego cytatu nalezy doda¢, ze w ramach tej wspotpracy powstata
ksigzka Balcerzyka [1], jak rowniez praca Edwarda Sgsiady [12].

Z tego ,pierwszego okresu torunskiego” pamigtam doskonale, jak An-
drzej przywidzt z Warszawy kilka egzemplarzy rosyjskiego ttumaczenia ksigzki
Samuela Eilenberga i Normana Steenroda Foundations of algebraic topology
i zorganizowal co$ w rodzaju kotka samoksztatceniowego, w ramach ktérego
referowane byly rozdzialy tej ksigzki. W spotkaniach tych aktywnie uczestniczyli
Balcerzyk, Sasiada, Andrzej Jankowski (wowczas jeszcze student chyba trzeciego
roku) i autor tego wspomnienia. Dla mnie udzial w tych spotkaniach byl bardzo
wazny, gdyz nie tylko pozwolil na poznanie podstaw topologii algebraicznej, ale
dat sposobnos¢ zaznajomienia si¢ z metodami teorii kategorii.

W latach 1958-1960 w Toruniu do$¢ czgsto grywalo si¢ w brydza. Granas
byl znany z tego, ze skontrowany prawie z zasady rekontrowal. Doskonale pamig-
tam taka scenke. Andrzej gra w parze z Leonem Jesmanowiczem i licytuja do$¢
wysrubowany kontrakt. Jeden z partneréw kontruje, Andrzej - oczywiscie —
rekontruje i jest rozgrywajacym. Leon JeSmanowicz, absolwent Uniwersytetu
Stefana Batorego, byt cztowiekiem wszechstronnie wyksztalconym, o ogromnej
wiedzy i kulturze, na co dzien postugiwat sie znakomitg przedwojenng polszczy-
zng, ale gdy chcial, potrafil odezwac sie po kresowemu. Po wiscie JeSmanowicz
wyklada karty, wstaje, obchodzi st6l, oglada karty Granasa i stwierdza - ze spe-
cjalnie na taki uzytek zarezerwowanym wileniskim akcentem - ,,nu, tak i przyjdzi
sia poleze¢”.

W latach 1960-1961 Andrzej przebywal w Stanach Zjednoczonych na za-
proszenie University of Chicago oraz Institute for Advanced Study w Princeton.
Po powrocie do Polski pracowal w latach 1961-1969 w IM PAN, gdzie w 1961
roku uzyskal habilitacje przedstawiajac rozprawe [9]. Rozprawa ta wyrosla
z miedzywojennych prac Leraya i Schaudera i byta poczatkiem odnowienia tej
tematyki w powojennej matematyce polskie;j.

W latach 1965-1969 Granas pracowal w Wyzszej Szkole Pedagogiczne;j
w Gdansku (faczac to z zatrudnieniem w IM PAN) jako kierownik specjalnie
dla niego utworzonej Katedry Topologii i w 1967 roku uzyskat tytul profesora.

Zapamietalem pewne wydarzenie, ktore ilustruje drastyczny kontrast
w podejsciu Andrzeja do gry w brydza i do uprawiania matematyki. Aby udo-
wodni¢ pewien lemat, utworzytem diagram, ktory byt tak skomplikowany, ze
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z trudem miescil si¢ na arkuszu rozmiaru A4. Aby ten diagram byt bardziej
czytelny, przerysowalem go na dwukrotnie wigkszym arkuszu papieru kan-
celaryjnego rozmiaru A3 i w tej postaci przekazalem Andrzejowi. Ten przez
kilka nastepnych dni wychwalal diagram i jego rozmiary. Po pewnym czasie
napisal elegancki dowod tego samego lematu, w ktérym - wprowadzajac kilka
naturalnych definicji obiektow wystepujacych w diagramie - tak zredukowat
caly dowod do kilku zdan, ze mdj diagram nie byl potrzebny. Dowdd ten jako
dowdd twierdzenia 5.2 znalazl sie w szostym rozdziale ksiazki [10].

Z okazji Migdzynarodowego Kongresu Matematycznego w Warszawie
w 1983 roku (zaplanowanego na 1982 rok i przesunietego o rok z powodu stanu
wojennego) wydawnictwo Springer wydalo plakat poswiecony najwybitniej-
szym polskim matematykom. Pamietam, jak Andrzej przez kilkanascie dni,
z niestychanym pietyzmem i dbaloscig o wszystkie szczegdly, pracowat nad
zmianami we wstepnej wersji tego plakatu.

W latach 1965-1969 Andrzej rozwinal bardzo szeroka i intensywna dzia-
lalno$¢ organizacyjna. Wykorzystujac mozliwosci stworzone przez jednoczesne
zatrudnienie w Wyzszej Szkole Pedagogicznej w Gdansku i IM PAN zorgani-
zowal Pracownie tego Instytutu (z siedziba w Sopocie). Waznym elementem
dzialalnosci tej pracowni byto prowadzone przez Granasa seminarium, w kto-
rym uczestniczylo regularnie kilkunastu mtodych matematykéw z wybrzeza
oraz - jako prelegenci i zaproszeni go$cie - matematycy polscy oraz zagraniczni.
Nie dysponujac kompletna listg gosci, ktérzy odwiedzili wybrzeze w tym okresie,
chcialbym wspomniec, ze wérod nich byli matematycy tej miary, co René Thom
i Peter Hilton.

Andrzej byl wielbicielem polskiej matematyki miedzywojennej — gdy
wspominam jego komentarze na temat osiggni¢¢ polsich matematykdow z tego
okresu, przychodzi mi na mysl poréwnanie do kibica piltkarskiego wspominajg-
cego sukcesy polskiej pitki noznej z czaséw trenera Gorskiego. Jednoczesnie,
dzigki pobytom w Moskwie i Stanach Zjednoczonych, zdawal sobie w pelni
sprawe z tego, ze przelom lat pie¢dziesigtych i sze§¢dziesiatych byt okresem
wielkich sukceséw topologii algebraicznej i rézniczkowej i ubolewal nad wyraz-
nym brakiem zainteresowania tymi wynikami w Polsce. Pierwszym krokiem
w kierunku zmiany tego stanu rzeczy byla organizacja jeszcze w 1962 roku
w Toruniu konferencji, poswigconej podstawowym pojeciom teorii ciggdw
spektralnych Leraya.

W 1967 roku Andrzej Granas zorganizowal w Gdansku pierwsza Letnia
Szkote Topologii Algebraicznej (gléwnymi wykladowcami byli Stanistaw Balce-
rzyk oraz Andrzej Biatynicki-Birula). Szkola ta rozpoczela calg seri¢ corocznych
Letnich Szkol, ktére odbywaly sie w Gdansku badz Sopocie. Po wyjezdzie
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Granasa z Polski organizacje tych szkoét przejeli (w réznych konfiguracjach)
Bogdan Bojarski, Andrzej Jankowski, Stefan Jackowski oraz autor tego wspo-
mnienia przy stalym wspétudziale Zygfryda Kucharskiego, ktdry zajmowatl si¢
niewdziecznymi problemami zwigzanymi z techniczng strong organizacji.

W 1969 roku Andrzej Granas wyjechat z Polski na dluzszy czas (ponad
dwadziescia lat). Przez pierwsze potrocze 1970 roku, na zaproszenie College de
France, przebywal w Paryzu. Od polowy 1970 roku do odejscia na emeryture
w 1994 roku byl profesorem na Université de Montréal w Kanadzie. Pobyt
w Montrealu zaowocowal waznymi osiggnieciami naukowymi i organizacyjny-
mi. Kontynuowal tam dziatalno$¢ organizacyjng, wykorzystujac z wielka energia
i uporem mozliwosci, ktdre stwarzala pozycja profesora na kanadyjskiej uczelni.
Uniwersytet w Montrealu (korzystajac ze wsparcia NATO) organizuje co roku
konferencje pod nazwa Séminarie de Mathématiques Supérieures. Andrzej
Granas byt ich gtéwnym organizatorem w latach 1973, 1983, 1986 oraz 1994.
Niezaleznie od tych konferencji inicjowal zaproszenie do wygloszenia odczytu
w Montrealu wielu wybitnych matematykéw, nie pomijajac matematykow pol-
skich. Dodatkowa okolicznoscia, sprzyjajaca organizacji krétkich wizyt polskich
matematykow w Montrealu, bylo to, ze samoloty LOT-u na trasie Warszawa —
Stany Zjednoczone mialy miedzylagdowanie w Montrealu.

Po przejsciu na emeryture Andrzej Granas powrdcil do Polski i w la-
tach 1991-1996 pracowal na stanowisku profesora Uniwersytetu Mikotaja Ko-
pernika w Toruniu. Byl inicjatorem powstania (w 1991 roku) oraz pierwszym
kierownikiem Centrum Badan Nieliniowych im. Juliusza P. Schaudera przy
UMK. W 1993 roku, dzigki jego wysitkom, CBN, we wspdlpracy z Ameri-
can Mathematical Society, rozpoczeto wydawanie czasopisma Topological Me-
thods in Nonlinear Analysis. W tym okresie Andrzej Granas byt gléwnym re-
daktorem tego czasopisma i bardzo powaznie traktowal wynikajace z tego
obowiazki. Dzieki jego wysitkom czasopismo to uzyskato miedzynarodowe
uznanie.

Andrzej Granas byt tez inicjatorem i przez kilka lat gtéwnym redakto-
rem wydawanego przez firme Birkhéuser czasopisma Fixed Point Theory and
Applications, ktorego pierwszy tom ukazal si¢ w 2007 roku.

Dorobek naukowy pozostawiony przez Andrzeja Granasa obejmuje dwie
ksigzki [4,10] dotyczace teorii punktow statych oraz dziewigédziesiat prac. Pierw-
sza z tych ksiazek, wydana w 1982 roku, w tytule miata ,vol. I”, co oznaczalo,
ze planowny jest tom drugi. Cigzka choroba Jamesa Dugundjiego, a nastepnie
jego $mier¢ w 1985 roku zdruzgotata te plany. Po przeszto dwudziestu latach
Andrzej Granas wydal drugg ksigzke, w ktérej Dugundji na stronie tytutowej
wymieniony jest jako wspolautor. Ksigzka ta nie jest planowanym drugim to-
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mem, ale obszerng monografig zawierajaca material pierwszej. Po wydaniu
drugiej ksigzki, w prawie dwadziescia lat po $mierci Dugundjiego, w naturalny
sposob pojawily sie pytania dotyczace jego udzialu. Nie wiem, jakie pozosta-
ly materialne $lady pracy Dugundjiego nad drugim tomem. Wiem jednak,
ze obaj wspolautorzy wlozyli wiele wysitku w przygotowanie drugiego tomu,
ktérego ogdlne zalozenia opracowywali od 1978 roku i niektére zagadnienia
omawiali bardzo dokfadnie. Tak si¢ zlozylo, Ze w latach osiemdziesiatych bylem
na zaproszenie Andrzeja kilkakrotnie w Montrealu. Pamigtam dokfadnie, ze
w 1983 roku — a wiec juz po ukazaniu si¢ pierwszego tomu — miatem dluzsza,
dotyczaca konkretnych szczegdtéw rozmowe z Dugundjim, ktorej tematem
byta metoda dowodu twierdzenia Borsuka o antypodach. Po wydaniu (w 2003
roku) drugiej ksigzki, czytajac dowdd twierdzenia o antypodach, przypomnia-
tem sobie t¢ rozmowe. Robert Brown, w obszernej recenzji [3] zamieszczonej
w Biuletynie AMS, znakomicie scharakteryzowat ksigzke piszac: ,,... the inte-
raction between topology and nonlinear analysis is a persistent theme of the
book..” oraz ,,[t]he reader may be surprised by the relative brevity of most
of the proofs. This is the consequence of the authors’ very efficient style: we
are told just the essential steps that make the statement of the result belie-
vable”. W przedmowie do drugiej ksigzki Andrzej Granas napisal o Dugun-
djim ,,...he was totally independent and would not tolerate anything which
he considered second best” Mysle, ze te ocene mozna rozciggna¢ na obydwu
wspolautorow.

Po osiedleniu si¢ w 1970 roku w Montrealu, Andrzej Granas opublikowal
kilkadziesigt prac. Sam autor - w pewnym preprincie powstalym na Tajwanie —
podzielil te prace nastepujaco.

— Topologia przestrzeni funkcyjnych. W tej grupie znajdujemy dziesie¢ prac
tematycznie powigzanych z rozprawg habilitacyjng oraz dziewig¢ prac
dotyczacych uogdlnienia teorii kohomologii na kategorie, ktorej obiektami
sa domkniete i ograniczone podzbiory ustalonej przestrzeni Banacha,
a morfizmami zwarte zaburzenia identyczno$ci. Wyniki tych dziewieciu
prac zostaly zebrane w pracy [6].

— Teoria punktéw statych. Grupa osiemnastu prac, poswieconych rozmaitym
wariantom teorii punktow stalych. Prace te dobrze reprezentuje artykut [7],
zawierajacy pozytywna odpowiedz na pytanie Borsuka, dotyczace punk-
tow statych odwzorowan na aproksymatywnym ANR-rze.

- Réwnania nieliniowe. Grupa dwudziestu czterech prac o twierdzeniach
topologicznych majgcych zastosowania w teorii rownan rozniczkowych.
Typowym reprezentantem jest praca [8], poswiecona dowodowi nieskon-
czenie wymiarowej wersji klasycznego twierdzenia teorii homotopii.
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- Analiza wypukta. Seria dziewieciu prac o specjalnej klasie odwzorowan
wypuklych. Inspiracja dla prac dotyczacych tych odwzorowan jest pro-
blem 54 z Ksiegi Szkockiej, sformulowany przez Schaudera.

- Rownania rézniczkowe zwyczajne. Seria dwudziestu prac o zastosowa-
niach metod topologicznych w teorii réownan rézniczkowych zwyczajnych.
Tematyka dwoch z tych prac s zastosowania metody ,,topologicznej trans-
wersalnoséci” do réwnan rézniczkowych.

Omawiajgc dorobek naukowy matematyka, nie mozna pomina¢ wygloszo-
nych przez niego wyktadéw i odczytow. W tym zakresie osiggniecia Andrzeja
Granasa sg naprawde imponujace. Lista uniwersytetow amerykanskich i europej-
skich, na zaproszenie ktérych wygloszal wyktady (do 1978 roku - pdzniejszymi
danymi nie dysponuje¢), obejmuje ponad trzydziesci pozycji, wérod ktérych sa
uniwersytety w Bonn, Florencji i Kaliforni. Po 1978 roku odwiedzit z wyktadami
rozmaite instytucje naukowe w Europie i Ameryce Péinocnej, a takze Tajwan,
Chiny oraz Izrael.

Andrzej Granas zmarl 5 marca 2019 roku, jest pochowany na Cmentarzu
Wojskowym na Powazkach w Warszawie. Pozostawil po sobie dwie ksigzki oraz
dziewigcédziesigt opublikowanych prac. Zatozyt dwa czasopisma matematyczne,
zorganizowal Centrum Badan Nieliniowych im. Juliusza P. Schaudera w Toruniu
oraz wypromowal szesnastu doktoréw nauk matematycznych.

Byl bohaterem wielu anegdot (prawdziwych, podkolorowanych i catkowi-
cie zmyslonych), ktore krazyly wérod matematykéw. Nieodzatowany Andrzej
Lasota sformufowal nastepujace prawidto: ,w otoczeniu Granasa prawdopodo-
bienstwo zageszcza sig”.

Cytowane prace
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Bolestaw Gleichgewicht (1919-2019)"
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Przezywszy lat sto, w dniu 26 wrze$nia 2019 roku odszed! od nas Bolestaw
Gleichgewicht, emerytowany nauczyciel akademicki Uniwersytetu Wroclaw-
skiego i nestor matematykow polskich.

Bolestaw Gleichgewicht urodzit sie¢ 30 kwietnia 1919 roku w Warszawie,
w zamoznej, zasymilowanej rodzinie zydowskiej. Pierwsze dwie dekady swe-
go zycia przezyt w wolnej Polsce, do ktérej przylgnat calym sercem. Ukon-
czyl znane gimnazjum im. Mikolaja Reya i rozpoczat studia na Uniwersyte-
cie Warszawskim, gdzie stuchal wykladéw takich znakomitosci, jak Wactaw
Sierpinski, Stanistaw Saks, Jan Lukasiewicz i innych. Marzyl, by by¢ jak oni
i zajmowac si¢ nauka, rozwijac ja i wykladac, ale Polska ukazywala mu w tym
czasie macosze oblicze. Byl to czas rosngcego antysemityzmu i tzw. getta faw-

" Rozmowe z Bolestawem Gleichgewichtem, przeprowadzona kilka miesiecy przed jego
$miercia, opublikowali$my w poprzednim numerze Wiadomosci Matematycznych — przyp. red.
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kowego na uniwersytetach (Zydzi mogli siedzie¢ tylko na wyznaczonych im
miejscach), Bolek bywal wiec szarpany, a raz nawet zostal dotkliwie pobity
przez faszyzujacych narodowcéw. Byt takze swiadkiem przerwania przez nich
wykltadu algebry sedziwego profesora Samuela Dicksteina, ktdrego uratowat
wtedy Saks, ale wyklad nie zostat juz nigdy wznowiony. Wydarzenia takie nie
odebraty mu wiary w Polske, ale czynity podatnym na wdzieki komunistycznej
propagandy.

Kiedy we wrzesniu 1939 roku hitlerowskie Niemcy napadly na Polske,
rozpoczynajac Il wojne $wiatowa, oblezona i opuszczona przez sojusznikow War-
szawa kapitulowata, a Sowiety najechaly i zajely wschodnig cze$¢ kraju — Bolek
ruszyt na wschéd, szukajac schronienia w wy$nionym kraju ,,ludu pracujacego
miast i wsi’. Nadzieje spelnily sie tylko czesciowo, sam bowiem wojne przezyl,
podczas gdy pozostata w kraju rodzina zginela w Treblince, ale rzeczywisto$¢
sowiecka z bliska okazala si¢ catkiem odmienna od rysowanej w propagandzie.
Bolek spedzit w Zwigzku Radzieckim trudnych siedemnascie lat. Byt to okres
pracy na wotynskiej prowincji (do Lwowa go nie wpuszczono), dalszej ucieczki
przed Niemcami po zaatakowaniu przez nich Zwiazku Radzieckiego, stuzby
w Armii Czerwonej w przeciwlotniczej obronie Baku, kontynuacji po wojnie
studiow w Odessie, wreszcie pracy nauczycielskiej w Pierwomajsku na ukra-
inskiej prowincji. W tym czasie calkowicie si¢ wyleczyl z wszelkich sympatii
do komunizmu i z biegiem lat coraz bardziej tesknit za Polskg. Mimo chlubnie
ukonczonych z wyréznieniem studidéw nie zostal przyjety na aspiranture, co
zamykalo mu droge do wymarzonej kariery naukowej (byl to czas ostrego
antysemityzmu w Zwigzku Radzieckim). Chcial robi¢ cos wigcej, wyrwac si¢
zatmosfery prania moézgow w szkole i kartkowej szarzyzny, wigc procz nauczania
wzial sie za szachy i osiagnal na tym polu znaczne sukcesy. Ale caly czas marzyt
o Polsce.

Po wieloletnich staraniach udato mu sie uzyskac zgode na wyjazd i w 1956
roku przekroczyl z rodzing (ktora po wojnie zalozyl, Zone poznat w wojsku)
granice na Bugu. Warszawa stala sie mu obca, ale dowiedziat sie, Ze niektorzy
warszawscy matematycy (Edward Szpilrajn-Marczewski, Bronistaw Knaster)
sg we Wroclawiu i ze we Wroctawiu odradza si¢ Iwowska szkota matematycz-
na pod przewodnictwem Hugona Steinhausa. Pojechal wigc do Wroctawia,
znalazt dom, podjat prace na Uniwersytecie Wroctawskim - i zostal do kon-
ca zycia. Od tego tez czasu datuje si¢ nasza znajomos¢, ktora rychlo przeszta
w przyjazi. Bolek pospiesznie odrabial zaleglosci. Czas jaki$ spedzit w Mo-
skwie, uczeszczajaé na znakomite seminarium algebraiczne Aleksandra Ku-
rosza (z ktoérym sie zaprzyjaznil), a we Wroctawiu doktoryzowat sie z alge-
bry (promotorem byl Stanistaw Hartman). Byt to juz jednak 1961 rok, Bolek
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skonczyl wtedy czterdziesci dwa lata, a nie jest to wiek, w ktérym matematyk
zaczyna kariere naukowa. Niemniej, Bolek z wielkim zapatem zaczal wyklada¢
nowoczesng algebre i napisal z jej zakresu kilka prac (interesowal sie uogol-
nieniami algebr klasycznych, jak pierscienie nietgczne i n-grupy), a takze dwa
podreczniki Elementy algebry abstrakcyjnej oraz Algebra. Zajal si¢ nieznang
we Wroctawiu lingwistyka matematyczna, badajac charakterystyki rozkladu
dlugosci sylabicznej i entropie rozktadéw w polskich publikacjach, publikujac
z tej tematyki osiemnascie prac. Majac bogate doswiadczenie nauczycielskie,
napisat dwadziescia osiem artykulow z dydaktyki matematyki (wiekszo$¢ w cza-
sopi$mie Matematyka), a takze z wielkim powodzeniem prowadzil tam przez
wiele lat kacik zadan. Wyrazem uznania dla jego osiggnie¢ byto przyznanie
mu w 1971 roku tytutu naukowego docenta, dajacego mu status samodzielnego
pracownika nauki, a w szczegolno$ci prawo do promowania wlasnych dok-
toréw. Nie byla to habilitacja i z tego powodu prawo to bylo w srodowisku
kontestowane. Byl to dodatkowy powdd, dla ktérego Bolek najwiecej serca
i pasji wkiadal w wykladanie. Bardzo to lubil, a jego wyklady - przeplatane
anegdotami i wyglaszane znakomita polszczyzng - przeszly do legendy, jego zas
znakomita Algebra, wydana w 1976 roku, byta kilkakrotnie wznawiana (ostatni
raz w 2002 roku).

Po odstawieniu szach6w jego pasja w Polsce staly sie wycieczki gorskie.
Wakacje zwykt byl spedza¢ z rodzing w karkonoskiej Przesiece, a kiedy dzieci
podrosty, tradycyjnie sierpien spedzal w polskich Tatrach, ktére wielokrotnie
zszedl wszerz i wzdtuz. Chodzil samotnie, ale chetnie prowadzal w gory przy-
jaciol.

Trwat siermigzny PRL, a w 1968 roku przyszed! panstwowy antysemityzm.
Czystki objely takze uczelnie i z Uniwersytetu Wroctawskiego musieli wtedy
odej$¢, miedzy innymi, Edward Marczewski, organizator powojennej matema-
tyki we Wroctawiu i zastuzony rektor, oraz Stanistaw Hartman, promotor Bolka.
Nie byto Bolkowi tatwo, ale zdotal si¢ oprze¢ si¢ dlugotrwatym naciskom i nie
wyjechat (zrezygnowal wowczas z wyjazdow do Wyzszej Szkoly Pedagogicznej
w Opolu, ale niebawem dodatkowa prace znalazl w Wyzszej Szkole Oficerskiej
Wojsk Zmechanizowanych we Wroctawiu oraz jako konsultant w Instytucie
Ksztalcenia Nauczycieli). A kiedy w 1976 roku zaczeta si¢ w Polsce organizowa¢
tzw. opozycja demokratyczna, Bolek szybko do niej przystal i stal si¢ wkrotce
jednym z najbardziej aktywnych wroclawskich dziataczy. W slady ojca poszly
dzieci, syn Aleksander i cérka Helena, podéwczas studenci i aktywni dziala-
cze Niezaleznego Zwigzku Studenckiego, organizacji nielegalnej i aktywnie
przez wladze zwalczanej. Kiedy w 1978 roku powstato Towarzystwo Kurséw Na-
ukowych, patronujace niezaleznej oswiacie, a w szczegolnosci Uniwersytetowi
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Latajagcemu - Bolek byt jednym z jego cztonkéw zalozycieli. Dwa lata pdzniej
z radoécig powitat powstanie NSZZ ,,Solidarno$¢” i wszedt w sktad wtadz Zwigz-
ku na Uniwersytecie Wroctawskim, a po wprowadzeniu stanu wojennego byl
jednym z lideréw strajku protestacyjnego na Uniwersytecie. Po jego zlamaniu
zszedl do podziemia i tam pracowal dla zdelegalizowanej ,,Solidarnosci’, za
co byl poszukiwany listem gonczym. W tym czasie dzieci wyemigrowaly do
Norwegii, cho¢ Aleksander wrdcit do wolnej Polski. Po paru latach ukrywania
sie Bolek wyszedt z podziemia pod przyjetym przez wladz¢ warunkiem, ze nie
zostanie uwieziony. W 1989 roku, kiedy w Polsce komunizm upadt, Bolek byt juz
emerytem, ale przez wiele jeszcze lat aktywnie uczestniczyt w zyciu politycznym,
cieszac si¢ powszechnym szacunkiem (zob. [2]).

Pasja spoleczna Bolka dawala o sobie zna¢ na wielu polach. Wysoko cenit
i bardzo lubil $rodowisko matematyczne, jego poziom moralny i naukowy,
w tym szczegodlnie etos przedwojennej szkoty warszawskiej, ktory zaszczepial
we Wroclawiu Marczewski, a takze bogate Zycie towarzyskie. Aktywnie uczest-
niczyt w zyciu Polskiego Towarzystwa Matematycznego jako wieloletni cztonek
komisji zajmujacych si¢ nauczaniem matematyki i staly uczestnik zjazdow
matematycznych. Takze przez wiele lat prowadzil dziat zadan w miesigczni-
ku Matematyka i bardzo lubil comiesieczne posiedzenia redakcji w miesz-
kaniu Bolestawa Iwaszkiewicza, zatozyciela i dozywotniego redaktora tego
czasopisma.

Z talentem dydaktycznym Bolka wigzalo si¢ dobre pidro, a $wietna pa-
mie¢, towarzyszaca mu do konca zycia, pozwolila na napisanie wspomnien
z najbardziej dramatycznej w jego zyciu dekady 1939-1949, od opuszczenia War-
szawy jesienig 1939 roku do ukonczenia studiéw na uniwersytecie w Odessie
w 1949 roku. Tom pierwszy Widziane z oddali ukazal si¢ jeszcze w 1993 roku,
a teraz wyszly trzy tomy calosci [1]. Lektura tych wspomnien wciaga, autor pisze
bowiem bez jadu, z pogoda ducha relacjonujgc swoje dramatyczne przygody,
calg natomiast nieche¢ i obrzydzenie kierujac w strone nieludzkich totalitary-
zmOw: hitlerowskiego, ktory zabral mu rodzine i zniszczyt §wiat mtodosci, oraz
stalinowskiego, w ktorym przezyt niemal dwie dekady cierpien. Wspomnienia
te s3 przepojone miloscig do rodziny, matematyki i Polski, do polskiego jezyka
i polskiej kultury. Pisal je w wolnych chwilach we Wroctawiu, ale nie miat ich
wiele, pochlaniata go bowiem najpierw dziatalnos¢ uniwersytecka, a potem pasja
spolecznikowska i tym sie ttumaczy, ze dalszego ciagu nie napisal. Brakowato
czasu (zob. [3]).

Po latach zastugi Bolka zyskaty uznanie. Ucieszyto go przyznanie Wielkiej
Nagrody Polskiego Towarzystwa Matematycznego im. Samuela Dicksteina za
popularyzowanie matematyki (w 1998 roku), wielkg rado$¢ sprawito mu przyzna-
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nie przez Uniwersytet Opolski tytulu profesora honorowego, a szczegdlng duma
napawaly go ordery — Krzyz Kawalerski Orderu Odrodzenia Polski (w 1993
roku) i Krzyz Komandorski Orderu Odrodzenia Polski (w 1999 roku).

Zmarl 26 wrze$nia 2019 roku i zostal pochowany obok zony na cmentarzu
$w. Rodziny we Wroctawiu.

Cytowane prace
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Recenzje

1. Wprowadzenie

Ksiazka Grupy oraz ich reprezentacje
z przykltadami zastosowari w fizyce An-
drzeja Trautmana ukazala si¢ jako trze-
cia pozycja w nowe;j serii Ksiegozbior
matematyczny IM PAN. Autor, wybitny
fizyk teoretyk, wspoltworca teorii fal gra-
witacyjnych, byt zawsze znany z zain-
teresowan matematycznych. Pamietam,
ze jako poczatkujacy asystent uczeszcza-
fem na jego wyktad (prowadzony poza
pensum akademickim w Insytucie Fizy-
ki UW), w czasie ktérego przedstawial
zainteresowanym kolegom fizykom oraz
studentom Instytutu Fizyki fragmenty
algebry w ujeciu Bourbakiego.

Omawiana ksigzka wpisuje sie
w krag tych zainteresowan, cho¢ tym
razem chodzi o kursowy wyklad dla
studentéw, zatytulowany Metody ma-
tematyczne fizyki, prowadzony od lat
przez autora.

Pokazana tu poszerzona wersja takie-
go wykladu moze by¢ interesujaca dla
czytelnika (potencjalnie nie fizyka) z kil-

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne

Andrzej Trautman, Grupy oraz ich reprezentacje z przyktadami
zastosowan w fizyce, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii
Nauk, Warszawa 2019, 302 str. str.

ku powodéw. Po pierwsze, pokazuje jak
roztozone sg akcenty waznosci dla fizyki
réznych fragmentéw wspolczesnej mate-
matyki (ograniczonej tu do algebry, ana-
lizy i geometrii rézniczkowej). Po drugie,
takie ujecie, unikajace trudnosci tech-
nicznych oraz opuszczajace czes¢ dowo-
dow, daje tatwiejszy wglad — niejako z lo-
tu ptaka — w strukture duzych fragmen-
tow wspodtczesnej matematyki.

2. Zawartos¢ ksiazki

Ksigzke otwierajg cztery rozdzialy
tworzace algebraiczny fundament dla
dalszych czesci.

Rozdzial pierwszy wprowadza kolej-
no grupy, pierscienie, moduly i algebry.
Specjalng uwage poswieca autor ogol-
nym algebrom, w tym algebrom facznym
i algebrom Liego. Spora czg¢$¢ prezen-
towanego materialu jest rzadko obecna
w standardowych kursach algebry i od-
zwierciedla fizyczne tlo ksiazki.

Rozdziat drugi poszerza dotychcza-
sowe informacje o grupach o sprawy ge-



474 Recenzje

neratoréw i relacji, wprowadzajac poje-
cia nilpotentnosci i rozwigzalno$ci gru-
py- Omawia tez wazne w dalszej perspek-
tywie grupy SL(2, C) oraz SU(2).

Dwa dalsze rozdzialy wprowadza-
ja tytulowa problematyke: reprezentacje
grup. Ze wzgledu na to, ze w dalszym
tek$cie s3 one powigzane z reprezenta-
cjami algebr Liego oraz algebr tacznych,
autor w rozdziale trzecim rozpoczyna od
dyskusji ogélnej sytuacji, kiedy na zbio-
rze Q) jest dana rodzina funkcji o warto-
$ciach w przestrzeni liniowej endomor-
fizméw ustalonej przestrzeni liniowej X
nad cialem liczb rzeczywistych R lub ze-
spolonych C. Dla takiej rodziny, nazy-
wanej dalej reprezentacjg zbioru Q, dys-
kutowane s3 podstawowe pojecia teorii
reprezentacji — przywiedlnos¢, nieprzy-
wiedlnos¢ i rozkladalnos¢. Dla dwdch
reprezentacji tego samego ) dyskutuje
sie odwzorowania splatajgce i rownowaz-
nos¢ reprezentacji. Pojawia sie tez lemat
Schura.

Druga czg$¢ prezentowanej teorii re-
prezentacji (wazna w kontekscie teorii
Liego) dotyczy ich wlasno$ci zwigzanych
z zawieraniem R c C. Omawiane sg kon-
strukcje reprezentacji sprzezonej do da-
nej oraz wyrdznione reprezentacje typu
rzeczywistego zespolonego i kwaternio-
nowego. Studiowane sg pojecia realifika-
¢ji i kompleksyfikacji. Pojawia si¢ poje-
cie elementéw macierzowych.

W dalszej czedci tego rozdzialu oma-
wiana dotad klasa reprezentacji zbiorow
rozbijana jest na podklasy w zwigzku
z pojawieniem sie w Q) struktury grupy
lub algebry. Wtedy od reprezentacji Q
wymaga sie, aby byla homomorfizmem
wzgledem tej struktury o warto$ciach
w End X. Pojawiaja si¢ pojecia sumy pro-
stej oraz iloczynu tensorowego reprezen-

tacji. Ten ostatni jest specjalnie wazny
dla zwigzkdéw teorii reprezentacji z fi-
zyka.

Rozdzial czwarty daje zwiezly za-
rys teorii reprezentacji grup skonczo-
nych. Omawiane sg usrednienia, repre-
zentacja regularna, relacje ortogonalno-
$ci, tablice charakteréw oraz twierdze-
nie Frobeniusa-Schura i twierdzenie
Younga.

Po pierwszej czedci tekstu poszerzajg-
cej wiedze czytelnika (w zamysle studen-
ta fizyki) o wymagane dalej podstawy al-
gebraiczne nastepuja trzy czedci przepla-
tajace sie w uktadzie ksiazki, a reprezen-
tujace trzy watki: interakcje geometrii
rézniczkowej i fizyki, interakeje teorii
Liego i fizyki oraz role symetrii (repre-
zentacji grup) w mechanice hamiltonow-
skiej i w nierelatywistycznej mechanice
kwantowej jednej czastki.

Pierwsza z wymienionych trzech cze-
$ci omawiana jest w rozdziatach pigtym
i 6smym.

Rozdziat pigty zawiera przeglad in-
formacji o rozmaito$ciach gtadkich, po-
lach wektorowych i formach rézniczko-
wych. Standardowe ujecie poszerzone
jest 0 wigzki wtdkniste, algebre zewnetrz-
ng Cartana i kohomologie de Rhama.

Rozdzial ésmy jest bardziej zorien-
towany w strone fizyki. Wprowadza on
spinory i twistory oraz dyskutuje réwna-
nie Diraca algebry Clifforda i struktury
spin na rozmaitosciach.

Drugg z wymienionych czesci stano-
wig rozdzialy szdsty, siodmy i dziewiaty.
Prezentuja one zwigzly, bardzo ciekawy
i kompletny wyktad teorii Liego.

Zwraca uwage rozdzial dziewigty
omawiajacy polproste algebry Liego,
w tym klasyfikacje prostych algebr ze-
spolonych oraz podajacy ich reprezen-
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tacje nieprzywiedlne. Ich opis wymaga
algebr Clifforda, stad luka w numeracji
rozdzialow traktujacych o teorii Liego.

Ksiazke zamyka rozdziat dziesiaty za-
tytutowany Przyktady zastosowat grup
w fizyce, omawiajacy trzeci z opisanych
watkéw. Pozostate przyklady zastosowan
teorii reprezentacji grup i algebr Liego
rozsiane sg w postaci osobnych paragra-
féw w rozdziatach od siédmego do dzie-
wigtego.

3. Podsumowanie

Dzigki $cisto$ci i zwiezloéci prezen-
tacji oraz jej zakresowi ksigzka daje uni-
katowy wglad w cze$¢ matematyki inspi-
rowang i wykorzystywang przez wspol-
czesng fizyke teoretyczng.

Poza studentami, dla ktérych byt
przeznaczony oryginalny skrypt, na
osnowie ktorego powstata ta ksigzka, jej
potencjalnych czytelnikéw mozna wi-
dzie¢ w dwdch grupach: tych, ktérzy be-
da w niej szuka¢ inspiracji dla wlasnych

ErEmiA L3R

Recenzowana ksigzka jest zbiorem za-
dan z elementarnej teorii liczb. Sklada
sie z o$miu rozdziatéw, przy czym ostat-
ni z nich zawiera rozwigzania i odpowie-
dzi do zamieszczonych zadan (ktérych
jest blisko trzysta). Rozdzialy od pierw-
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wyktadéw lub innych poczynan nauko-
wych i tych, dla ktorych bedzie pomocg
przy poszerzeniu horyzontéw dotycza-
cych zwigzku matematyki i fizyki. Nie-
malg grupe wérdd tych ostatnich utwo-
rzg ci, dla ktérych fizyka jest troche za
daleko, za to dzigki tej ksigzce zrozumie-
ja lepiej ,,swojg” matematyke.

Na koniec osobisty niedosyt. Ksigz-
ka ociera si¢ o jedna z tajemnic na-
uki - jak to jest, ze badacz natury ni-
czym obserwator, ktory po tykaniu ze-
garka usiluje domyslic sie, jak dziata je-
go wnetrze, w swoim trudzie tak cze-
sto znajduje gotowe zawczasu fragmen-
ty matematyki. Znanych jest kilka zadzi-
wiajacych przykladdw tej sytuacji, gdy
w roli badacza wystapili Einstein czy
Gell-Mann. Niestety zrodlowy dla ksigz-
ki wyktad musial by¢ wolny od takiej
metnej filozofii.

Wojciech Wojtyriski
Wydzial Matematyki
Uniwersytet w Biatymstoku

Jerzy Rutkowski, Teoria liczb w zadaniach, Wydawnictwo Nauko-
we PWN, 2018, 166 str.

szego do siddmego dotycza kolejno: po-
dzielno$ci w zbiorze liczb catkowitych,
réwnan diofantycznych, utamkow tan-
cuchowych, kongruencji, funkcji aryt-
metycznych, sum réwnych poteg oraz
liczb p-adycznych. Kazdy z rozdziatéw
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ma podobng strukture: zawiera krotka
informacje teoretyczng dotyczaca poru-
szanego zagadnienia, przykladowo roz-
wiazane zadania oraz zestaw zadan do
samodzielnego rozwigzania. Zakres po-
ruszanych tematéw mniej lub bardziej
pokrywa tematyke podstawowego wy-
kiadu z teorii liczb. Autor wyraznie za-
znacza, ze wiekszo$¢ zadan jest tatwa
i ma charakter rachunkowy. Szkoda, ze
w prezentowanym zbiorze nie znalazto
sie wiecej zadan o innym charakterze,
mniej technicznych, wymagajacych pew-
nej pomystowosci, ktére moglyby stano-
wi¢ wyzwanie dla studentéw o zacigciu
teoretycznym.

Rzecz jasna, zawarto$¢ czedci teo-
retycznej (a tym samym praktycznej)
prezentowanego zbioru zadan jest in-
dywidualnym wyborem autora. Wydaje
sie jednak, ze zbior zyskalby na jakosci,
gdyby zostal uzupetniony o dodatkowe
informacje. I tak, w rozdziale drugim,
bardzo niewiele miejsca po§wiecono na
réwnania diofantyczne drugiego stop-
nia. W mojej opinii, w takim rozdzia-
le powinna znalez¢ si¢ metoda rozwia-
zywania jednorodnych réwnan stopnia
drugiego (czyli na przyklad réwnania
Pitagorasa x? + y* = z?). Tym samym
czytelnik otrzymaltby metode parametry-
zacji rozwigzan wymiernych réwnan za-
danych przez (niekoniecznie jednorod-
ne) wielomiany stopnia drugiego (oczy-
wiscie przy zalozeniu istnienia nietry-
wialnego rozwigzania wymiernego). Po-
dobnie w rozdziale czwartym nie zaszko-
dzitoby przedstawi¢ ogélnej wersji chin-
skiego twierdzenia o resztach, tj. ogol-
nego twierdzenia gwarantujacego istnie-
nie rozwigzania w sytuacji, gdy moduty
w rozwazanym uktadzie kongruencji nie
s parami wzglednie pierwsze.

Nie jest dla mnie jasne, dlaczego au-
tor stosuje oznaczenia A i V na, odpo-
wiednio, kwantyfikator ogélny i szcze-
goétowy, zamiast standardowych miedzy-
narodowych oznaczen V i 3. W Polsce
teoria liczb wykladana jest na wydzia-
tach matematycznych (ewentualnie in-
formatycznych) i studenci powinni uzy-
waé symboli, ktére utatwig im czytanie
literatury obcojezycznej. Co do stoso-
wanej symboliki, mam jeszcze jedno za-
strzezenie. W rozdziale po$wieconym
ulamkom lancuchowym autor wprowa-
dza dwa niezalezne byty, ktére moga pro-
wadzi¢ czytelnika do konfuzji. Doklad-
niej, dla ustalonego ciggu ag, a1, . . ., an
liczb rzeczywistych spetniajacych waru-
neka; >0dlaie{L,...,n} wprowadza
sie pojecia skonczonego utamka taficu-
chowego (ag; aj, ..., a,) oraz jego war-
tosci

[ﬂo;ab-n,an] =

=dp+

a +

Ap1+ —

n
Przez przejscie z n do nieskonczonosci
w analogiczny sposob definiowane jest
pojecia nieskonczonego utamka tancu-
chowego i jego wartosci (przy zatozeniu,
ze ta warto$¢ istnieje i jest skoniczona).
Jak rozumiem, celem bylto uwypuklenie
réznicy miedzy funkcja dziatajaca na
odpowiednich ciggach oraz warto$cia
tej funkcji na okreslonym ciagu. Jedy-
na znana mi pozycja ksigzkowa, w kto-
rej przyjeto taka konwencje, to Teoria
liczb Wiadystawa Narkiewicza. W mo-
jej opinii prowadzi to do niepotrzeb-
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nych komplikacji zapisu i nie rozumiem,
dlaczego nie zdefiniowa¢ utamka lancu-
chowego wlaénie poprzez jego warto$§¢?
Zwlaszcza, ze interesuja nas tylko aryt-
metyczne ulamki fanicuchowe, tj. takie,
zeayp € Zia; € Ny dlai > 1. Przy
tym zalozeniu nie ma klopotu ze zbiez-
noéciag nieskonczonych utamkoéw lancu-
chowych i unikamy sztucznego proble-
mu rozrdéznienia miedzy wyrazeniami
(ag; a1,...,a,) a [agsar,...,a,] i ich
nieskonczonymi odpowiednikami.

W ksigzce cze$¢ twierdzen jest wy-
rézniona, inne za$ pisane sg zwyklym
tekstem. Nie jest dla mnie jasne, wedlug
jakiego klucza wybierano twierdzenia
przedstawione pogrubionym tekstem.
Chyba najbardziej jaskrawym przykla-
dem jest brak wyrdznienia twierdzenia
Gaussa o istnieniu pierwiastkéw prymi-
tywnych (str. 79). Twierdzenie to jest fun-
damentalne i powinno to by¢ zaznaczo-
ne, by czytelnik nie odnidst wrazenia, ze
rezultat ten jest mato wazny. Podobna sy-
tuacja dotyczy charakteryzacjiliczb natu-
ralnych, ktére mozna przedstawi¢ za po-
mocg sum trzech kwadratéw (str. 104).

Spis literatury jest bogaty, ale zad-
na z jego pozycji nie jest cytowana. Je-

stem pewien, ze czytelnik zainteresowa-
ny dowodami twierdzen przedstawio-
nych w czesci teoretycznej zyskalby, gdy-
by znalazly si¢ przy nich odnosniki do
konkretnych pozycji ksigzkowych.

Pomimo powyzszych (subiektyw-
nych) uwag krytycznych uwazam, ze
przedstawiony zbiér zadan moze by¢
uzyteczng pomocg dla studentéw uczesz-
czajacych na podstawowy wyklad z teo-
rii liczb. W polskojezycznej literaturze
jest niewiele zbioréw zadan z teorii
liczb przeznaczonych dla studentéw kie-
runkéw matematycznych i ksigzka Je-
rzego Rutkowskiego wypetnia istnieja-
cg luke w tym zakresie. Rozwigzanie
wszystkich zadan z tego zbioru i naby-
cie niezbednej wprawy rachunkowej mo-
ze by¢ dobrym wstepem do zmierze-
nia sie z zadaniami z klasycznego juz
zbioru 250 zadati z elementarnej teorii
liczb Wactawa Sierpinskiego czy tez za-
dan znajdujacych sie w ksiagzkach z se-
rii Podréze po imperium liczb Andrzeja
Nowickiego.

Maciej Ulas
Instytut Matematyki
Uniwersytet Jagiellonski
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2018, 274 str.

Ksigzka jest pewnego rodzaju pamietni-
kiem wybitnego matematyka francuskie-
go Cédrica Villaniego, ktéry opisuje oko-
fo trzydziesci miesiecy swojego zycia, od
23 marca 2008 roku w Lyonie do 17 listo-
pada 2010 roku w Saint-Remy-les-Che-
reuse koto Paryza.

Tre$¢ pamietnika to dokladny opis
wspolnych zmagan autora i jego dokto-
ranta Clementa Mouhota z narodzinami
tytutowego twierdzenia. Dotyczg one in-
tensywnych badan autora w zakresie gle-
bokich probleméw z fizyki statystycznej
i ,twardej” analizy matematycznej, zwig-
zanymi z rozwigzaniami réwnania Wta-
sowa, inaczej znanych takze jako tlumie-
nie Landaua. Artykul bedacy wynikiem
pracy opisanej w ksigzce liczy ponad sto
osiemdziesiat stron i zostala opubliko-
wana w Acta Mathematica w 2011 roku.

Artykul ten oraz wybitne wyniki do-
tyczgce standw stacjonarnych réwnania
Boltzmanna, w tym dowdd hipotezy Cer-
cignaniego stanowily podstawe do wre-
czenia mu medalu Fieldsa w Hajdara-
badzie w Indiach 19 sierpnia 2010 roku.
Cala uroczystos¢ jest doktadnie opisana
przez autora w rozdziale czterdziestym
trzecim recenzowanej ksigzki.

Dla podkreslenia dynamiki rodza-
cego sie twierdzenia o ttumieniu Lan-
daua autor zalgcza oryginaly e-maili wy-
mienianych z wspélautorem Clemen-
tem Mouhot, ktére pozwalaja $ledzi¢,
jak powstawalo ich twierdzenie, ktére-

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne

Cédric Villani, Narodziny twierdzenia, czyli matematyka na gorgco,
tlumaczenie Iwo Labuda, Oficyna Wydawnicza Atut, Wroctaw

mu jest po$wiecona ksigzka. Ta cze$é
wspomnien jest bardzo naturalna i chy-
ba pierwszy raz e-maile wystepuja w li-
teraturze matematyczne;.

Caly pamietnik jest podzielony na
czterdziesci cztery rozdzialy oraz epilog
o pobycie Cédrica Villaniego w Buda-
peszcie. Ponadto dotaczono aneksy ttu-
maczen pewnych oryginalnych fragmen-
tow ksigzki jak zaproszenia, abstrakty
wyktadow i listéw oraz oryginaly poezji
Jeana Huarda i piosenki Catherine Ribe-
iro — ulubionej piosenkarki autora. Pra-
wie kazdy rozdzial pamietnika konczy
sie¢ uwagami bibliograficznymi i histo-
rycznymi zwigzanymi z aktualng treécig
ksigzki.

I tak rozdzialy o numerach poniz-
szych dotycza nastepujacych tresci.

1. Ludwig Boltzmann - pojecie entro-
pii i réwnanie Boltzmanna.

2. Lew Dawidowicz Landau - opis ttu-
mienia Landaua.

3. Isaac Newton i Andriej Kolmogo-
row - bogowie matematyki.

4. Joseph Fourier i jego wspaniala ana-
liza harmoniczna.

8. Donald Knuth jako ,,zyjacy bédg in-
formatyki”

9. Historia Instytutu Badan Zaawanso-
wanych (Institute for Advanced Stu-
dy - IAS) w Princeton.

15. Paradoks Scheffera—Sznirelmana -
najbardziej zdumiewajacy wynik me-
chaniki cieczy.
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16. Historia Instytutu im. Henriego Po-
incarégo w Paryzu.

20. Joel Lebowitz — ,,papiez fizyki staty-
stycznej”. Paul Cohen i hipoteza con-
tinuum.

22. Cytat z André Weila: - , Kazdy mate-
matyk godny tego miana musiat do-
$wiadczy¢, chocby wyjatkowo, stanu
iluminacji, w ktérym jedna my$l bie-
gnie cudownie za druga... W przeci-
wienstwie do rozkoszy erotycznych
takie uczucie ekstazy moze trwac kil-
ka godzin, a nawet kilka dni”

23. Elliot Lieb i jego nieréwnosci.

29. Wielki John Nash i jego twierdzenia
o ciaglo$ci rozwigzan réwnan para-
bolicznych o wspdlczynnikach nie-
ciagtych.

30. Nierozwigzany problem Collatza al-
bo inaczej ,problem 3#n + 17

31. Wladimir Wojewodski - problem
czterech koloréw i informatyka kon-
struktywna.

35. Henri Poincaré i historia problemu
Mittag-Lefflera - ,,temat stabilno$ci
Uktadu Stonecznego - otwarty od
czaséw Newtona!”.

39. Hipoteza Cercignaniego o zwigz-
kach miedzy entropig i powstawa-
niem entropii w gazie.

40. Historia powstania medalu Fieldsa.

42. Milenijna hipoteza Poincarégo i Gri-
gorij Perelman.

43. Wreczenie medali Fieldsa w Hajda-
rabadzie w 2010 roku.

44. Narodziny twierdzenia Clementa
Moubhota i Cédrica Villaniego opi-
sanego w recenzowanej ksiazce po
przyjeciu do publikacji w Acta Ma-
thematica.

Epilog ksiazki dotyczy pobytu Cédri-
ca Villaniego w Budapeszcie u wybit-
nego matematyka Gabora Domokosa,

odkrywcy ,gomboca” - niezwyktej bry-
ty w ksztalcie sferoidy, ktéra posiada
doktadnie jeden punkt réwnowagi sta-
tej i jeden punkt réwnowagi chwiejnej.
W istnienie tej fenomenalnej i niezwy-
ktej bryty wierzyt Wtadimir Arnold. Ga-
bor Domokos poswiecil dwanascie lat
na poszukiwanie jej ksztattu (na stronie
262 jest jej fotografia). Tak pisze o niej
autor w ostatnim zdaniu epilogu i ksiaz-
ki: ,,[j]est to odwieczna historia, historia
matematyczna, historia entuzjazmu, ma-
rzen i poszukiwan”

Ponadto w pamietniku autor bardzo
szczegdlowo opisuje swdj pobyt z rodzi-
na w IAS w Princeton oraz liczne spotka-
nia z wielkimi matematykami i fizykami
w USA - w MSRI w Berkeley, w Japonii -
w Kioto i innych o$rodkach matematycz-
nych na $wiecie.

Ksigzka jest napisana przystepnym
jezykiem dzieki bardzo starannemu thu-
maczeniu Iwo Labudy i czyta sie ja
bardzo przyjemnie. Goraco polecam jg
wszystkim uczonym, a w szczegélnosci
matematykom i fizykom matematycz-
nym. Jako ciekawostke dodam, ze w sa-
mej Francji ksigzka Cédrica Villaniego
zostala sprzedana w ponad milionie eg-
zemplarzy!

W ksigzce brak spisu tresci, indeksu
autoréw i przypiséw bibliograficznych,
ale wowczas bylaby to prawie monogra-
fia. Warto w tym miejscu odesta¢ do opu-
blikowanej ostatnio, prawie tysigcstroni-
cowej ksigzki Villaniego Optimal trans-
port: old and new.

Matematyka przedstawiana w ksigz-
ce dotyczy bardzo trudnego obszaru
badan z teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych, fizyki statystycznej i nie-
réwnosci typu Sobolewa w przestrze-
niach funkcyjnych i do doktadnego zro-
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zumienia tych zagadnien potrzebny jest
duzy wysitek czytelnika.

O samym autorze mozna znalezé
w Internecie mnostwo faktow z jego zy-
cia i matematycznej tworczosci. Oso-
biscie spotkalem Cédrica Villaniego
w Oberwolfach na konferencji z probabi-
listyki wolnej. Jest otwarty na problemy
i pytania prawie na kazdy temat. Ubie-
ra si¢ szczegdlnie — codziennie chodzi
w trzycze$ciowym garniturze z kamizel-
ka, nosi fular, broszke w ksztalcie pajaka,
a w kieszeni obowigzkowo kieszonkowy
zegarek.

W latach 2009-2017 byl dyrektorem
Instytutu Henri Poincarégo, a w 2017 zo-
stal cztonkiem ruchu politycznego En
Marche! prezydenta Francji Emmanu-
ela Macrona i uzyskal mandat do Zgro-

madzenia Narodowego Francji XV ka-
dencji.

Z tresci ksigzki widzimy, ze dla auto-
ra bardzo wazna jest muzyka - klasycz-
na i popularna, ktéra w trudnych chwi-
lach jest mu bardzo pomocna.

Warto podkresli¢, ze Cédric Villa-
ni jest tez wspolautorem zabawnego
komiksu - napisal scenariusz, rysunki
s3 dzielem Edmonda Baudoina, a ko-
miks jest zatytulowany Ksiezycowi ma-
rzyciele. Czterej geniusze, ktérzy zmienili
historig.

Jeszcze raz polecam specjalistom
i nie tylko bardzo mily pamietnik ma-
tematyczny Cédrica Villaniego.

Marek Bozejko
IM PAN
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Ksigzki nadeslane

Amir D. Aczel, W poszukiwaniu zera. Matematyczna odyseja do Zrodet pochodzenia
liczb, thtumaczenie Bogumil Bieniok i Ewa L. Lokas, Prészynski i S-ka, Warszawa
2017, 232 Str.

Autor — amerykanski profesor matematyki, jeden z najbardziej znanych jej populary-
zatoréw — szuka odpowiedzi na pytanie, kiedy i gdzie po raz pierwszy pojawily sie
liczby, kto dokonal przetomu, ktéry uksztattowat calg historie ludzkosci. Poszukiwa-
nia te zaprowadzily autora najpierw do krajéw Dalekiego Wschodu, a w koncu do
kambodzanskiej dzungli.

D Zenon Moszner, O réwnaniach funkcyjnych, GlobeEdit, Beau Bassin, Mauritius
2019, 228 str.

Jest to w miare popularne wprowadzenie do teorii réwnan i nieréwnosci funkcyjnych.
Autor pokazuje wiele elementarnych zastosowan tej teorii w optyce, szczegdlnej teo-
rii wzglednodci, teorii obiektéw geometrycznych, geometrii nieeuklidesowej, teorii
wyboréw i teorii stabilnoéci, a takze zwiazki tej teorii z matematyka szkolna. Ksigzka
moze zainteresowa¢ zaréwno nauczycieli, studentéw matematyki, jak i uczniéw klas
licealnych.

Gojko Adzic, Czlowiek vs komputer, ttumaczenie Jan Halberstatt, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 2019, 267 str.

Ksiazka opowiada o ludziach ztapanych w putapke miedzy btednymi zalozeniami a bte-
dami w oprogramowaniu. Mozna w niej przeczyta¢ m.in. o osobach niewidzialnych dla
komputerdw, o tym, jak pozostawienie domyslnego hasta doprowadzitoby do apokalipsy
zombie i dlaczego linie lotnicze rozdajg czasami darmowe bilety.

© 2019 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Thomas Bediirftig i Roman Murawski, Philosophie der Mathematik, Verlag Walter
de Gruyter, Berlin/Boston 2019, wydanie czwarte rozszerzone i przerobione, 546 str.

Jest to czwarte juz, znéw znacznie rozszerzone i przerobione, wydanie monografii
(wydanie pierwsze: 2010, wydanie drugie: 2012, wydanie trzecie: 2015) - w Wiadomo-
Sciach Matematycznych 49 (1) (2013) ukazala si¢ recenzja pierwszego wydania. Ksigzka
prezentuje refleksje filozoficzng nad matematyka od czaséw starozytnej Grecji po czasy
wspolczesne. Osig rozwazan sg liczby rzeczywiste i pojecie kontinuum. Wiele uwagi
poswiecono pojeciu liczby, problemowi nieskonczonosci i wielkosciom nieskonczenie
malym oraz opartej na nich analizie niestandardowej. Mowa tez o znaczeniu logiki
i podstaw matematyki dla filozofii matematyki oraz o problemach filozoficznych zwig-
zanych z teorig mnogosci. Autorzy nie tylko relacjonujg poglady innych, ale formutuja
takze wlasng wizje filozoficzng matematyki.

Keith Devlin, Myslenie matematyczne. Twéj nowy sposéb pojmowania Swiata, thu-
maczenie Tomasz Walczak, Wydawnictwo Helion, Gliwice 2019, 148 str.

Celem ksigzki jest pomoc poczatkujacym studentom matematyki w doskonaleniu
matematycznego sposobu myslenia. Autor — brytyjski matematyk, logik i popularyzator
matematyki oraz logiki - opowiada, czym jest matematyka, méwi o jezyku matematyki,
o dowodach i o dowodzeniu twierdzen dotyczacych liczb oraz o teorii mnogosci.

D Bolestaw Gleichgewicht, Wspomnienia. Tom 1: Szpion pijanica/1939-1942, tom 2:
Bronigc nieba/1942-1945, tom 3: Nikolajewka/1945-1947 Odessa/1947-1949, Polskie
Towarzystwo Matematyczne, Warszawa 2019, wydanie drugie, 333 + 263 + 354 str.

Sa to fascynujgce wspomnienia Bolestawa Gleichgewichta, profesora Instytutu Mate-
matycznego Uniwersytetu Wroctawskiego. Obejmujg lata 1939-1947. Autor opowiada
o siedemnastu trudnych latach spedzonych w Zwiazku Radzieckim, stuzbie w Ar-
mii Czerwonej, kontynuacji po wojnie studiéw w Odessie (rozpoczetych przez wojna
w Warszawie, gdzie stuchat wykladéw m.in. Wactawa Sierpinskiego, Stefana Mazur-
kiewicza, Stanistawa Saksa, Jana Lukasiewicza), o pracy nauczycielskiej na ukrainskiej
prowingji.

Michat Heller, Nauka i Teologia - niekoniecznie tylko na jednej planecie, Copernicus
Center Press, Krakdw 2019, 128 str.

Autor zarysowuje projekt nowej dziedziny wiedzy, ktéra nazywa teologia nauki. Ma ona
by¢ dyscypling teologiczng majaca za swéj przedmiot badan nauke, zwlaszcza nauki
przyrodnicze i §ciste. Jej wzorcem jest w pewnym sensie filozofia nauki i historia nauki.
W ksigzce charakteryzuje si¢ krdtko teologie, rozwaza sie, w jakim sensie nauka moze
by¢ przedmiotem badan teologicznych, moéwi sie o zwigzkach teologii i naukowych
obrazdw $wiata, o teologii nauki jako aksjologii nauki, teologii nauki w kontekscie
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interpretowania dogmat6w, bada sie powiazania teologii nauki z teologia naturalna,
teologia filozoficzng czy teologia analityczng. Na uwage zastuguje piekna szata graficzna
ksigzki.

D Sabine Hossenfelder, Zagubione w matematyce. Fizyka w putapce pigkna, thumacze-
nie Tomasz Miller, Copernicus Center Press, Krakow 2019, 384 str.

Autorka, fizyk teoretyk, zastanawia sie w ksigzce nad przyczynami obecnej stagnacji
w fizyce teoretycznej, tropi i obnaza to, co we wspdlczesnej nauce nie arbitralne, lecz
modne, niesciste, cho¢ zmatematyzowane. Zastanawia sie, jaka jest rola poczucia pigkna
w fizyce, czy teoria moze by¢ ,,zbyt piekna, Zeby nie byla prawdziwa’, czy obiektywno$¢,
$cisto$é 1 ostrozno$¢ zostaly bezpowrotnie ,,zagubione w matematyce”

D Karol Jalochowski, Heretycy, buntownicy, wizjonerzy. 22 podréze z najwiekszymi
umystami naszych czaséw, Copernicus Center Press, Krakow 2019, 367 str.

Ksigzka zawiera rozmowy z dwudziestoma dwoma wybitnymi uczonymi, ktorzy wy-
warli realny wplyw na otaczajacg nas rzeczywisto$¢. Sg wsrdd nich fizycy, matematycy,
biologowie, kosmologowie, filozofowie, informatycy. Wielu z nich to laureaci nagrody
Nobla. Autor ksigzki to dziennikarz tygodnika Polityka, autor serii dokumentalnej
Pionierzy dotyczacej wybitnych myslicieli epoki. Zamieszczone w ksigzce wywiady to
rozszerzone i uaktualnione wersje rozmoéw, ktore w latach 2010-2018 ukazywaly sie
w Polityce.

D David Kahn, Lamacze kodow. Historia kryptologii, ttumaczenie Barbara Kotodziej-
czyk, Wydawnictwo Zysk i S-ka, Poznan 2019, 1644 str.

Obszerna (liczaca ponad 1600 stron) ksigzka dotyczy podstawowych kwestii zwigzanych
z organizacja i dzialalno$cia rozmaitych struktur spotecznych, ktérych domena jest
tajno$¢. Znajdujemy w niej synteze dziejow kryptologii od starozytnosci po czasy
wspolczesne. Nie zabraklo tez oczywiscie opowiesci o narodzinach nowoczesnych
szyfréw w postaci Enigmy i jej ztamania przez trdjke polskich kryptologéw i Alana
Turinga. Dobrze napisana, czyta si¢ jg jak sensacyjng powiesc.

D Alfred S. Posamentier, Robert Geretschlager, Charles Li, Christian Spreitzer, Ma-
tematyka jakiej nie znacie. Ciekawostki i peretki, o ktérych nie uczg w szkole, ttuma-
czenie Tomasz Grebski, Proszynski i S-ka, Warszawa 2019, 285 str.

Zebrane przez autoréw (matematykéw pracujacych na uniwersytetach amerykanskich
i austriackich) w ksigzce perelki i ciekawostki pokazujg potege i piekno matematy-
ki. Ksigzka zainteresuje zaréwno pasjonatoéw tej nauki, jak i tych, ktérych szkolna
matematyka odstraszyla.
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D David Sumpter, Osaczeni przez liczby. O algorytmach, ktére kontrolujg nasze zycie.
Od Facebooka i Googlea po fake newsy i bariki filtrujgce, ttumaczenie Radostaw
Kosarzycki, Copernicus Center Press, Krakow 2019, 335 str.

David Sumpter, profesor matematyki stosowanej na uniwersytecie w Uppsali, sprawdza
w ksiazce, czy i w jakim stopniu matematyka przekracza niebezpieczne granice, ingeru-
jac w podejmowane przez nas decyzje. Autor opisuje techniki statystyczne i dostarcza
rzeczywistych przyktadéw ich dzialania. Pokazuje, jak analitycy danych staraja sie nas
przekonywac i sterowa¢ naszymi zachowaniami.

Marcin Szeliga, Praktyczne uczenie maszynowe, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2019, 466 str.

W ksigzce opisano rozwigzania kilkunastu typowych probleméw, m.in. prognozowanie
zyskow, optymalizacja kampanii marketingowej, proaktywna konserwacja sprzetu czy
ocena ryzyka kredytowego. Kazdy przyklad stanowi przy tym okazje do wyjasnienia
okreslonych zagadnien, poczynajac od narzedzi, przez podstawy uczenia maszynowego,
sposoby oceny jakosci danych i ich przygotowania do dalszej analizy, zasady tworzenia
modeli uczenia maszynowego i ich optymalizacji, az po wskazéwki dotyczace wdrozenia
gotowych modeli do produkeji. Ksigzka zainteresuje zaréwno studentéw informatyki,
jak 1 analitykéw, programistow i administratoréw danych oraz statystykow.

D Krzysztof Slezinski, Towards Scientific Metaphysics. Volume 1: In the Circle of the
Scientific Metaphysics of Zygmunt Zawirski. Development and Comments on Zawir-
ski’s Concepts and their Philosophical Context, Peter Lang, Berlin-Bern-Bruxelles—New
York-Oxford-Warszawa—Wien 2019, 164 str.

Celem ksigzki jest prezentacja i analiza badan Zygmunta Zawirskiego (1882-1948) —
polskiego filozofa i logika, jednego z czolowych przedstawicieli szkoly lwowsko-war-
szawskiej — dotyczacych teorii poznania, mechaniki kwantowej, logiki, ontologii i meta-
fizyki.

D Krzysztof Sleziniski, Towards Scientific Metaphysics Volume 2: Benedykt Bornstein’s
Geometrical Logic and Modern Philosophy. A Critical Study, Peter Lang, Berlin-
-Bern-Bruxelles—New York-Oxford—Warszawa—Wien 2019, 217 str.

Monografia dotyczy logiki geometrycznej Benedykta Bornsteina (1880-1948) — orygi-
nalnego polskiego filozofa okresu migedzywojennego dzialajacego poza kregiem szkoty
lwowsko-warszawskiej. Autor analizuje idee Bornsteina, zwracajac uwage na zastoso-
wanie w filozofii narzedzi algebraicznych i geometrycznych.
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D Krzysztof Sleziniski, Zawirski - Bialobrzeski - Bornstein. Trzy koncepcie filozofii
i rzeczywistosci, Wydawnictwo Naukowe Semper, Warszawa 2019, 261 str.

Autor przedstawia, omawia i poddaje analizie krytycznej koncepcje trzech uczonych:
Czestawa Bialobrzeskiego (1887-1953), Zygmunta Michala Zawirskiego (1882-1948)
i Benedykta Leona Bornsteina (1880-1948). Mialy one stanowi¢ podstawe opracowania
naukowej metafizyki, uwzgledniajacej teorie naukowe powstale w pierwszej potowie
XX wieku. Autor bada m.in. na ile te programy budowania filozoficznej teorii rze-
czywistosci sa nadal aktualne i w jakim zakresie s rozwijane, czy wspolczesdnie jest
mozliwe rozumienie rzeczywisto$ci przy jednoczesnym pomijaniu poglebionej refleksji
filozoficznej nad rozwojem teorii przyrodniczo-matematycznych, w jakim zakresie jest
mozliwa filozoficzna synteza nauk szczegoétowych, czy i w jakim zakresie analizowane
trzy koncepcje sa ze sobg zgodne, w jakim zakresie nauka i filozofia s autonomicznymi
dziedzinami wiedzy w ujeciu Zawirskiego, Bialobrzeskiego i Bornsteina.

Andrew W. Trask, Zrozumie( glebokie uczenie, ttumaczenie Marek Wtodarz, Wy-
dawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2019, 330 str.

Autor to do$wiadczony ekspert w zakresie uczenia glebokiego, czyli dzialu sztucznej inte-
ligencji, ktory pozwala komputerom uczy¢ si¢ za pomocy sieci neuronowych. W ksigzce
pokazuje sig, jak od zera mozna budowa¢ sieci neuronowe glebokiego uczenia. Od
czytelnika wymaga sie wiedzy matematycznej na poziomie szkoly sredniej i §rednich
umiejetnosci programistycznych.

Opracowanie: Roman Murawski (Poznan)
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