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Streszczenie:   Celem pracy jest analiza nieliniowego stacjonar-
nego i jednokierunkowego przepływu ciepła w przewodniku cy-
lindrycznym o funkcyjnie zmiennych własnościach efektywnych. 
Rozważany przewodnik na poziomie mikro składa się z dwufazo-
wych komórek (pierścieni) o stałej szerokości, który przy dosta-
tecznie dużej liczbie komórek można traktować jako materiał o 
funkcyjnej gradacji własności, FGM (por. [6]). Na brzegi prze-
wodnika została narzucona stała po obwodzie temperatura, a 
współczynnik przewodzenia ciepła poszczególnych składników 
zamodelowano wielomianem pierwszego stopnia. Analizie pod-
dano wpływ nieliniowości i rozkładu poszczególnych składników 
kompozytu na przebieg pola temperatury.  

Słowa kluczowe:  Przepływ ciepła, FGM, kompozyt. 

1. WPROWADZENIE 

Przedmiotem rozważań niniejszej pracy jest jednokierun-
kowy przepływ ciepła w dwuskładnikowym przewodniku 
cylindrycznym, którego własności termiczne zależne są od 
temperatury. Omówione tu zostaną problemy związane ze 
stacjonarnym i jednokierunkowym przypadkiem przepływu 
ciepła w kompozycie, którego struktura na poziomie mikro 
składa się z N + 1 komórek (dwuwarstwowych pierścieni) 
o stałej szerokości λ.  
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Rys. 1. Fragment mikrostruktury kompozytu. 
Fig. 1. Part of composite microstructure. 

Udział objętościowy poszczególnych składników, wzglę-
dem sąsiednich komórek, zmienia się w sposób skokowy, 
według funkcji ν’ oraz ν” = 1 - ν’. W ten sposób, efektywne 
własności przewodnika dla dostatecznie dużej liczby N są 
funkcyjnie zmienne w kierunku promieniowym. Dlatego 
też, mamy tutaj do czynienia ze szczególnym przypadkiem 
materiału o funkcyjnej gradacji własności, FGM (por. [7]).  
Analizę przepływu ciepła w przewodniku cylindrycznym 
wykonanym z materiału o funkcyjnej gradacji własności, 
możemy również znaleźć w pracach [2], [6]. W pracy [1] 
możemy znaleźć zastosowanie teorii wyższego rzędu do 
analizy przepływu ciepła w materiałach o funkcyjnej grada-
cji własności.  

2. RÓWNANIA MODELU 

Zjawisko przewodzenia ciepła opisane jest dobrze znanym 
równaniem Fouriera 

 ( ) vQc =Θ∇⋅⋅∇−Θ K& ,                      (1) 

które zawiera (w tym przypadku) silnie oscylujące i niecią-
głe współczynniki K – tensora przewodzenia ciepła oraz c – 
ciepła właściwego. Qv oznacza wewnętrzne źródła ciepła.  
W poniższej pracy rozważać będziemy jedynie przypadek 
jednowymiarowego i stacjonarnego przepływu ciepła, czyli 
pochodne czasowe są pomijane, oraz bez wewnętrznych 
źródeł ciepła. Tensor przewodzenia ciepła dla każdego ze 
składników przyjmiemy w postaci ogólnej 

 ( )Θ+= fkK ,                               (2) 

gdzie k jest tensorem przewodzenia ciepła dla przypadku 
liniowego. W konsekwencji równanie (1) przyjmuje postać 
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 ( )( )( ) 0=Θ∇⋅Θ+⋅∇ fk .                       (3) 

Funkcja f w ogólności może być całkowicie dowolna. Dla 
uproszczenia obliczeń, ograniczymy się tu do wielomianu 
stopnia pierwszego 

 ( ) Θ⋅=Θ αf ,                              (4) 

gdzie α jest macierzą współczynników proporcjonalności. 
Jeśli dodatkowo założymy izotropowość własności po-
szczególnych składników kompozytu oraz warunki brze-
gowe I-go rodzaju:  

( )ww rΘ=Θ , ( )zz rΘ=Θ ,                  (5) 

to równanie (3) prowadzi do układu M równań kwadrato-
wych z M niewiadomymi, gdzie M = M(N) jest liczbą 
wszystkich interfejsów w kompozycie. Oznacza to, że roz-
wiązanie dokładne istnieje, ale jest dosyć niewygodne do 
przedstawienia w postaci jawnej. Dlatego też, dla dosta-
tecznie dużej liczby N wygodniejsze jest zastosowanie me-
tod numerycznych do rozwiązania układu równań. 

3. PRZYKŁAD OBLICZENIOWY 

W tej części pracy pokazane zostaną dwa przykłady Obli-
czeniowe obrazujące wpływ pewnych parametrów na prze-
bieg pola temperatury w kompozycie. W obydwu przypad-
kach przyjęto podział na 50 komórek, czyli dla 49=N . 
Niech [ ]mrw 1= , [ ]mrz 2= . Niech każdy ze składników 
kompozytu posiada izotropowe własności 
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o wartościach przedstawionych w poniższej tabeli 

Table 1. Własności materiałowe. 

 ‘prim’ ‘bis’ 

[ ]11 −− KWmk  

[ ]21 −− KWmα  

10 

210−  

1 

310−  

Jednowymiarowy przepływ ciepła będzie zapewniony po-
przez przyjęcie po obwodzie stałej wartości temperatury 

[ ]Cw
0100=Θ  na brzegu wewnętrznym i [ ]Cz

00=Θ  na 
brzegu zewnętrznym.  

 

 

3.1. Wpływ udziału objętościowego ν’ na pole tempe-
ratury 

Przyjmijmy w pierwszej i ostatniej komórce zerowy udział 
objętościowy jednego ze składników, tzn. 

( )
s

n N
nr ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⋅=′ 1λν , 121 += N,,,n K , 321 ,,s = ,   (7) 

gdzie wrr =1  oraz zN rr =+1 . Oznacza to, że funkcję ν’ 
będziemy rozpatrywać w trzech wariantach, w zależności 
od stopnia s.   
Wykorzystując warunki brzegowe (5) oraz fakt ciągłości 
gęstości strumienia ciepła w kierunku prostopadłym do 
interfejsów, można otrzymać rozwiązanie analityczne rów-
nania (3). Na ich podstawie sporządzono wykres: 

 

Rys. 2. Wpływ udziału objętościowego ν’ na pole temperatury. 
Fig. 2. Volume fraction ν’ effect on the temperature field. 

na którym widać dosyć znaczący wpływ parametru s na 
przebieg wykresu. 

3.2. Wpływ współczynnika proporcjonalności α na 
pole temperatury 

Niech dana będzie geometria i warunki zadania jak w po-
przednim przykładzie dla s = 1, ale przy założeniu, że 
współczynnik proporcjonalności wyraża się wzorem 

[ ]110 −−⋅= mWk mα , 321 ,,m = .                     (8) 

wyrażony w [ ]1−K . Jeśli w (8) przejdziemy z parametrem 
m do nieskończoności, to dostaniemy przypadek α = 0.  
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Rys. 3. Wpływ współczynnika proporcjonalności α na pole tempe-
ratury. 
Fig. 3. Parameter α effect on the temperature field. 

Na powyższym wykresie widać jeszcze większy wpływ 
rozważanego parametru na przebieg pola temperatury w 
kompozycie. 

4. WNIOSKI KOŃCOWE 

Na podstawie otrzymanych wyników można wywniosko-
wać, iż wpływ własności materiałowych, a w szczególności 
parametru decydującym o nieliniowości, ma bardzo duży 
wpływ na przebieg wykresu temperatury w kompozycie. 
Należy zatem bardzo uważać przy analizie przepływu cie-
pła z użyciem rzeczywistych materiałów. Jeśli ta część mo-
delowania zostanie wykonana prawidłowo, to poprzez 
szczególne rozmieszczenie składników oraz ich nasycenia 
w poszczególnych komórkach, możemy w stosunkowo 
łatwy sposób „projektować” rozkład temperatury w rozwa-
żanym kompozycie. 

ON THE NON-LINEAR STATIONARY HEAT CONDUC-
TION IN TWO-PHASE HOLLOW CYLINDER 

Summary:   The main aim is to consider non-linear stationary 
and unidirectional heat conduction in a hollow cylinder with func-
tionally graded effective material properties. The conductor is 
made of two-phase stratified cells (annuli) with constant width, 
which can be treated as a functionally graded material, FGM (cf. 
[6]) for a sufficient large number of cells. On the composite 
boundaries temperature is given, and conductivity coefficients are 
expressed by first degree polynomial. An effect of nonlinearity 
and component distribution on the temperature field. 
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