FI ZYKA BUDOAMLI
TOM VI,

ap

W TEORI | | PRAKTYCE SF??kCL a
- i zyki

Nr 2 2011 Budowl |

Kl Li W PAN

NIELINIOWE ZAGADNIENIE STACJONARNEGO PRZEPLYWU CIEPLA
W DWUSKLADNIKOWYM PRZEWODNIKU CYLINDRYCZNYM

Piotr OSTROWSKI"

* Department of Structural Mechanics, Technical University in £odz
Al Politechniki 6, 90-924 £6dz, e-mail: piotr.ostrowski@p.lodz.pl

Streszczenie: Celem pracy jest analiza nieliniowego stacjonar-
nego i jednokierunkowego przeptywu ciepta w przewodniku cy-
lindrycznym o funkcyjnie zmiennych wlasnosciach efektywnych.
Rozwazany przewodnik na poziomie mikro sktada si¢ z dwufazo-
wych komorek (pierscieni) o stalej szerokosci, ktory przy dosta-
tecznie duzej liczbie komdrek mozna traktowac jako materiat o
funkcyjnej gradacji whasnosci, FGM (por. [6]). Na brzegi prze-
wodnika zostala narzucona stala po obwodzie temperatura, a
wspolczynnik przewodzenia ciepta poszczegélnych sktadnikow
zamodelowano wielomianem pierwszego stopnia. Analizie pod-
dano wptyw nieliniowosci i rozktadu poszczegélnych sktadnikow
kompozytu na przebieg pola temperatury.

Stowa kluczowe: Przeptyw ciepta, FGM, kompozyt.

1. WPROWADZENIE

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy jest jednokierun-
kowy przepltyw ciepta w dwusktadnikowym przewodniku
cylindrycznym, ktérego wtasnosci termiczne zalezne sg od
temperatury. Omoéwione tu zostang problemy zwiazane ze
stacjonarnym i jednokierunkowym przypadkiem przeptywu
ciepta w kompozycie, ktorego struktura na poziomie mikro
sktada si¢ z N + 1 komorek (dwuwarstwowych pierscieni)
o stalej szerokosci A.
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Rys. 1. Fragment mikrostruktury kompozytu.
Fig. 1. Part of composite microstructure.
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Udziat objgtosciowy poszczegolnych sktadnikow, wzgle-
dem sasiednich komoérek, zmienia si¢ w sposob skokowy,
wedtug funkcji v’ oraz v’ =1 - v’. W ten sposob, efektywne
wlasno$ci przewodnika dla dostatecznie duzej liczby N sa
funkcyjnie zmienne w kierunku promieniowym. Dlatego
tez, mamy tutaj do czynienia ze szczegblnym przypadkiem
materiatu o funkcyjnej gradacji wlasnosci, FGM (por. [7]).
Analizg przeplywu ciepta w przewodniku cylindrycznym
wykonanym z materiatlu o funkcyjnej gradacji wlasnosci,
mozemy rowniez znalezé w pracach [2], [6]. W pracy [1]
mozemy znalez¢ zastosowanie teorii wyzszego rzedu do
analizy przeplywu ciepta w materiatach o funkcyjnej grada-
cji wlasnosci.

2. ROWNANIA MODELU

Zjawisko przewodzenia ciepta opisane jest dobrze znanym
réwnaniem Fouriera
c®-V-(K-VO)=0,, (1)
ktore zawiera (w tym przypadku) silnie oscylujace i niecia-
gte wspotczynniki K — tensora przewodzenia ciepta oraz ¢ —
ciepta wlasciwego. O, oznacza wewngtrzne zrodta ciepta.
W ponizszej pracy rozwaza¢ bgdziemy jedynie przypadek
jednowymiarowego i stacjonarnego przeplywu ciepla, czyli
pochodne czasowe sa pomijane, oraz bez wewngtrznych
zrodet ciepta. Tensor przewodzenia ciepta dla kazdego ze
sktadnikéw przyjmiemy w postaci ogélnej
K=k+f(0), ©)

gdzie k jest tensorem przewodzenia ciepta dla przypadku
liniowego. W konsekwencji rownanie (1) przyjmuje postac
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V-(k+s(©))-vo)=0. (3)
Funkcja f'w ogblnosci moze by¢ catkowicie dowolna. Dla
uproszczenia obliczen, ograniczymy si¢ tu do wielomianu
stopnia pierwszego

f@)=a-0, 4)
gdzie a jest macierza wspolczynnikéw proporcjonalnosci.
Jesli dodatkowo zatozymy izotropowos$¢ wlasnosci po-
szczegolnych sktadnikow kompozytu oraz warunki brze-
gowe I-go rodzaju:

®w :®(rw)’ ®z :®(rz)’ (5)
to rownanie (3) prowadzi do uktadu M réwnan kwadrato-
wych z M niewiadomymi, gdzie M = M(N) jest liczba
wszystkich interfejsow w kompozycie. Oznacza to, ze roz-
wigzanie doktadne istnieje, ale jest dosy¢ niewygodne do
przedstawienia w postaci jawnej. Dlatego tez, dla dosta-
tecznie duzej liczby N wygodniejsze jest zastosowanie me-
tod numerycznych do rozwiazania uktadu rownan.

3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

W tej czgsci pracy pokazane zostana dwa przyktady Obli-
czeniowe obrazujace wpltyw pewnych parametrow na prze-
bieg pola temperatury w kompozycie. W obydwu przypad-
kach przyjeto podziat na 50 komorek, czyli dla N =49 .
Niech r, =1[m], r. =2[m]. Niech kazdy ze skladnikow
kompozytu posiada izotropowe wlasno$ci

_ 1 0 _ 1 0
k-k{o 1},(1—0#[0 1}

o warto$ciach przedstawionych w ponizszej tabeli

(6)

Table 1. Wilasno$ci materialowe.

‘prim’ | ‘bis’

kprm k| 10 | 1

1072 | 1073

a le_lK_zJ

Jednowymiarowy przeptyw ciepta bgdzie zapewniony po-

przez przyjecie po obwodzie stalej warto$ci temperatury
0, =100 °C| na brzegu wewnetrznym i 0, = OTO CJ na

brzegu zewngtrznym.
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3.1. Wplyw udzialu obje¢tosciowego v’ na pole tempe-

ratury

Przyjmijmy w pierwszej i ostatniej komodrce zerowy udziat
objeto$ciowy jednego ze sktadnikow, tzn.

vi(r, ):/1(”]:[1] ,n=12,...,N+1,s=123, (7)

gdzie n, =r,, oraz ry,; =r,. Oznacza to, ze funkcjg v’
bedziemy rozpatrywaé w trzech wariantach, w zaleznosci
od stopnia s.

Wykorzystujac warunki brzegowe (5) oraz fakt ciaglosci
gestosel strumienia ciepla w kierunku prostopadtym do
interfejsow, mozna otrzymac rozwiazanie analityczne row-
nania (3). Na ich podstawie sporzadzono wykres:

Rozklad pola temperatury w kompozycie

Rys. 2. Wplyw udziatu objetosciowego v’ na pole temperatury.
Fig. 2. Volume fraction v’ effect on the temperature field.

na ktorym wida¢ dosy¢ znaczacy wplyw parametru s na
przebieg wykresu.

3.2. Wplyw wspoélczynnika proporcjonalnosci a na

pole temperatury

Niech dana bedzie geometria i warunki zadania jak w po-
przednim przykladzie dla s = 1, ale przy zalozeniu, ze
wspotczynnik proporcjonalno$ci wyraza si¢ wzorem

a=k 10"l ], m=123. ®)

wyrazony w |_K _IJ. Jesli w (8) przejdziemy z parametrem

m do nieskonczonosci, to dostaniemy przypadek o = 0.
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Rys. 3. Wplyw wspoétczynnika proporcjonalnosci a na pole tempe-
ratury.
Fig. 3. Parameter a effect on the temperature field.

Na powyzszym wykresie widaé jeszcze wigkszy wplyw
rozwazanego parametru na przebieg pola temperatury w
kompozycie.

4. WNIOSKI KONCOWE

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna wywniosko-
wac, iz wptyw wiasnosci materiatowych, a w szczegdlnosci
parametru decydujacym o nieliniowo$ci, ma bardzo duzy
wplyw na przebieg wykresu temperatury w kompozycie.
Nalezy zatem bardzo uwazaé przy analizie przeplywu cie-
pta z uzyciem rzeczywistych materiatow. Jesli ta czg$¢ mo-
delowania zostanie wykonana prawidtowo, to poprzez
szczegodlne rozmieszczenie sktadnikow oraz ich nasycenia
w poszczegolnych komorkach, mozemy w stosunkowo
fatwy sposob ,,projektowaé” rozkltad temperatury w rozwa-
zanym kompozycie.

ON THE NON-LINEAR STATIONARY HEAT CONDUC-
TION IN TWO-PHASE HOLLOW CYLINDER

Summary: The main aim is to consider non-linear stationary
and unidirectional heat conduction in a hollow cylinder with func-
tionally graded effective material properties. The conductor is
made of two-phase stratified cells (annuli) with constant width,
which can be treated as a functionally graded material, FGM (cf.
[6]) for a sufficient large number of cells. On the composite
boundaries temperature is given, and conductivity coefficients are
expressed by first degree polynomial. An effect of nonlinearity
and component distribution on the temperature field.
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