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ANALIZA HOLONOMICZNOSCI UKEADU
ELEKTROMECHANICZNEGO NA PRZYKLADZIE
PRZELACZALNEGO SILNIKA RELUKTANCYJNEGO

W artykule przedstawiono metodyke formowania réwnan ruchu uktadu
elektromechanicznego. Badania przedstawiono na przykladzie jednofazowego silnika
reluktancyjnego. Przeprowadzono pomiary parametréw obwodu elektrycznego silnika w
funkcji kata obrotu. Zbudowano stanowisko umozliwiajagce okreSlenie statej
elektromechanicznej. Na osi wirnika zamocowano prostopadle metalowy pret, ktory
umozliwial oscylacje uktadu mechanicznego. Na podstawie oscylacji tego wahadla przy
zasilaniu pradem stalym uzwojenia wyznaczono parametry uktadu elektromechanicznego.
W pracy przedstawiono charakterystyki i parametry réwnania ruchu dynamiki silnika.
Poréwnano parametry rownania ruchu otrzymanego z eksperymentu z réwnaniami ruchu
Lagrange’a drugiego rzedu. Przedstawiono metodyke otrzymywania tego rownania wraz z
dyskusja holonomicznos$ci uktadéw elektromechanicznych.

SEOWA KLUCZOWE: silnik reluktancyjny, nicholonomiczno$¢, réwnania ruchu,
funkcja Lagrange’a

1. WSTEP

Przelaczalne silniki reluktancyjne charakteryzujg si¢ wytrzymata konstrukcja
niezawierajaca magnesow trwatych. Nadaja si¢ one do pracy w trudnych
warunkach srodowiskowych oraz w aplikacjach, gdzie wymagana jest duza
predkos¢ obrotowa. Dzigki strukturze bezszczotkowej nie wymagajg czestej
konserwacji. Szeroki zakres mocy w przystepnej cenie przeklada si¢ na obszar
zastosowan zarowno w przemysle jak 1 w urzadzeniach domowych [1].

Silniki reluktancyjne posiadajg takze wady. Podstawowa wada sg tetnienia
momentu obrotowego, ktore wynikaja z zasady dziatania, sterowania i
niesymetrycznej struktury magnetycznej wirnika tego silnika. Wplyw tych
zjawisk moze by¢ zmniejszony poprzez dobdr geometrii silnika i uzycie
odpowiedniej metody sterowania [2]. Analiz¢ 1 modelowanie silnika
reluktancyjnego utrudnia nieliniowo§¢ parametréw spowodowana przez
asymetri¢ magnetyczng [3]. Dlatego do analizy uktadu elektromechanicznego
wybrano silnik reluktancyjny o jednej parze biegunéw stojana i wirnika — rys. 1.
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Rys. 1. Schemat pogladowy analizowanego silnika

Silnik ten startuje tylko przy pewnych katach wirnika, co stanowi jego wade,
ale obwod elektryczny opisany jest tylko jednym rownaniem. Upraszcza to
analizg, = modelowanie  oraz  weryfikacj¢ = doswiadczalng ~ modelu
matematycznego. Modele matematyczne silnikow elektrycznych sktadajg si¢ z
rownan opisujagcych obwody elektryczne oraz uktad mechaniczny. Rownanie
mechaniczne zapisywane jest w postaci [4]:

790 ki, =L@ )]
dt 2 Op
gdzie: J - moment bezwladno$ci, & - wspolczynnik tarcia, 7; — moment
obcigzenia, i - warto$¢ pradu, 0L(p)/0(p) - pochodna indukcyjnosci w funkcji kata.
Réwnanie elektryczne przyjmuje postaé [1]:

%(L((p) i)+ R, i=U, 2)
gdzie: R, — rezystancja uzwojenia, L - indukcyjnos$¢ uzwojenia, ¢ - kat obrotu.

Mnozac rownanie (1) przez predkosé katowa, uzyskuje si¢ rOwnanie bilansu
mocy

2
lJ-a]i+k-w2+TL-w:l.LL(¢).w.i2 3)
2 dt 2 dp
Rozwijajac pochodng w rownaniu (2) i mnozgc je przez prad i otrzymuje si¢:
1 dilz oL(@) 2y s 4
S L@ —+ " i+ R i*=U, i “4)

Sktadnik z prawej strony rownania (3) reprezentuje natezenie energii
przekazywanej z ukladu elektrycznego. Pierwszy ze skladnikow rownania (4)
okresla natgzenie zmiany energii magnetycznej kumulowanej w indukcyjnos$ci
silnika. Drugi za§ oznacza nat¢zenie energii przekazywanej do ukladu
mechanicznego. Nalezy zauwazy¢, ze nat¢zenie energii przekazywanej do
ukfadu mechanicznego w rownaniu (4) jest inne niz nat¢zenie energii
przekazywanej z uktadu elektrycznego w roéwnaniu (3). Aby sprawdzié
poprawno$¢ rownan przeprowadzono pomiary parametréw  silnika
reluktancyjnego.
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2. IDENTYFIKACJA PARAMETROW

W celu okreslenia parametréw elektrycznych modelu przetaczalnego silnika
reluktancyjnego w zaleznosci od kata obrotu przeprowadzono pomiary w stanie
statycznym (® = 0). Badania przeprowadzono wykorzystujac karty pomiarowe
National Instruments oraz programy LabView i Matlab — Simulink. Mierzono
prad i napi¢cie uzwojenia silnika w funkcji kata obrotu. Do identyfikacji
parametréw zbudowano stanowisko badawcze zawierajace wspomniany wyzej
przeltaczalny silnik reluktancyjny.

Dla sprawdzenia, jak zmienia si¢ indukcyjno$¢ i rezystancja stojana w
zaleznosci od kata obrotu wirnika jednofazowego silnika reluktancyjnego
przeprowadzono identyfikacje tych parametrow w funkcji kata obrotu wirnika
zasilajac uzwojenia napigciem przemiennym 50 Hz. Schemat blokowy uktadu
wyznaczenia parametrow silnika przedstawiono na rysunku 2. Wartosci
napigcia, pradu 1 kata obrotu przetaczalnego silnika reluktancyjnego
odczytywano jednoczes$nie za pomocg kart pomiarowych NI 9225 i NI 6216
firmy National Instruments. Karty obstlugiwane byly przez aplikacje programu
LabView. Wyniki pomiarow zapisywano w pliku tekstowym. Nastepnie, pliki z
danymi wczytywano do programu Matlab i przetwarzano za pomoca filtru
Golaya - Savitzky'ego w celu wyznaczenia pochodnych pradu i
wyeliminowania zaktocen.
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Rys. 2. Schemat blokowy uktadu pomiaru parametréw silnika reluktancyjnego

Wykorzystujac metoda najmniejszych kwadratow obliczono parametry
schematu zastgpczego silnika reluktancyjnego. Do wyznaczenia parametrow
zastepczych wykorzystano rownanie w postaci:

L9 Ri-u 5)
dt

Mierzac, co 5 stopni prad i napiccie na uzwojeniu silnika oraz okreslajac
pochodng pradu po czasie, wyznaczono charakterystyke indukcyjnosci w
funkcji kata obrotu — rysunek 3 oraz charakterystyke rezystancji w funkcji kata



142 Mirostaw Wecislik, Karol Suchenia

obrotu — rysunek 4. Ze wzgledu na symetri¢ silnika badania ukladu
zrealizowano dla kata obrotu w zakresie 0 - 180 stopni:
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Rys. 3. Zaleznos$¢ indukcyjnosci w funkcji kata obrotu
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Rys. 4. Zalezno$¢ rezystancji w funkcji kata obrotu

Wyznaczono $rednig warto$¢ pochodnej indukcyjnosci wzgledem kata dla
narastajgcej czesci liniowej charakterystyki, na rysunku 3, miedzy 20° a 75°
Wynosi ona:

dL(p)

~0.0395 1L (6)
(p ra

Do identyfikacji wspolczynnikéw elektromechanicznych postuzono si¢ innym
uktadem mechanicznym, poniewaz pomiar tych parametrow w trakcie wirowania
silnika jest do$¢ ztozony — rysunek 5. Na osi wirnika zamocowano stalowy pret,
ktory wraz z wirnikiem tworzy wahadlo fizyczne. Szeregowo z cewka stojana
polaczony jest rezystor R uzywany do pomiaru pradu ptynacego przez uzwojenie
stojana przy znanym napieciu zasilania silnika. Na wale silnika umieszczono takze
enkoder absolutny do pomiaru kata wychylenia wirnika wzglgdem stojana.
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Zasilajac obwod stojana stabilizowanym pragdem powoduje si¢ wychylenie wahadta
o pewien kat, ktory zalezy od kata potozenia biegundéw stojana wzgledem kierunku
przyciagania ziemskiego. Przykladajac do wahadla sit¢ zewnetrzng o charakterze
impulsowym, wywoluje si¢ ruch oscylacyjny w pewnym zakresie kata obrotu.
Pomiary wykonuje si¢ tak, aby zmiany indukcyjnosci na rysunku 3 byly dla
narastajacej czeSci liniowej charakterystyki [S].

Do identyfikacji wspotczynnikow, jakie wystgpuja w rownaniach ruchu,
wykorzystano zalezno$ci (7) i (8). Pominigto wspdtczynnik indukcyjnosci,
poniewaz pochodna pradu nie bedzie wystepowac.

wivw2- 92—y (7
dt

d’p do

w3-?+w4-signg+w5-iz=w ®)
t

2

gdzie: wl — rezystancja silnika (R), w2, w5 — pochodna indukcyjnosci w funkcji
kata obrotu wirnika (3L(p)/d¢), w3 — moment bezwtadnosci wirnika i wahadta (J),
w4 — wspotczynnik tarcia (k), ¢ — kat obrotu silnika, i — warto$¢ pradu, U, —
napigcie zasilania, m — masa preta, g — przyspieszenie ziemskie, / — dtugos¢ preta.
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Rys. 5. Uktad pomiarowy parametrow silnika reluktancyjnego

Uktad z rysunku 5 =zasilono napigciem stalym ze stabilizacja pradu.
Przeptywajacy prad oddziatuje na wirnik silnika powodujac jego obrot,
wychylenie wahadla o kat ¢. Warto$¢ pradu tak dobrano, aby wychylenie
wahadla znajdowato si¢ w potowie dodatniego nachylenia charakterystyki
indukcyjnosci w funkcji kata punkt B na rysunku 2. Wirnik ustawiono w taki
sposob, aby pozycja pionowa wahadla odpowiadata na charakterystyce z
rysunku 2 katowi obrotu réwnemu 20° (punkt A). Warto$¢ pradu ptynacego
przez uzwojenie stojana przyjeto tak, aby wychylenie od pionu wahadla
wynosito 30°, co odpowiada punktowi rownowagi (punkt B) o kacie obrotu 50°
- rysunek 2. Odchylajac recznie wahadto od punktu réwnowagi wywotano
oscylacje wahadta wzgledem tego punku.

Wyznaczono przebieg aproksymujacy wielkosci z prawej strony rownan. Na
podstawie pomiaru napigcia U, pradu i, kata obrotu ¢ oraz pochodnych kata w
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funkcji czasu, parametry wi, ..., w5 zostaly zidentyfikowane. Przebieg napigcia
na uzwojeniu, mierzony i jego aproksymacj¢ obliczone na podstawie rownania
(7) przedstawiono na rysunku 6.

Ksztalt uzyskanych przebiegéw wskazuje, ze wystepuje tlumienie liniowe,
co wigze si¢ z tarciem suchym opisanym funkcja signum predkosci obrotowej w
réwnaniu (8).

pomiar

6.2k ‘ ‘ ‘
LR A iczn

615 .:‘ .: ‘ :: _‘- obliczenia
B i H HA 2
S \ A 4

o1\ A e

VIV VY

U[V]

6.05

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t[s]

Rys. 6. Przebieg oscylacji napigcia na uzwojeniach stojana

Analogiczny przebieg czasowy momentu mechanicznego obcigzenia dla
réwnania (8) przedstawiono na rysunku 7.
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Rys. 7. Przebieg oscylacji rownania mechanicznego

Na podstawie pomiaréw wspotczynniki rownania (3) wynosza:

wl=3.28 Q W2=0.0199i
rad
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Wspolczynniki rGwnania (4) wynosza:

2
kgem” s = 00197
N ra

w3=0.003kg-m>  w4=0.0028

Mozna zauwazy¢, ze wspdlczynnik w2 w rownaniu (7) 1 wspolczynnik w5 w
rownaniu (8) sg bardzo zblizone i rowne sg potowie pochodnej indukcyjnosci w
funkcji kata, wyznaczonej z charakterystyki indukcyjnosci — rysunek 3.
Korelacja pomigdzy napigciem zmierzonym a obliczonym wynosi 0.9307. Dla
réwnania mechanicznego jest rowna 0.9925.

Do$wiadczenie wykazato, ze w rownaniu (7), pochodng indukcyjnosci w
funkcji kata, nalezy pomnozy¢ przez wspotczynnik 5. Zatem roéwnanie obwodu
elektrycznego powinno mie¢ postac:

U, = L) is L. AD )
dt 2 do

Rownanie (9), ktore wynika z do$wiadczenia rézni si¢ od powszechnie
znanego w literaturze rownania Lagrange’a drugiego rzedu [1-4].

3. ANALIZA ROWNAN RUCHU I HOLONOMICZNOSCI
PRZELACZALNEGO SILNIKA RELUKTANCYJNEGO Z
WYKORZYSTANIEM ROWNAN LAGRANGE’A

Do opisu uktadoéw elektromechanicznych, najczgsciej stosowana jest funkcja
Lagrange’a [6]. Funkcja ta opisywana jest przez wspoétrzgdne uogodlnione i
predkosci uogolnione, jako roznica energii kinetycznej i potencjalnej w postaci:

SL=T-V (10)
gdzie: T — energia kinetyczna, ¥ — energia potencjalna.

W uktadach elektromechanicznych energia potencjalna najczg$ciej nie
wystepuje. Funkcja Lagrange’a nie uwzglednia dopltywu i odptywu energii.
Opisuje relacje miedzy poszczegdlnymi wspotrzednymi uogdlnionymi i ich
pochodnymi. Stad o holonomicznosci nalezatoby dyskutowa¢ na podstawie
funkcji Lagrange’a ukladu jednorodnego i zachowawczego. O odptywie i
doptywie energii decyduja dodatkowe sity potencjalne i sity sysypacji, ktore
mozna pdzniej uwzgledni¢. Wyrdzniajac sposrod wspodtrzednych uogdlnionych
wspotrzedne elektryczne (tadunki) g, i1 mechaniczne (katy) ¢, funkcje
Lagrange’a uktadu mozna zapisacé:

dg.vo 1, dq, .o
EREVRC (1

1
JL= 5 Hdm)-( i

Na podstawie funkcji Lagrange’a otrzymuje si¢ rownanie d’Alamberta —
Lagrange’a [7]. Dla uktadu elektromechanicznego mozna je zapisa¢ w postaci:
d oT d or oT
a a9 s —0 12
G a5 (12)

gdzie: dq., dg,, — wariacje wspotrzgdnej elektrycznej i mechaniczne;j.
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Zgodnie z [7 str. 90] tylko dla uktadu holonomicznego wariacje dq. 1 dg,, W
rownaniu d’Alamberta — Lagrange’a sg niezalezne 1 tylko dla takiego uktadu
otrzymuje si¢ rOwnanie Lagrange’a drugiego rodzaju w postaci:

doL oL _, (13)
dt 0q 0Oq

Przyjmujac, jako wariacje wspotrzednych uogolnionych pochodne czasowe
tych wspotrzednych, réwnanie (12) staje si¢ r(')wnaniern bilansu mocy:

d 8T d oT
-0 (14)
dt 0q, dt 0q,, Gq,,,

Jezeli dany uktad jest uk1adem holonormcznym to rownanie (14) powinno
by¢ spetione. Podstawiajac do rownania (14) funkcje Lagrange’a (11) w stanie
ustalonym, przyjmujac ¢, =i =const oraz ¢, = ® = const otrzymuje si¢:

M-w-iz—l-m-w 20 (15)
op 2 Op

Bilans mocy dla zaleznosci (15) jest rozny od zera, a wigc rownanie
d’Alamberta — Lagrange’a dla uktadu holonomicznego nie jest spelnione,
dlatego nalezy przyjaé, ze uktad elektromechaniczny jest ukladem
nicholonomicznym.

Jezeli uktad dynamiczny posiada n wspotrzednych uogolnionych, ale
rownania tego ukladu zawieraja tylko m<n tych wspoétrzednych i wszystkie
predkosci uogdlnione, to uklad ten jest nieholonomiczny [7 str. 107-108].
Podobna cech¢ maja réwnania uktadu elektromechanicznego. W réwnaniach
nie wystepuja uogdlnione wspotrzedne elektryczne — tadunki elektryczne.
Dlatego mozna powiedzie¢, ze o nicholonomicznosci tych uktadow decyduje
rownanie elektryczne.

W [8 str. 173-174] przedstawiono, ze procedura taka jak dla ukladow
holonomicznych moze by¢ zastosowana dla uktadéw nieholonomicznych pod
warunkiem uwzglednienia poprawki w tych réwnaniach.

,,Bedziemy traktowali uktad z wigzami jak uktad bez wi¢zow zakladajac, ze
dzialaja na niego pewne silty zewnetrzne, mianowicie takie sity ktore
spowoduja, ze uktad bedzie ,,postuszny” wigzom. Taki sposdb postgpowania ma
te zalete, ze wspolrzedne ... (uogodlnione) mozna wtedy uwazaé za niezalezne,
wigzy wystapia teraz jako skutki dziatania dodatkowych sil, a nie zwigzki
pomiedzy wspotrzednymi. Aby wigc otrzyma¢ réwnania ruchu uktadu z
wig¢zami, mozna skorzysta¢ z rownan Lagrange’a wiaczajac do nich te
dodatkowe sity" [8 str. 174]. W rozwazanym przypadku jako sity Q.

d 8T d oT (16)

a3, )54, (Eaf—a)&] =0

W [7] mozna znalez¢ podobnq procedur¢ postgpowania. Polega ona na
przyjeciu, ze jezeli uklad jest nicholonomiczny, to wprowadza si¢ wektor reakcji
wigzow nieholonomicznych w postaci dodatkowego wyrazenia Qy#0 1 wowczas
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rownanie d’Alamberta — Lagrange’a jest w postaci (16). Po modyfikacji, tekst
z [7 str. 92] mozna przedstawic¢ nastgpujaco: jezeli Oy jest uogolniong silg
reakcji w ruchu uktadu nieholonomicznego to réwnanie (16) opisuje rowniez
ruch pewnego uktadu holonomicznego z energia kinetyczng 7 i uogoélnionymi
sitami reakcji Qy .

Na podstawie roéwnania (16) oraz energii kinetycznej uktadu mozna
wyznaczy¢ poprawke Qy. Przyjmujac, jak poprzednio =za wariacje
wspotrzednych uogodlnionych pochodne tych wspotrzednych, oraz uwzgledniajac
poprawke uzyskuje sie:

AP) . LD 2o i 17

20 - 2 o0 @-i"+0y-i=0 ()
Wynika, ze poprawka Qy powinna wynosic:
1oL

QN:—E%'CO'Z' (18)

Jezeli poprawke Oy uwzgledni si¢ w réwnaniu elektrycznym to uzyska si¢
rOwnanie w postaci:
di 10L).
dt 2 0O¢
Mozna zauwazy¢, ze rOwnanie (19) i rGwnanie (9) wyznaczone na podstawie
pomiaréw sg tej samej postaci. Mnozac rownanie (19) przez prad i otrzymano
réwnanie:

L(g)- @ i+R -i=U, (19)

-2
L 42, 120,

dt 2 0¢
ktore jest fizycznie interpretowalne 1 spelnia bilans mocy urzadzenia

elektromechanicznego.

o P +R P =U, i (20)

4. WNIOSKI

W rozwazanym silniku reluktancyjnym moc bilansuje si¢ dopiero po
uwzglednieniu w réwnaniu cze$ci elektrycznej dodatkowego napigcia, ktore
odgrywa rolg ,,sity” korekty nicholomicznosci silnika. Napiecie odgrywa role
sity dla wspotrzednej uogodlnionej w postaci tadunku elektrycznego. Dopiero
wtedy, dla wariacji przemieszczen uogélnionych w postaci pochodnych
czasowych wspotrzednych uogélnionych, moce w badanym silniku bilansuja
sie. Dzigki poprawce zwiazanej z nieholonomicznoscig silnika, w postaci
dodatkowej ,,sity uogolnionej” (napigcia) moc przekazywana do ukladu
mechanicznego jest rowna mocy przekazywanej z uktadu elektrycznego.

Oznacza to, ze silnik ten jest ukladem nieholonomicznym. Uwzgledniajac
powyzsze, réwnanie opisujgce obwod elektryczny dla silnika reluktancyjnego
powinno by¢ postaci (9), jako uktadu nieholonomicznego.
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ANALYSIS HOLONOMICITY OF ELECTROMECHANICAL SYSTEM
ON THE EXAMPLE PF RELUCTANCE MOTOR

The paper deals with a single-phase reluctance motor used to test the motion
equations of an electromechanical system. The identification of the motor electric
parameters as a function of the rotation angle of the rotor was carried out using AC 50
Hz voltage source. A mechanical part of the system was designed as a physical
pendulum containing the motor rotor and metal bar mounted on rotor axis. The
parameters of the mechanical part were measured during the pendulum oscillations. The
work presents the characteristics and motion equation parameters of the motor dynamics.
The reluctance motor motion equation does not fulfill the power balance. The parameters
of the motion equations obtained from the experiment and from the second order
Lagrange’a equations are compared. The derivation of motion equation, together with a
discussion of holonomicity of electromechanical systems is also presented.



