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RUCHOME OBCI ĄśENIE CIĄGŁE  
NA BELCE SPOCZYWAJĄCEJ  

NA TRÓJPARAMETROWYM PODŁO śU 
INERCYJNYM –  

CZĘŚĆ I ROZWI ĄZANIA ANALITYCZNE 

Streszczenie 
W referacie podano rozwiązanie analityczne równania ruchu niejednorodnej, spręŜystej belki 

swobodnie podpartej, z duŜą siłą osiową, spoczywającej na inercyjnej, spręŜystej warstwie podłoŜa 
trójparametrowego Własowa-Leontiewa z półnieskończonym, równomiernie rozłoŜonym obciąŜeniem 
ciągłym, poruszającym się ze stałą prędkością. Zadanie ma praktyczne zastosowanie  
w nawierzchniach i mostach kolejowych obciąŜonych pociągami poruszającymi się z duŜymi 
prędkościami. 

WSTĘP 
We współczesnej komunikacji pociągi duŜych i bardzo duŜych prędkości - TGV (Train à 

Grande Vitesse) i AGV (Automotrice à Grande Vitesse) odgrywają coraz większą rolę 
w transporcie pasaŜerów. Czas przejazdu takim pociągiem jest porównywalny z czasem 
podróŜy samolotem. Dodatkowo stacje kolejowe połoŜone są na ogół w centrum miast, 
co eliminuje uciąŜliwą podróŜ na lotnisko. Pociągi tego typu wymagają specjalnych silników 
napędowych duŜych mocy, wózków, pudeł wagonów oraz odpowiedniej trakcji elektrycznej 
z jednej strony, z drugiej zaś strony, konstrukcja toru i podtorza kolejowego muszą spełniać 
rygorystyczne warunki techniczne w odniesieniu do parametrów toru, nierówności toru, 
stanów przemieszczeń, napręŜeń i odkształceń w jego konstrukcji. 

Niezwykle istotnym zagadnieniem, mającym zasadniczy wpływ na bezpieczny transport 
pociągami duŜych prędkości ma stateczność dynamiczna. Tak duŜe prędkości powodują, poza 
zjawiskiem podciśnienia, znaczący wzrost osiowych sił ściskających, które, obok wysokich 
temperatur, mogą wywołać zjawisko utraty stateczności toru - zjawiskodynamiczne 
wyboczenia toru. 

1. MODEL INERCYJNEGO PODŁO śA WŁASOWA I RÓWNANIE 
RUCHU BELKI 
Zadaniu dynamicznemu belki na podłoŜach odkształcalnych poświęcono w literaturze 

przedmiotu pewnie setki prac, między innymi [1-16] i [22-30]. Mniej publikacji dotyczy 
ruchomych obciąŜeń na belce z duŜą siłą osiową. Zadanie to jest analizowane od czasów 
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pierwszych prac Timoshenki [17-21] i [31-34] z początku XX wieku. Model podłoŜa 
inercyjnego Własowa, w przypadku zagadnienia liniowego (belka), opisuje następujące 
równanie [14]: 
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w którym ( ),p x t  jest reakcją dynamiczną podłoŜa, a 0k , 0c  i 0m  są parametrami podłoŜa: 
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gdzie b  jest szerokością belki, 0m̂  jest gęstością masy podłoŜa inercyjnego, 0γ  jest 

cięŜarem objętościowym gruntu, grE  jest modułem spręŜystości Younga gruntu, zaś grν  jest 

liczbą Poissona warstwy gruntu. W równaniu (1) współczynnik 0k  odpowiada 

współczynnikowi spręŜystości występującemu w modelu Winklera, 0c  uwzględnia ścinanie w 

warstwie spręŜystej, natomiast 0m  uwzględnia inercję podłoŜa. 

 

 
 

Rys. 1. Belka Bernoulliego-Eulera z duŜą siłą osiową na inercyjnym podłoŜu Leonteiwa-Własowa pod 
ruchomym półnieskończonym obciąŜeniem ciągłym 

Po wykorzystaniu wzoru na odpór gruntu (1), równanie ruchu belki o zmiennym module 
spręŜystości, przedstawionej na rysunku 1, zapisujemy w następującej formie 
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gdzie: 

– ( ) 0 przy ,

1 przy ,

x vt
H x vt

x vt

<
− =  >

 

– EJ  – zmodyfikowana sztywność belki na zginanie, według wzoru ( )
2
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w którym e wyznacza połoŜenie osi obojętnej, 
– m  – masa belki przypadająca na jednostkę długości, 
– S – duŜa siła osiowa. 
 
Warunki brzegowe w przypadku analizowanej belki są następujące: 
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Przy załoŜeniu, Ŝe rozwiązanie równania (3) odpowiada n-tej postaci drgań własnych 
spełniającej warunki brzegowe (4), w postaci 
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oraz, Ŝe w chwili początkowej spełnione są zerowe warunki początkowe: 
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WyraŜenie na ugięcie belki, od ruchomej siły skupionej P  zapisujemy w następujący sposób: 
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PoniewaŜ przy n nα ω→  dla dowolnego wyrazu szeregu (5) otrzymujemy wyraŜenie 

nieoznaczone 
0

0
, to ugięcie belki w przypadku rezonansu zapisujemy stosując do i-tego 

składnika szeregu regułę de l’Hospitala 
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PoniewaŜ czas przejazdu siły skupionej jest ograniczony 
l

t
v

= , to i-ty składnik rezonansowy 

we wzorze (8) ma jednak wartość skończoną. 
Równanie (3) obowiązuje w przypadku, gdy ruchoma siła skupiona znajduje się na belce, 

tj. przy lvt ,0∈  i jest waŜne przy prędkości obciąŜenia krvv < . Prędkość krytyczną krv  

łatwo wyznaczyć z powyŜszego rozwiązania zakładając, Ŝe mianownik pod szeregiem 
trygonometrycznym jest równy zeru: 
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Ostatni wzór, przy 0S =  jest  następujący: 
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Po zjechaniu ruchomej siły z konstrukcji belka wykonuje drgania swobodne. Równanie ruchu 
belki jest wtedy równaniem jednorodnym z warunkami początkowymi wynikającymi 

z rozwiązania (8) w chwili 
l

t
v

=  
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Rozwiązanie równania (11) zapisujemy następująco 
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Stałe nK  i nL  wyznaczymy korzystając z warunków początkowych drgań swobodnych: 
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W przypadku ruchomego obciąŜenia ciągłego wykorzystujemy rozwiązanie (7) zapisując 
róŜniczkę siły elementarnej 0 1dP q vdt= . Zmieniając teraz w rozwiązaniu (7) t  na 1t , a 

następnie całkując (7) względem 1t  w granicach ( )0,t  otrzymujemy rozwiązanie w 

przypadku ruchomego obciąŜenia ciągłego półnieskończonego w następującej formie: 
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Rozwiązanie (14) jest inne niŜ (7) i stanowi istotę tego referatu. Jest zrozumiałe zatem, Ŝe 
w przypadku rezonansu zmianie ulega rozwiązanie (8): 
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W przypadku, gdy czoło obciąŜenia zjedzie z belki drgania układu są ustalone i opisane 
równaniem ruchu 
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Rozwiązaniem równania (16) jest funkcja 
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Stałe całkowania nK%  i nL%  wyznaczamy z warunków początkowych identycznych z wzorami 

(13). 
W przypadku obciąŜenia rozłoŜonego na odcinku o długości a , zgodnie z zasadą 

superpozycji obowiązującą w układach spręŜystych rozwiązanie zadania jest sumą dwóch 
rozwiązań belki pod obciąŜeniami półnieskończonymi (rys. 2). Zmieniając w rozwiązaniu 

(14) czas t  na 
a

t
v

−  otrzymujemy rozwiązanie 
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Ostatecznie ugięcie belki obciąŜonej na odcinku o długości a  jest równe 1w w− . 

 
 

Rys. 2. Schemat dynamiczny belki Bernoulliego-Eulera na podłoŜu Leonteiwa-Własowa do 
wyznaczenia drgań wywołanych przejazdem obciąŜenia ciągłego o skończonej długości a  

PODSUMOWANIE 
Rozwiązanie (15) podane w dwóch przypadkach – braku rezonansu i rezonansu moŜe 

mieć zastosowanie w zadaniach dotyczących dynamiki układu tor kolejowy – podtorze – 
podłoŜe gruntowe. RozwaŜana belka jest niejednorodna, obciąŜona dodatkowo duŜą siłą 
osiową a podłoŜe jest inercyjne, co odpowiada rzeczywistej konstrukcji toru i podtorza. 
Wyznaczono siły krytyczne i prędkości krytyczne układu, co stanowi oryginalny element 
opracowania. Otrzymane rozwiązanie analityczne jest łatwe do zaprogramowania na 
komputerze. Wyniki obliczeń przedstawiono w drugiej części opracowania. Otrzymane 
rozwiązanie łatwo zaadaptować do przypadku ruchomego obciąŜenia ciągłego rozłoŜonego na 
odcinku o skończonej długości (rys. 2). 

UNIFORMLY DISTRIBUTED MOVING LOAD 
ON THE BEAM RESTING ON THE INERTIAL 

THREE-PARAMETER FOUNDATION –  
PART I ANALYTICAL SOLUTIONS 

Abstract 
In the paper non-homogenous beam on inertial foundation subjected to axial forces and moving 

load is analysed. Equation of motion of the beam is derived and analytical solution of the problem is 
presented. Critical force and critical speed of the system is determined. The resulting solution is easy 
to program on computer. The results of calculations will be presented in the second part of the study. 
Obtained solutions may have practical application in dynamics of bridges and dynamics of railways 
for high speed trains. 
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