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INERCYJNYM —
CZESC | ROZWI AZANIA ANALITYCZNE

Streszczenie
W referacie podano rozw#anie analityczne réwnania ruchu niejednorodnefespstej belki
swobodnie podpartej, z g Silg 0siowy, sSpoczywajcej na inercyjnej, sptystej warstwie podia
trojparametrowego Wiasowa-Leontiewa z pétniesizonym, rbwnomiernie rozionym obeizeniem
Ciggtym, poruszajcym s¢ ze stag predkascig. Zadanie ma praktyczne zastosowanie
w nawierzchniach i mostach kolejowych a@bonych pocigami poruszajcymi sé z duymi
predkasciami.

WSTEP

We wspotczesnej komunikacji pagi duzych i bardzo diych prdkaosci - TGV (Train a
Grande Vitesse) i AGV (Automotrice a Grande Vitg@sedgrywaj coraz weksz role
w transporcie pasarow. Czas przejazdu takim pagiem jest poréwnywalny z czasem
podr&y samolotem. Dodatkowo stacje kolejowe poloe g na ogdét w centrum miast,
co eliminuje ucizliwa podr@ na lotnisko. Poapi tego typu wymagajspecjalnych silnikow
napgdowych duych mocy, wozkoéw, pudet wagondw oraz odpowiedmiakdji elektrycznej
Z jednej strony, z drugiej gatrony, konstrukcja toru i podtorza kolejowego mauspetnia
rygorystyczne warunki techniczne w odniesieniu doametrow toru, nieréwrsoi toru,
standw przemieszcaegnapezen i odksztatcé w jego konstrukciji.

Niezwykle istotnym zagadnieniem, meym zasadniczy wptyw na bezpieczny transport
pociagami duych prdkosci ma stateczné dynamiczna. Tak die predkosci powoduj, poza
zjawiskiem poddinienia, znaczy wzrost osiowych sikciskapcych, ktére, obok wysokich
temperatur, mag wywotat zjawisko utraty stateczha toru - zjawiskodynamiczne
wyboczenia toru.

1. MODEL INERCYJNEGO PODLO ZA WEASOWA | ROWNANIE
RUCHU BELKI

Zadaniu dynamicznemu belki na potdoh odksztatcalnych gaiccono w literaturze
przedmiotu pewnie setki prac, ¢dzy innymi [1-16] i [22-30]. Mniej publikacji dotyxy
ruchomych obcizen na belce z dia sita osiows. Zadanie to jest analizowane od czasow
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pierwszych prac Timoshenki [17-21] i [31-34] z paikzm XX wieku. Model podiaa
inercyjnego Wtasowa, w przypadku zagadnienia ligw (belka), opisuje nagtujace
rownanie [14]:

p(x )=k w( x -2¢ aW(Xt) b puxy 1)

ot?
w ktorym p(x, t) jest reakei dynamiczi podiaza, ak,, ¢, i m, sa parametrami pod@:

Es, Bty Ey Vor
, = , =7, \,=
o= V2 @ 4(1+v,) SR ve' 7 v

H a H ~ H ~
=bﬂ%} dz p=Yy’(3dz qr m{hﬂz( )z dz om%,

0

(2)

gdzie b jest szerokéria belki, i, jest gstcscia masy podiga inercyjnego,y, jest
cigzarem obgtosciowym gruntu,E . jest modutem speystasci Younga gruntu, zav,, jest
liczba Poissona warstwy gruntu. W rownaniu (1) wspotczynnk, odpowiada
wspotczynnikowi spgzystasci wyskpujacemu w modelu Winklerag, uwzgkdniascinanie w
warstwie spgzystej, natomiastn, uwzgkdnia inercg podtaza.

dP=qO th1

HH¢ HiHH—’ E@.J. m <S X
S A 7@

podtoze Wtasowa ky, Co, my | H
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| x=vt
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\

Rys. 1.Belka Bernoulliego-Eulera z da sita osiowa na inercyjnym podtau Leonteiwa-Wiasowa pod
ruchomym potnieskicczonym obcizeniem caglym

Po wykorzystaniu wzoru na odpor gruntu (1), roweanichu belki o zmiennym module
sprezystasci, przedstawionej na rysunku 1, zapisujemy wepagicej formie

—0*w o’w ,_ 02w
BIS*(S-2¢) o+ (T m) =5

g1~ Hi x ¥, (3)
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gdzie:

H(x—vt)— 0 przy x<wt,
1 przy X>vt,

- EBJ- zmodyfikowana sztywr$é belki na zginanie, wedtug wzorJ = j b7 E(~2) d,

h

2
w ktérym e wyznacza potzenie osi obajtnej,
— M — masa belki przypadgja na jednostkdtugasci,
— S —duza sita osiowa.

Warunki brzegowe w przypadku analizowanej bedknastpujace:

_o I

0x°

=0, w(x9_=0 ow(x 1)

x>

w(xt)

=0 @

x=0

x=0 x=1

Przy zatageniu, ze rozwhzanie rownania (3) odpowiade-tej postaci drga wiasnych
spetniajcej warunki brzegowe (4), w postaci

Wn(x,t):w(t)sinn+T X, wW %)= i\/y()sm— y (5)

n=1

oraz,ze w chwili pocatkowej spetnionegzerowe warunki poetkowe:

ow(xt)

w( X, t)L:0 =0, i p

= 0. (6)

t=0

Wyrazenie na ugicie belki, od ruchomej sity skupion®j zapisujemy w nagpujacy sposob:

P ¢ 1 | o
w(x,t)= (e ) I; wolaia) sind ,x(a , sinw, t-w, sinr 1), 7)

dET_(Qe 2
gdzie: A n:n_n’ an:m’ wi:/] . EJ (_S 2¢)A+ |6
| M+ m,

Jeili, w =0, to otrzymujemyS=§, =2 EH}2 g+/]—k2. Z kolei j&li ¢c,=0, to, przy

n

A= 4/% w belce o nieskiczonej dtugéci na podiau Winklera mamy:S™ =./2 EJ k,

oraz v{. —%:— EJk.
m
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Poniewa przy a,- w, dla dowolnego wyrazu szeregu (5) otrzymujemy \ugree

nieoznaczone%, to ugkcie belki w przypadku rezonansu zapisujemy st@sujo i-tego

skiadnika szeregu regutle I'Hospitala

. op & 1 . o
wx= (m+m,) IZ; w,(a2-w?) sind o x(a, sine, -, sz, § +
+W(Si”wﬂ-wﬂ cost) sim; x+ ®)
0 i
2P © 1 . . .
+(m+ mO) In:i+1 a)n(a ;21_6031) SInA nX(a " Slnwnt_wn Sing nt) -

Poniewa czas przejazdu sity skupionej jest ograniczcbnyl—, to i-ty sktadnik rezonansowy
v

we wzorze (8) ma jednak wastoskaiczor.
Réwnanie (3) obowazuje w przypadku, gdy ruchoma sita skupiona znajcij na belce,

ti. przy vtO(0|l) i jest wane przy pedkosci obcizenia v<v,, . Prdkos¢ krytyczm v,

tatwo wyznaczy z powyszego rozwizania zakiladap, ze mianownik pod szeregiem
trygonometrycznym jest rowny zeru:

2
(nlﬂj E+2Q)— S 2
ai=wl > y= T T ©)
m-+m (n7z) (m+ )
Ostatni wzor, przyS=0 jest nas{pujacy:
N\ —
(Ij EJ+2¢ 2
v, = T (10)

mem (v (mem)

Po zjechaniu ruchomej sity z konstrukcji belka wylkge drgania swobodne. Réwnanie ruchu
belki jest wtedy rownaniem jednorodnym z warunkapocatkowymi wynikapcymi

Z rozwizania (8) w chwilit = !
Y

W, (1) +a? W, (=0, przy vt>1. (11)

Rozwigzanie réwnania (11) zapisujemy rgmijaco
w(xt)=> (K, cosmt+ L, sino,) sinnlﬂx, przy vt>1I. (12)

n=1

State K, i L, wyznaczymy korzysta¢ z warunkow poczkowych drga swobodnych:
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w(x, t)L:lv =W % t)L'; : oulx) -29(x) : (13)

ot | ot |

W przypadku ruchomego olgenia cagtego wykorzystujemy rozweanie (7) zapisag
rozniczke sity elementarnejdP = g, vdf. Zmieniapc teraz w rozwjzaniu (7)t nat, a
nastpnie catkujc (7) wzgkdem t, w granicach (0,t) otrzymujemy rozwizanie w
przypadku ruchomego ohgenia cagtego potnieskaczonego w nagpujacej formie:

2q 1 _
b 2 { P (an2 cosit — af cosrnt)} SiA X (14)

n n

Rozwizanie (14) jest inne ni(7) i stanowi istaf tego referatu. Jest zrozumiate zatem,
w przypadku rezonansu zmianie ulega razanie (8):

2q 1 _
b z { F-a’ (an2 cosyt - af cosrnt)} SiA X+

qo 2(1- cost) -t t 15
ma[ cosxt) ~ta; simt] sif x+ (15)
i+1
2q° Z { wz_la 2(an2 coswt —af, cosrnt)} SIA X .

W przypadku, gdy czoto ohgienia zjedzie z belki drgania uktadg sstalone i opisane
rownaniem ruchu

—ad'w o’w 9°w
EJaX (S 29)ax2+(rn+ m)a

(16)

Rozwigzaniem réwnania (16) jest funkcja

00

\Tv(xt)=2{(lincoswnt+ L, sirwnt)+2—9°[ ¥ (- )"”J( t cos)nt)} sigll—Tx (17)

2
n=1 nrmw,

State catkowaniaK | i [, wyznaczamy z warunkéw pagkowych identycznych z wzorami
(13).

W przypadku obeizenia roztaonego na odcinku o diugad a, zgodnie z zasad
superpozycji obowzujaca w uktadach sprzystych rozwizanie zadania jest sandwdch
rozwiazan belki pod obcizeniami potnieskaczonymi (rys. 2). Zmieniag w rozwhzaniu

(14) czast nat _a otrzymujemy rozwjgzanie
v
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Wl(xt—gj 2q0 z { wz_l {anz coswn(t—%j+
-of cosan(t—gﬂ} Sim_ X .
v

Ostatecznie ugctie belki obcizonej na odcinku o diugoi a jest rownew—w.

do0
% —
rvwvwvvvvi*i*t E(Z)’J’m X

\ -
AAAAAAAAD |, A =
4

podtoze Wtasowa Ko, Co, Mg

(18)
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P
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P
» |
P
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x=vt |
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Rys. 2.Schemat dynamiczny belki Bernoulliego-Eulera naigai Leonteiwa-Wtasowa do
wyznaczenia drgawywotanych przejazdem olagienia cigtego o skaczonej diugéci a

PODSUMOWANIE

Rozwigzanie (15) podane w dwoch przypadkach — braku @rani rezonansu me
mie¢ zastosowanie w zadaniach dotyocych dynamiki uktadu tor kolejowy — podtorze —
podiaze gruntowe. Rozwana belka jest niejednorodna, aliona dodatkowo dia Sita
osiowa a podiae jest inercyjne, co odpowiada rzeczywistej korksfjiutoru i podtorza.
Wyznaczono sity krytyczne i pdkosci krytyczne uktadu, co stanowi oryginalny element
opracowania. Otrzymane rozwanie analityczne jest tatwe do zaprogramowania na
komputerze. Wyniki oblicze przedstawiono w drugiej ¢&i opracowania. Otrzymane
rozwigzanie tatwo zaadaptowao przypadku ruchomego ohzenia cagtego roztaonego na
odcinku o skaczonej diugéci (rys. 2).

UNIFORMLY DISTRIBUTED MOVING LOAD
ON THE BEAM RESTING ON THE INERTIAL
THREE-PARAMETER FOUNDATION —
PART | ANALYTICAL SOLUTIONS

Abstract
In the paper non-homogenous beam on inertial fotiodasubjected to axial forces and moving
load is analysed. Equation of motion of the beamteisved and analytical solution of the problem is
presented. Critical force and critical speed of #ystem is determined. The resulting solution gyea
to program on computer. The results of calculatiail be presented in the second part of the study.
Obtained solutions may have practical applicationdynamics of bridges and dynamics of railways
for high speed trains.
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