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Streszczenie. Jedng z uniwersalnych, a zarazem prostych metod numerycznego rozwigzywania zadan
nieustalonego przewodzenia ciepta w obudowie budynku jest metoda objetosci skoficzonych. Jednak
przy sformulowaniu jawnym konieczne jest dobranie kroku czasowego gwarantujacego stabilno$é
rozwigzania. W tym artykule warto$¢ takiego kroku czasowego zostata okreslona z warunku zerowej
réznicy pomiedzy teoretycznym a numerycznym rozwigzaniem dla danej geometrii $ciany. Rozpatrzo-
no wplyw wspoélczynnika przewodzenia ciepta sciany na dltugo$¢ kroku. Warunki brzegowe przyjete
w artykule odpowiadaly obcigzeniom ogniowym $ciany schronu.
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1. Niestacjonarny rozklad temperatury w §cianie

Rozktad temperatury w przypadku jednowymiarowego nieustalonego przewo-
dzenia ciepla jest opisany réwnaniem rézniczkowym Fouriera.
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Zewnetrzna krawedz $ciany o temperaturze poczatkowej T; styka si¢ z gazem
o temperaturze T, warunek brzegowy mozna zapisac:

qs=a(Ts—T,,), (1.2)

Zakladamy, ze $ciana jest jednowarstwowa. Niech T, > T, wtedy $ciana bedzie
sie ogrzewac. Jesli §ciana ma znaczng grubo$¢, to mozna przez pewien czas trwania
procesu traktowac ja jako przestrzen poinieskonczong. Zatozenie to bedzie praw-
dziwe do momentu, az front podwyzszonej temperatury nie dotrze do wewnetrznej
krawedzi $ciany. Dla takiego przypadku znane jest rozwigzanie analityczne [1, 3]:
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Problem moze by¢ tez rozwigzany wieloma metodami numerycznymi. Ze wzgle-
du na prostote uzycia i dokladnos$¢ zadawania warunkow brzegowych wybrano meto-
de objetosci skonczonych. Jej zasada polega na podzieleniu przestrzeni na elementy,
a nastepnie bilansowaniu strumieni ciepta w kazdym elemencie. Zmiana entalpii
elementu w przedziale czasu At jest réwna bilansowi strumieni ciepla wymienianego
przez granice elementu i wewnetrznych zrodet ciepta. Jesli nie ma przemian fazowych,
ci$nienie jest state oraz uktad nie wykonuje pracy, to entalpia jest jednoznacznie
okre$lona od temperatury. Sciane podzielono na elementy o jednakowej szerokosci.
Bilans ciepla elementu i-tego w chwili czasowej n-tej okresla wzor:

mc,; (Tzn - Zn_l)
At

=0,, (1.4)

gdzie Q. jest sumg strumieni ciepta przez granice elementu.
Ze wzoru (1.4) mozna w bezposredni sposob wyznaczy¢ temperature w aktualnej
chwili czasowej, majac temperatury w chwili poprzednie;.

&At. (1.5)
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Schemat jawny jest latwy do implementacji, ale wymaga odpowiedniego kroku
czasowego. Dlugos¢ tego kroku jest ograniczona od gory, powyzej pewnej wartosci
rozwigzanie jest niestabilne.
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2. Stabilno$¢ schematu jawnego metody
objetosci skonczonych (MOS)

Klasyczny warunek stabilnosci metody mozna wyprowadzi¢ z zalozenia fizycz-
nej poprawnosci réownan réznicowych [2]. Przy jednowymiarowym podziale na
elementy o szerokos$ci Ax w analizowanej $cianie jak na rysunku 1.

AX

Rys. 1. Podzial na objetosci skonczone

Réwnanie (1.4) mozna w takim przypadku zapisa¢ w postaci:

o zTin+@(Tkn_Tin)+KLAf(Tin_Tin)’ 2.1)
mc, mc, ~°
gdzie: Ky, Kj; s3 przewodno$ciami cieplnymi odpowiednio migdzy elementami k,
iorazj.

Nastepnie przeksztalcamy rownanie (2.1) tak, aby otrzyma¢ wspolczynniki
przy poszczegolnych temperaturach. Kazdy z tych wspoétczynnikéw musi by¢ do-
datni. Ujemny wspolczynnik oznacza, Ze temperatura w rozpatrywanym elemencie
i-tym spada, a réwnocze$nie ro$nie w elementach sasiednich. Jest to niefizyczne.
Po przeksztalceniu réwnania (2.1) mozna wykazac, ze tylko jeden ze wspotczynnikow
stojacy przy temperaturze T; moglby przybra¢ wartos¢ ujemna. Zapisujac warunek,
ze musi on by¢ wiekszy od zera, mamy:

At
(1 - (K, +K, )] >0. (2.2)
mc,,
Stad warunek na krok czasowy At:
mec,,
At <——E—. (2.3)
Kki + K]l

Poniewaz znane jest rozwigzanie teoretyczne okreslone wzorem (1.3) mozna
zaproponowac warunek stabilnosci polegajacy na réwnosci rozwigzania numerycz-
nego T, i teoretycznego T,; w danej chwili czasu.

T, (0)=T,(0). (2.4)
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3. Analiza stabilnosci wedlug proponowanego kryterium

W pierwszym etapie analizy wykonano obliczenia za pomoca MOS, stosujac
kroki czasowe od 1 sekundy do 29 sekund. Zalozono, ze materiat $ciany ma wspot-
czynnik A = 0,35 W/(mK), gesto$¢ p = 700 kg/m? i ciepto wlasciwe 1000 J/(kgK).
Wsp6lczynnik przejmowania ciepta miedzy powietrzem a $ciang a = 25 W/(m?K).
Szeroko$¢ elementéw Ax wynosita 0,005 m. Teoretyczny, poréwnawczy przebieg
temperatury otrzymano z réwnania (1.3). Obliczono blad zdefiniowany jako (2.4)
w punktach odpowiadajacych weztom kolejnych elementéw bilansowych. Wykresy
bledu dla wybranych diugosci krokéw przedstawia rysunek 2.
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Rys. 2. Réznica miedzy rozwigzaniem teoretycznym i numerycznym dla réznych glebokosci w $cianie

Z powodu czytelnosci rysunku wykreslono wartosci dla krokéw czasowych
od 1 do 27 sekund. Widoczne sg dwa przedzialy o réznym charakterze zmiennosci
bledu. W pierwszym przedziale blad ro$nie w sposéb niemal liniowy, w drugim
za$ nastepuje gwaltowna utrata stabilnosci i skok btedu. Dla konkretnego kroku
czasowego z pierwszego przedzialu trudno jest oszacowac blad, nie majac porow-
nania z rozwigzaniem teoretycznym. Dopiero przekraczajac graniczny krok, tutaj
okolo 25 sekund, btedy w rozwigzaniu stajg si¢ widoczne. Jednak dla takiego kroku
pozornie poprawne wyniki moga by¢ juz obarczone btedem rzedu 10°C. Porow-
najmy wyniki z maksymalnym krokiem czasowym ze wzoru (2.3) z rozwigzaniem
teoretycznym. Dla przyjetych parametréow fizycznych i wymiaréw elementow
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otrzymujemy At = 12,3 sekundy. Rysunek 3 przedstawia rdznic¢ w procentach pomie-
dzy rozwigzaniem teoretycznym a numerycznym dla czasu 492 sekund dla kolejnych
wspolrzednych x w glab $ciany. Zastosowano krok czasowy At = 12 sekund.
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Rys. 3. Stosunek wartosci numerycznej do teoretycznej w procentach — wyjasnienie w tekscie

Z rysunku 2 widag, ze zerowa réznica pomiedzy wynikiem teoretycznym i nu-
merycznym wystepuje przy kroku czasowym mniejszym niz 5 sekund. Wartos¢ tego
kroku jest tez zalezna od glebokosci w §cianie. W dalszym ciagu analizowano war-
tosci kroku czasowego, dla ktdrego réznica temperatury teoretycznej i numerycznej
wynosi zero dla réznych wartosci wspdtczynnika przewodzenia ciepla.

4. Zaleznos$¢ wartosci stabilnego kroku czasowego
od wspdlczynnika przewodzenia ciepla materialu

Obliczono diugos¢ kroku czasowego At, dla ktérego btad przybiera wartoé¢
zero dla czterech wartosci wspolczynnika przewodzenia ciepla i trzech wartosci
wspolrzednej x. Przyjete warto$ci x wynikaja z szerokosci elementow objetosci skon-
czonych, ktora jak poprzednio wynosita Ax = 0,005. Poniewaz rozmiary elementow
maja wplyw na stabilny krok czasowy, otrzymane wyniki sg wazne dla przyjetego
Ax. Dla poréwnania obliczono maksymalny krok czasowy wedlug wzoru (2.3).
Wyniki zestawiono w tabeli 1.
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TABELA 1
Krok czasowy At z zerowym bledem dla wybranych warto$ci wspdtczynnika przewodzenia ciepta
i wspolrzednej x

Wspotczynnik 4 0,35 0,45 0,55 0,65
Maksymalny At [s] 12,5 9,7 8 6,7
Aty (x =0,0025 m) [s] 4,5 3,2 2,5 2,25
Aty (x = 0,0075 m) [s] 3,83 3 2,2 1,83
Aty (x =0,0125 m) [s] 3,33 2,6 2 1,67

5. Wnioski

Warunek réwnosci rozwigzan daje zawsze ostrzejsze wymagania co do mak-
symalnej diugosci kroku czasowego. Z warunku stabilnosci krok zalezy tylko od
wlasciwosci elementu, to znaczy jest staly w obszarze jednorodnego materiatu
ze stalym podzialem siatki. Dla warunku przedstawionego w pracy krok zmienia
sie dla kolejnych elementéw w jednowarstwowej $cianie. Zalezy wigc nie tylko od
wlasciwosci elementdw, ale tez od lokalnych warunkéw wymiany ciepla. Zaletg
schematu jawnego jest przede wszystkim elastycznos¢ i tatwos¢ formulowania
zadania, co przeklada sie na czas potrzebny do uzyskania rozwigzania. Jednak wa-
runkiem uzytecznosci otrzymanych wynikoéw jest przyjecie odpowiedniego kroku
czasowego. Maksymalna dlugo$¢ kroku dla ktorej nie nastepuje jeszcze widoczna
niestabilnos¢, nie gwarantuje duzej doktadnosci wynikow.

Warunek stabilnosci rownan jest fatwiejszym do wyznaczenia kryterium, acz-
kolwiek wyniki dla takiego kroku moga by¢ obarczone bledem rzedu kilku punktow
procentowych. Dobierajac krok wedlug kryterium z artykutu, otrzymamy wyniki
zgodne z rozwigzaniem teoretycznym w wybranym punkcie, w pozostalych moga
one posiada¢ pewien blad. Zagadnienie doboru kroku jest wiec skomplikowane
i wymaga dalszych badan.

Artykut opracowany na podstawie referatu prezentowanego na XXVIII Mi¢dzynarodowej Konferencji
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Solution stability of unsteady boundary problem of building wall temperature profile

Abstract. One of the most simplest and versatile methods for numeric solving of the problems
of transient heat conduction in the building envelope is the finite volume method. In explicit scheme,
however, there is a problem of assuming correct time step for solution stability. In this article, stable
step value was determined from the condition of zero difference between the theoretical and numerical
solution for the particular geometry of the wall. The influence of the thermal conductivity on the step
length has been evaluated. Condition for the correctness of solutions obtained from the analysis
in this article is sharper than the condition of equations stability according to the literature. For
the boundary conditions, the adopted solution can be applied to the study of resistance of buildings
shelters to long fire.

Keywords: numerical stability, shelter buildings, the temperature profile in the wall






