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ZASTOSOWANIE METOD NUMERYCZNYCH
W PROJEKTOWANIU GORNOPRZEPUSTOWYCH
FILTROW CYFROWYCH 2D

W pracy przedstawiono metody projektowania dwuwymiarowych, filtrow goérno-
przepustowych bazujace na metodach numerycznych. Do wyznaczania wspotczynnikow
filtru uzyto: rozwini¢cia w szereg Taylora funkcji dwoch zmiennych, metody wspot-
czynnikoéw nieoznaczonych oraz aproksymacji transmitancji filtru cyfrowego. Obliczone
wartosci wspotczynnikow wagowych masek filtrow sa zgodne z prezentowanymi
w literaturze przedmiotu. Przedstawiony material dydaktyczny moze by¢ wykorzystany
na zajeciach z Metod Numerycznych do tworzenia wzoréw przyblizonych a takze
z Cyfrowego Przetwarzania Sygnatéw do projektowania filtrow 2D.

SEOWA KLUCZOWE: filtry cyfrowe, metody numeryczne, przetwarzanie obrazow.
1. WSTEP

Filtracja liniowa jest bardzo przydatna i czgsto wykorzystywana w procesie
cyfrowego przetwarzania. Wykorzystuje si¢ ja do: usuwania szumow i zaklocen
z obrazu; zwigkszenia ostro$ci obrazu; rekonstrukceji obrazu; eliminacji pewnych
wad obrazu [1, 2].

Przy omawianiu filtracji linowej nalezy postuzy¢ si¢ pojeciem funkcji splotu
(konwolucji). Splot funkcji jest opisany nast¢pujacym wzorem:

g(x)=(f xh)(x)= ff(x—t)h(t)dl )

gdzie: f, h — splatane funkcje.

Jak wynika ze wzoru (1) splot jest zdefiniowany na calym obszarze zmiennej
x, jednak funkcja 2 moze mie¢ skonczong dziedzine i wtedy splot wykorzystuja-
cy funkcje 4 realizuje proces filtracji [2]. W cyfrowym przetwarzaniu obrazu
dziedzina jasnosci funkcji X(m,n) jest dwuwymiarowa i dyskretna. W takim
przypadku wygodnie si¢ jest postuzy¢ tzw. splotem dyskretnym opisanym za-
leznoscig:
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Y(n,m)z z X(l’l—l,y—])W(l,]) (2)

i,jek

gdzie: k — otoczenie piksela; w(i,j) — wagi otoczenia k piksela (m,n); X(m,n) —
jasnos¢ obrazu wejSciowego.
Analizujac zaleznos$¢ (2), warto$¢ jasnosci nowego piksela Y(m,n) jest zalez-
na od otaczajacych go pikseli przemnozonych przez odpowiednie wagi w(i,j).
Zatem filtr liniowy jest tablica (maska) warto$ci wspotczynnikow wii,j).

Obraz zrodlowy
o cec Obraz docelowy

Obliczany
piksel i jego .
sasiedztwo Filt
FET AT P11 Woi g
RETIIR U 10 W0 W0 ZaStﬂPiﬂlje
AR W LA N T vt piksela suma
iloczynow

Mnozenie typu
element przez
element

Rys. 1. Graficzne przedstawienie splotu

Zgodnie z oznaczeniami z rys. 1 i wzorem (2) warto$¢ jasnosci nowego pik-
sela wynosi:

Y(nom)=X_| _-w, + X, - wy + X -w_ +
+X 0 W0t Xoo Woo T Xig Wi+ 3)
FX W + Xy W X oWy

Zatem mozemy stwierdzi¢, ze filtrem linowym nazywamy zbior wszystkich
wspotczynnikow w(i,j) zebranych w tablic¢ zwang maska filtru (jadrem). Wiel-
ko$¢ maski moze by¢ dowolnie wybrana przez projektanta filtru, jednak najcze-
$ciej spotykanym rozmiarami sg maski 3x3 1 Sx5. Warto$ci wspotczynnikow
w(i,j) maski filtru dobiera si¢ zwykle tak, aby byly one liczbami catkowitymi.
Jest to zwigzane z naktadem obliczen (dla obrazu o rozmiarach 640x480 pikseli
1 masce o rozmiarze 3x3 nalezy wykona¢ az 2764800 operacji arytmetycznych),
dlatego nie jest obojetne, czy beda to operacje wykonywane na liczbach catko-
witych czy utamkowych. Dlatego w przypadku masek opartych na liczbach cat-
kowitych po zakonczeniu operacji filtracji nalezy dokona¢ operacji normalizacji.
Dla wspotczynnikdéw maski filtru, w ktdrych jest spetniony warunek w(i, j) >0

stosuje si¢ normalizacj¢ opisang wzorem:
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ZkX(I’l—l,m—j)W(l,j)
Y(n,m) =25 4
o) 2 (i, j) @

i,jek
Istnieje wiele metod projektowania filtrow 2D lub inaczej mowigc doboru
wspotczynnikow wagowych w(i,j) maski filtru. Ich wybér decyduje o wlasciwo-
sciach filtru a tym samym zastosowaniu. Wsrod sposobdw projektowania mozna
wyszczegolni¢: metoda korzystajace z iloczynu wektorowego odpowiedzi im-
pulsowych filtréw 1D, metoda okien czasowych oraz metoda czestotliwosciowa
[3]. Wymienione metody bazuja na metodach projektowania filtréw 1D.

W pracy proponuje si¢ by doboru wspoélczynnikow wagowych, dokonaé
w oparciu o metody konstruowania wzoréw przyblizonych, wykorzystywanych
w metodach numerycznych [4]. Zagadnienie to polega na wyznaczeniu wielo-

mianu o ustalonym stopniu, na podstawie siatki punktow.

2. FILTRY O ROZMIARZE 3x3

W tym rozdziale zostanie pokazany mechanizm projektowania masek filtrow
goérnoprzepustowych wykorzystujacy metody numeryczne do konstruowania
wzorow przyblizonych. W poszczegolnych punktach przedstawione zostang trzy
metody rozwigzania tego zadania. Pierwsza bazujgca na rozwinigciu w szereg
Taylora funkcji dwoéch zmiennych. Druga wykorzystujaca transmitancje filtru
dwuwymiarowego (2D). Natomiast jako trzecia zostanie rozpatrzona metoda
wspotczynnikow nieoznaczonych [4].

a - fm-l,nJrl a - fm,n+1 a - fm+1,n+1
m
- al : fm»],n aO . fm,n al : fer],n —_
a - fm-l,n-l a - fm,n-l a - fm+1,n-l

Rys. 2. Maska filtru cyfrowego o rozmiarze 3x3



114 Jakub Peksinski, Grzegorz Mikotajczak, Janusz Kowalski

Na rys. 2 pokazano maske filtru o rozmiarach 3x3, zgodnie z oznaczeniami,
operacja filtracji opisana jest zalezno$cig:

Joo=ao foota(fro+ fos+ o+ So)+
cetay(fi ot Ao+ )

gdzie: f;(i=-1,0,1,j=-1,0,1)- warto$¢ sygnatu podlegajacego filtracji.
Jak wynika z rys. 2 oraz wzoru (5), aby zaprojektowa¢ maske filtru, nalezy
wyznaczy¢ wspotczynniki ay, a;, a,.

Q)

2.1. Rozwiniecie funkcji w szereg Taylora

Pierwsza metoda jest metoda bazujaca na rozwinigciu w szereg Taylora
funkcji dwoch zmiennych, ktéry mozemy przedstawi¢ w postaci:

af(x,y)h+af(xay)k+
Ox

Jx+hy+k)=f(x,y)+

oy
2 2 2
+l af()i?y)h2+2af(xay)hk_,’_af(x’y)kZ Fee (6)
2! Ox Ox0y oy
3 3 3 3
+l 0 f()i’y)}ﬁ +3a f(zx’y)hzk+3a f(x’zy)th +a f();:’y)k3 I
3! Ox ox“oy Ox0Oy oy
Zaklada sie, ze x =y = 0, h = k = I oraz wprowadza oznaczenia: f;, = f(0,0);
AAC0 | Y
ot 30 ot

Wzor (6) przyjmuje nastepujgcg postac:
0 0 o’ o o’
gt Tor o (O P P o),
- ’ ox oy 21 ox Ox0Oy Oy
o ol o
it +3 zfo’oi2 +3 fo’gijz+ f‘;’of +
ox Ox“0Oy Ox0Oy oy

™)

1 ( & oo »

. +
3!
Ze wzordw (5) 1 (7) otrzymuje si¢:
7=(a0 +4da +4ay) fo o+

o’ o
ot (a, +2ay)- fg’°+ fg’0+i
Ox oy 12

0" foo . 0 foo foo @
T || TR o
ox oy ox" Oy

Z warunku wyzerowania sygnalu oraz jego pochodnych otrzymujemy na
podstawie rownania (8), nastepujacy uktad rownan:
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a, +4a, +4a, =0
a, +2a,=0 )
a,=0

Jest to uktad jednorodny, ktory dla ay = a; = a, =0 posiada rozwigzanie zero-
we. Chcac uzyskac rozwigzanie inne niz zero nalezy ograniczy¢ si¢ tylko do ukta-
du sktadajacego si¢ z dwoch rownan a jeden z parametréw ustali¢ arbitralnie.

Pierwsze rownanie z ukladu (9) musi pozosta¢, gdyz zapewnia zerowanie
sktadowej stalej sygnatu czyli nalezy pominaé¢ drugie lub trzecie rownanie. Wy-
konujac to otrzymujemy dwa uktady réwnan:

a, +4a,+4a,=0
(10)
a, +2a,=0
oraz:
a,+4a,+4a, =0
{ 0 1 2 (11)
a, =0

Przyjmujac w uktadzie rownan (10) warto$¢ wspotczynnika a; = 2 otrzymu-
jemy filtr gérnoprzepustowy o masce:

-1 2 -1
Ml=| 2 -4 2 (12)
-1 2 -1

Jezeli w uktadzie rownan (11) przyjmiemy wartos¢ wspotczynnika a; = I to
otrzymamy nastepujaca maske filtru:

01 0
M2=[1 -4 1 (13)
01 0

Jak mozna zauwazy¢, jest to filtr goérnoprzepustowy tzw. Laplace’a, ktorego
zadaniem jest wykrywanie krawedzi [1].

2.2. Transmitancja filtru cyfrowego

Druga metodg jest metoda polegajaca na wykorzystaniu transmitancji filtru
cyfrowego. W przypadku filtru cyfrowego (5), transmitancja jest opisana naste-
pujacym wzorem:

H(z,z,)=ay,+a/(z +z, +zl_l +22_1)+ (14
+a, (zlzz+zl_lzz_l + zlzz_l + zl_lzz)

Podstawiajac za z,=¢”’ i z;=¢*? otrzymamy zalezno$¢ opisujaca charaktery-
styke czestotliwosciowy tego filtru:



116 Jakub Peksinski, Grzegorz Mikotajczak, Janusz Kowalski

H(w,w,)=a,+2a,(cos(w,)+cos(w,)) +

(15)

Warto$ci wspotczynnikow ay, a;, a, wyznacza si¢ z warunku maksymalnie
ptaskiej charakterystyki w punkcie w; = 0i w, = 0:

+4a, cos(w, ) cos(w, )

H(ej@l ’ej(uz ) =0 = 0

,=0

S H (™™ ,e/™)

st |as 1o
54H(ejw' ,ejwz )
o0’ dw, |5

Ze wzorow (14) i (15) otrzymuje si¢ uktad rownan (9). Mozna zauwazy¢, ze
ta metoda jest znacznie mniej ztozona obliczeniowo niz metoda polegajaca na
rozwini¢ciu w szereg Taylora.

Do podobnych wynikow mozna doj$¢ w inny sposob. Zaktadajac, ze poszu-
kiwane wspotczynniki filtru (5) maja aproksymowac charakterystyke amplitu-
dowa o zadanej transmitancji, nalezy rozwina¢ w szereg potegowy zalezno$¢
(15). Otrzymamy wowczas:

H(w,0,) = a, +4a, +4a, — o} (a, + 2a,) — 5 (a, +2a,) +...

4 4 (17)
...+610—;(a1 +2a2)+(10—;(a1 +2a,) + {3 a + ..

Porownujac powyzsza zaleznos¢ z transmitancjg idealnego operatora Lapla-
ce’a, dla przyjetej siatki weztow (rys.2), ktora wyraza si¢ wzorem:
HL(@y,@,) =—~(a} + ;) (18)
Korzystajac z kryterium zgodno$ci transmitancji (9) i transmitancji idealnej
(18), mozemy wyznaczy¢ nastgpujace zwigzki migdzy poszczegdlnymi wspot-
czynnikami a, a;, a, :

(19)

a, +4a,+4a, =0
a, +2a, =1

Przyjmujac warto$¢ a;=1 otrzymamy wartosci pozostatych wspdtczynnikow:
ap = -4 i a; = 0. Jak mozna zauwazy¢ otrzymamy filtr Laplace’a bazujacy na
pieciu punktach opisany rownaniem (13).

2.3. Metoda wspoélczynnikow nieoznaczonych

Trzecia metoda jest wykorzystuje metode wspotczynnikéw nieoznaczonych
przedstawiong w [4]. Polega ona na podstawieniu do wzoru (5) funkcji testuja-

cych postaci: f{x,y) = 1, fixy) = x° (lub fixy) = y°), fix,y) = X’y przy czym f,
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przyjmuje warto$§¢ rowng 0. O wyborze funkcji testujacych tego typu w tym
przypadku decyduje symetria poszukiwanego rozwigzania. Wartosci funkcji
testujacych otrzymujemy podstawiajac wspotrzgdne maski filtru (5):

f(x,y)=1 = Joo=LAo=Lfy=L =Lt =L
f—1,1 =1>f1,1 zlaf—l,—l zl’fl,—l =1
flx,y)=x = Joo= 0%, Jio= 12,f71,0 =(-1)° s Jo1 =0, /5, =0,
f71,1 :l’fl,l :lﬁf—l,—l :lﬂfl,—l =1
fEN=XY = fi=000% fiy =12-0% 1 = (=1)° -0’
fo,l :O’fO,—l :O’f—l,l :l’fl,l :lsf—l,—l :l’fl,—l =1

Podstawiajac otrzymane wartosci do réwnania (5) otrzymamy uklad réwnan
(22), ktory jest tozsamy z (9), natomiast zostal utworzony przy najmniejszym
koszcie obliczeniowym.

2D

a, +4a, +4a, =0
2a,+4a, =0 (22)
4a, =0

Jezeli w powyzszym uktadzie réwnan wykreslimy réwnanie drugie i trzecie
oraz przyjmiemy, ze a; = a, = I to otrzymamy filtr o masce:

111
M3=|1 -8 1 (23)
11 1

Prezentowane w pracy rozwigzania filtrow (12), (13), (23), sa zgodne z fil-
trami prezentowanymi w literaturze np.[3]. Autorzy starali si¢ tak dobra¢ warto-
$ci parametrow aby pokaza¢ zgodno$¢ wynikow. W rozdziale nastgpnym pre-
zentowane sg filtry o wigkszych rozmiarach maski.

3. FILTRY O WIEKSZYCH ROZMIARACH MASKI

W rozdziale tym przedstawione zostang maski filtrow o rozmiarze 5x5, kto-
rych wagi wyznaczono korzystajac z metody wspotczynnikéw nieoznaczonych.
Wykorzystano t¢ metode, gdyz jak wspomniano w poprzednim rozdziale naktad
obliczen jest najmniejszy.
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a3 fhonn @
— | afn A
a3 - fuonn  a2-

Na rys. 3 pokazano maske filtru o rozmiarach 5x5. Zgodnie z przyjetymi

as * fone a3

- |

: fm—l.n+2 as - ﬁn,n+2

g A ar - fonn

D S ao - ﬁmn

Tt n-1 ap * fm,n—l

as * f:w1—2,n-2 az * Ipn

as -

a -

ap -

az -

as °

f‘l‘n+l n+2

fm»l,n\l

finein

finein

fnetn:

-1

as -

a3

as

as -

as -

fm+2 n+2

: fmwz,ml

: fm+2,n

fm+2,n—l

finez n-2

Rys. 3. Maska filtru cyfrowego o rozmiarze S5x5

oznaczeniami, operacja filtracji opisana jest zaleznoscia:

Joo=ay foota(fig+foa+ oot foD)ta(fiu+faa+hatSfa)+
---+a3(f152 +f1,—2 +f ot +f2,1 + fo +f—2,1 o )+
rtay(foatfoat faot 0)tas (fzz tJon Tt fz,—z + f_z,z)

gdzie: fi;(i=-2,-1,0, 1, 2; j = -2, -1, 0, 1, 2) — warto$¢ sygnatu podlegajacego

filtracji.

Do wyznaczenia warto$ci wag filtru (24) wykorzystano funkcje testujgce po-
staci: fixy) = 1, fixy) = x° (b fixy) = V), fixy) = x¥" flxy) = x" (ub
ftxy) =y, fixy) = X" (ub flxy) = x%7), fxy) = x’y’. Pominigto fx,y) = x’
(lub f(x,y) =1°), gdyz otrzymany uktad réwnan nie posiada rozwigzan. Dla przy-
jetych funkcji testujacych, stosujac metode wspdtczynnikéw nieoznaczonych,

otrzymuje si¢ nastepujg uktad roéwnan:

S =1
f(xy)=x*

flx,y)=x*y’

flx,y)=x*

fx,y)=x"yt
fx,y)=xty’

= a,+4a, +4a, +8a; +4a, +4a;=0

= a, +2a,+10a;+4a, +8a;=0

Uyl

a, +8ay +16a; =0

a, +2a, +34a, +16a, +32a; =0
a, +68a, +256a; =0
a, +32a, +256a;, =0



Zastosowanie metod numerycznych w projektowaniu ...

119

Z powyzszego uktadu rdwnan, po wykresleniu ostatniego rownania i przyje-
ciu, ze as = 1, otrzymamy nast¢pujace rozwigzanie ay = 36, a; = -24, a,= 16,

as; = -4, a;= 6, ktore mozemy przedstawi¢ w postaci maski M4 filtru:

1 -4 6 -4 1]
-4 16 24 16 -4
M4=| 6 -24 36 -24 6 (25)
-4 16 24 16 -4
1 4 6 -4 1|

Natomiast w przypadku wykre$lenia rownania: a,+68a3;+256as= 0, z uktadu

rownan (25) i podstawieniu za as = I otrzymamy ponizsza maske filtru M5:

1 -10 18 -10 1
~10 64 -108 64 10

M5=|18 -108 180 -108 18 (26)
-10 64 -108 64 10
1 -10 18 -0 1 |

Chcac uzyskac filtr o jeszcze wigkszym rozmiarze maski np. 7x7, nalezy tak

jak poprzednio okresli¢ potozenie wspolczynnikow maski filtru, a nastepnie
utozy¢ réwnania wynikajace z przyjecia okreslonych funkeji testujacych. Jezeli
zastosujemy podobne, jak w poprzednich przyktadach, funkcje testujace moze-

my doj$¢ do filtru o warto$ciach wspotczynnikow podanych ponizej:

1 -6 15 20 15 -6 1
-6 36 90 120 90 36 6
15 —90 225 -300 225 -90 15
M6=|-20 120 -300 400 -300 120 -20 (26)
15 —90 225 -300 225 -90 15
-6 36 90 120 90 35 -6
1 -6 15 20 15 -6 1 |

OczywisScie to nie jest jedyne rozwigzanie postawionego zadania. Stawiajac
dodatkowe ograniczenia mozna uzyskac¢ catkiem rézne wyniki.

PODSUMOWANIE

Przedstawione metody projektowania cyfrowych filtrow 2D, wykorzystujace
znane z technik numerycznych algorytmy, sg gotowymi przyktadami do wyko-
rzystania w przedmiocie Cyfrowego Przetwarzania Sygnatow (CPS). Przedsta-
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wiajg inne podejscie do rozwigzania doboru wspdlczynnikoéw wagowych masek
filtréw dwuwymiarowych, ktore rowniez prowadza do typowych filtrow prezen-
towanych w literaturze przedmiotu.
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APPLICATION OF NUMERICAL METHODS IN THE DESIGN
OF HIGH-PASS DIGITAL 2D FILTERS

The paper presents two-dimensional design methods, high-pass filters based on nu-
merical methods. To determine the filter coefficients, we used: to develop the function of
two variables in the Taylor series, the methods of indeterminate coefficients and approx-
imation of the digital filter transmittance. The calculated values of weight coefficients of
filter masks are consistent with those presented in the literature on the subject. Presented
didactic material can be used in classes from Numerical Methods to create approximate
patterns as well as from Digital Signal Processing for designing 2D filters.
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