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REAKCJE UKŁADU PODPOROWEGO W OCENIE STATECZNOŚCI  

ŻURAWIA SAMOJEZDNEGO 

 

W artykule przedstawiono metodę obliczenia reakcji podłoża układu podporowego żurawia w całym zakresie jego pracy. 

Przeprowadzono weryfikację modelu matematycznego z wykorzystaniem metody elementów skończonych MES. Uzyskane wy-

niki obliczeń numerycznych wykorzystano do analizy stateczności układu przeładunkowego żurawia samojezdnego dla wybra-

nych konfiguracji i warunków pracy. Jako wyniki badań symulacyjnych przedstawiono zmiany wartości reakcji układu podpo-

rowego oraz obwiedni toru ładunku dla zadanych udźwigów i wysięgu żurawia. 

 

WSTĘP 

Transport ładunków z wykorzystaniem żurawi samochodowych 
wymaga zapewnienia zachowania bezpieczeństwa pracy ludzi i 
urządzeń przy przenoszeniu ładunków na duże wysokości, przy 
jednoczesnym operowaniu tym ładunkiem na znacznym wysięgu  
[1, 2, 4, 5, 8; 9]. Jednocześnie urządzenia te, ze względu na charak-
ter wykonywanej pracy, muszą mieć podwozie wraz z układem 
podporowym o małych wymiarach. Duże wysokości podnoszenia i 
wysięgu, wysoko położony środek ciężkości , mały rozstaw podwo-
zia czy układu podporowego stwarzają trudne warunki do zachowa-
nia równowagi trwałej (stateczności) przez konstrukcję żurawia. 
Równowaga ta musi być zachowana zarówno przy operowaniu 
ładunkiem podczas pracy, jak przy postoju żurawia nieobciążonego 
[3, 11, 12]. Dodatkowym czynnikiem zewnętrznym, który należy 
wziąć pod uwagę, jest niekorzystne działanie parcia wiatru na kon-
strukcję wysięgników i powierzchnię ładunku [10]. 

Obciążenie od przenoszonego ładunku działają na dużym ra-
mieniu (wysięgu) i wytwarzają niekorzystny moment do utrzymania 
równowagi żurawia względem krawędzi wywrotu. Moment ten zwa-
ny momentem wywracającym Mw sumuje się w pewnych z dodat-
kowo powstałymi momentami sił bezwładności (spowodowanych 
ruchem ładunku, żurawia i jego części) oraz obciążenia wiatrem, 
zmniejszając stateczność żurawia. Momentowi wywracającemu Mw 
przeciwdziała moment o przeciwnym kierunku, zwany momentem 
ustalającym Mu - wywołanym ciężarem konstrukcji żurawia.  

Żuraw jest stateczny wówczas, gdy algebraiczna suma mo-
mentów ustalających Mu jest większa niż suma momentów wywra-
cających Mw. 

wu MM   (1) 

Odpowiednio zaprojektowany układ sterowania ruchami robo-
czymi żurawia, w szczególności ruchem obrotowym wysięgników, 
może zapewnić jego stateczność. Jeżeli dodatkowo będą monitoro-
wane wartości sił nacisku układu podporowego żurawia na podłoże, 
to istnieje możliwość takiego sterowania ruchami roboczymi maszy-
ny, że w trakcie ruchu nie pojawi się zagrożenie utraty stateczności. 
W przypadku realizacji strategii sterowania ruchami roboczymi 
żurawia należy zapewnić kontakt wszystkich podpór żurawia z 
podłożem. W przypadku gdy któraś z podpór traci kontakt z podło-
żem, żuraw traci stateczność. 

1. MODEL MATEMATYCZNY ŻURAWIA 

W pracy zaprezentowano model żurawia przeznaczony do ob-
liczenia reakcji podłoża jego układu podporowego w trakcie wyko-
nywania ruchu obrotowego kolumny, zmiany pochylenia wysięgni-
ków i zmiany długości ramion teleskopowych przy zmiennym cięża-
rze przenoszonego ładunku. Zapis równań stanowiących model 
matematyczny umożliwia ich wykorzystanie w badaniach symula-
cyjnych sterowania ruchami roboczymi żurawia.  

Widok żurawia wraz z jego układem podporowym pokazano na 
rysunku 1. 
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Siłownik hydrauliczny 2

Rama

 
Rys. 1. Układ przeładunkowy żurawia samojezdnego  
 

Opracowany model układu nośnego składa się ze sprzężonych 
ze sobą następujących zespołów żurawia: ramy podwozia pojazdu 
samochodowego, układu podporowego umieszczonego w ramie 
bazy żurawia, połączonej z ramą podwozia pojazdu, bazy żurawia, 
kolumny obrotowej, dwóch wysięgników z osadzonym sześcioczło-
nowym ramieniem teleskopowym, oraz zawiesiem obciążonym 
przenoszonym ładunkiem. W modelowaniu żurawia uwzględniono 
masy elementów wyposażenia i zespołów obciążających układ [2]. 
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Zmiana konfiguracji układu żurawia związana jest z jego ru-
chami roboczymi. Ruchy te określane są kątem obrotu kolumny 
względem jej położenia transportowego, kątami obrotów w płasz-
czyźnie pionowej pierwszego wysięgnika względem kolumny, dru-
giego wysięgnika względem pierwszego oraz przemieszczeniami 
liniowymi sześciu ramion teleskopowych w pionowej płaszczyźnie 
podnoszenia. 

Wyznacznikiem statycznych dopuszczalnych obciążeń żurawia, 
wynikających z warunków z warunku utrzymania stateczności [6, 7], 

są wartości reakcji podłoża na układ podporowy oraz położenie 
punktu przyłożenia wypadkowej siły ciężkości maszyny. Przyjęto do 
obliczeń, że żuraw jest sterowany bezstopniowo, stąd siły bezwład-
ności można pominąć. 

Wyznaczenie reakcji w podporach oraz siły ciężkości układu 
żurawia przeprowadzono na podstawie schematu obliczeniowego 
pokazanego na rysunku 2. 
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Rys. 2. Schemat obliczeniowy układu przeładunkowego żurawia: gdzie: Gu - ciężar całkowity układu żurawia; Gt- ciężar samochodu cięża-
rowego wraz z układem podporowym; Gf - ciężar bazy żurawia; Gc - ciężar kolumny obrotowej; Gw1, Gw2 - ciężary wysięgników 1 i 2;  

Gm1, Gm2 - ciężary siłowników hydraulicznych; 
1t

G ,
2t

G , .....,
6t

G - ciężary ramion sześcioczłonowego wysięgnika żurawia; hG - ciężar 

haka, lG - ciężar ładunku; a i b - rozstaw podpór żurawia; c - napęd obrotowy kolumny; 
21

, mm  - napędy liniowe siłowników,  

1t
 ,

2t
 , ..., 

6t
 - napędy ramion teleskopowych 

 
W pierwszej kolejności, wykorzystując model kinematyczny żu-

rawia opracowany w systemie CAD/CAE - SolidWorks [2], wyzna-

czono środek ciężkości układu przeładunkowego ),,(
uuu SSSu zyxS  

w tym jego elementów składowych. 

Znając położenie środka ciężkości uS  układu przeładunkowe-

go można napisać równania równowagi dla sumy momentów 
względem osi x, z oraz sumy rzutów sił na oś y. Obszar stateczno-
ści żurawia jest wyznaczony przez prostokąt S1S2S3S4. Krawędzia-
mi wywrotu są odcinki S1S2, S2S3, S3S4, S1S4. 

Jeżeli prosta działania wypadkowej pionowych sił nacisków Gu 

podpór na podłoże przechodzi przez punkt ),(
uu SSu zxW  znajdu-

jący się na płaszczyźnie podłoża i punkt ten leży wewnątrz prosto-
kąta S1S2S3S4, to żuraw stoi na wszystkich podporach. Z kolei zaś 
wypadkowa reakcji Gu przechodzi przez którąkolwiek z krawędzi 
wywrotu, to oderwaniu od podłoża ulegają dwie przeciwległe podpo-
ry i żuraw traci stateczność.  

Aby obliczyć reakcje w podporach, obszar stateczności żurawia 
podzielono na 9-ć stref A1, A2, A3, B1, B2, B3, C1, C2 i C3 (Rys. 3). 

Jeżeli współrzędne środka ciężkości uW  znajdują się w obszarze 

B2 układ jest stateczny. Natomiast w przypadku kiedy współrzędne 

środka uW  znajdują się poza tym obszarem moment wywracający 

Mw jest większy od momentu ustalającego Mu i żuraw traci statecz-
ność. 

W zastępczym układzie współrzędnych O'x'y'z', wartość reakcji 

pionowych 
1yR , 

2yR , 
3yR , 

4yR  można obliczyć na podstawie 

równań równowagi (2), (3) i (4), dla sumy momentów względem osi 
x', z' oraz sumy rzutów sił na oś y. 

0)(
421'  uSSuyyx zzGbRbRM  (2) 

 

0)(
12 3'  SSuyyz xxGaRaRM

u
 (3) 
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0
4321

 uyyyyy GRRRRR  (4) 

 
gdzie: a = 3,8 m, b= 3,8 m - rozstaw podpór żurawia; 

1Sx =
4Sx = 0,25m; 

2Sx = 3,55m; 
1Sz =

2Sz = 1,75m; 
4Sz = 1,85m; 

uSx , 
uSz - współrzędne środka ciężkości wyznaczono na podsta-

wie badań symulacyjnych modelu kinematycznego układu przeła-
dunkowego żurawia samojezdnego. 
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Rys. 3. Obszary stateczności układu podporowego żurawia 
 

Układ trzech równań (2), (3), (4) zawiera cztery niewiadome 

1yR , 
2yR , 

3yR , 
4yR . Stąd, aby wyznaczyć dodatkowe równa-

nie, przyjęto następujące założenia: 
a) Wartości pionowych reakcji podłoża, dla wypadkowej siły naci-

sku Gu przechodzącej przez środek ciężkości ),(
uu SSu zxW  

znajdujący się w narożnikach prostokąta S1S2S3S4, przyjmują 
następujące wartości: 

0,,(
4321111  yyyuySSSS RRRGRzzxxS

uu
 (5) 

 

0,,(
4312222  yyyuySSSS RRRGRzzxxS

uu
 (6) 

 

0,,(
4213333  yyyuySSSS RRRGRzzxxS

uu
 (7) 

 

0,,(
3214444  yyyuySSSS RRRGRzzxxS

uu
 (8) 

 
b) Wartości pionowych reakcji podłoża, dla wypadkowej siły naci-

sku Gu przechodzącej przez środek ciężkości Wu, znajdujący 
się wewnątrz prostokąta S1S2S3S4, zmieniają się proporcjonal-

nie w funkcji odległości punktu ),(
uu WWu zxW  od krawędzi wy-

wrotu. Na podstawie schematu obliczeniowego, pokazanego 

na rysunku 4, wyznaczono reakcje pionowe 
1

'

yR  i 
1yR , które 

wynoszą: 
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Na podstawie zależności (2÷10), wyznaczono wartości reakcji 

pionowych 
1yR , 

2yR , 
3yR , 

4yR  w podporach S1, S2, S3, S4, 

które wiążą równania: 
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Rys. 4. Uproszczony schemat obliczeniowy reakcji 
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Do weryfikacji wzorów (2÷14), określających wartości reakcji 
pionowych podłoża, opracowano trójwymiarowy model bryłowy 
układu podporowego żurawia pokazany na rysunku 5. 

Opracowany model, w systemie CAD/CAE, umożliwił symula-
cje przestrzennych stanów naprężeń i odkształceń metodą elemen-
tów skończonych MES, w tym również pozwolił na wyznaczenie 
reakcji w podporach S1, S2, S3, S4. Na rysunku 6 przedstawiono 
wyniki badań symulacyjnych pokazujących wartości reakcji działają-
cych na układ podporowy obciążony siłą wypadkową Gu= 149,5 kN, 
którą przyłożono w środku ciężkości układu żurawia w punkcie 

Su = (
uSx = 3000 mm, 

uSx = 482 mm, 
uSz = 250 mm). Z kolei 

wartości reakcji obliczone na podstawie wzorów (19÷22) wynoszą: 

1yR = 9323 N, 
2yR = 55089 N, 

3yR = 68861 N, 
4yR = 11653 N. 

a

b

S2

S1

S3

Su(xSu,ySu,zSu)

Wu(xSu,zSu)

S4

Guz
x

O

Ry3

Ry2

Ry1
y

Ry4

 
Rys. 5. Model przestrzenny układu podporowego żurawia 
 

.

 
Rys. 6. Reakcje podłoża na układ podporowy żurawia  
 

Z analizy porównawczej wynika, że różnica pomiędzy warto-
ściami reakcji pionowych obliczonych z wzorów oraz z badań symu-
lacyjnych MES jest niewielka i nie przekracza 3 %. 

Znajomość wartości reakcji, obliczonych i zweryfikowanych na 
podstawie badań symulacyjnych MES, pozwala na wyznaczenie 
warunków stateczności układu żurawia w zależności od jego konfi-
guracji i obciążenia. 

2. WYNIKI SYMULACJI NUMERYCZNYCH 

Wykonano szereg badań symulacyjnych dla różnych konfigura-
cji układu żurawia. Do badań symulacyjnych wykorzystano zinte-

growany system CAD/CAE, pozwalający między innymi, na: do-
kładne określenie współrzędnych dowolnego punktu układu żura-

wia, zakreślenie trajektorii środka ciężkości żurawia ),(
uu WWu zxW ; 

obliczenie reakcji w podporach 
1yR , 

2yR , 
3yR , 

4yR =  tzxWGf
uu WWul ),,(,  - gdzie: lG - ciężar ładunku;  

t - czas realizacji zadania przeładunkowego; wyznaczenie wartości 
udźwigów oraz krzywych podnoszenia żurawia; określenie warun-
ków stateczności żurawia funkcji udźwigu i wysięgu żurawia. 

2.1. Reakcje podłoża w podporach 

Do obliczenia reakcji podłoża w podporach przyjęto, iż żuraw 
znajduje się w następujących warunkach: 
– wyposażony jest w wysięgniki w1 i w2 oraz ramiona teleskopowe 

t1, t2, t3, t4, t5, t6 ustawione poziomo do podłoża (wysięgniki i ra-
miona teleskopowe są poddane najmniej korzystnym obciąże-
niom); 

– kąt obrotu kolumny żurawia zawiera się w przedziale  
φk = 0 ÷360°; 

– w badaniach symulacyjnych przyjęto, że żuraw nie jest poddany 
działaniu siły parcia wiatru (prędkość wiatru jest mniejsza od 
ϑw< 8,3 m i jest pominięta); 

– ruchy robocze żurawia są sterowane płynnie, stąd przyjęto, że 
siły bezwładności mogą być pominięte; 

– maksymalny moment udźwigu wynosi MQ = 10 kT. 
Poniżej przedstawiono wybrane wyniki uzyskane z wykorzysta-

niem badań symulacyjnych w systemie CAD/CAE oraz opracowanej 
aplikacji numerycznej. Na rysunku 7 pokazano wpływ położenia 
środka ciężkości żurawia Wu na wartość reakcji w podporze S1. 

 

 
Rys. 7. Wartość reakcji pionowej 

1yR = )),((
uu WWu zxWf }, dla 

Gu = 144,9 kN, Gl = 36 kN 
 

Wielkość reakcji 
1yR  zmienia się w szerokim przedziale  

od 0 do Gu = 144,9 kN. Dla małych wartości pionowych reakcji 
1yR  

stateczność żurawia jest zagrożona, szczególnie wtedy gdy środek 
ciężkości Wu znajduje się w pobliżu podpory S2 oraz wzdłuż krawę-
dzi wywrotu S1S2 lub S2S3. 
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Z kolei na rysunku 8 pokazano kształtowanie wartości reakcji 
pionowych podłoża dla żurawia przenoszącego ładunek o masie 
ml = 2200 kg i wysięgu lw = 4 m. W całym cyklu pracy, żuraw stał na 
wszystkich podporach (wszystkie reakcje są dodatnie), a więc układ 
jest stateczny. Jednakże zaobserwowano niebezpieczną strefę 
wzdłuż krawędzi wywrotu S1S4, w przedziale czasowym 

t = 10÷16 s. W strefie tej wartości reakcji 
2yR oraz 

3yR są bardzo 

małe, a więc jest zagrożony kontakt w podporze S2 i S3. 
 

Reakcje podłoża w podporach żurawia
Ry1, Ry2, Ry3, Ry4 = f(t) dla Gl=36 kN i lw=2,6 m
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Rys. 8. Reakcje podłoża na układ podporowy żurawia przy przeno-
szeniu ładunku o masie ml = 3600 kg i wysięgu żurawia lw = 2,6 m 

2.2. Obwiednie toru ładunku 

Na podstawie przeprowadzonych badań symulacyjnych oraz 
obliczeń numerycznych, można wyznaczyć obwiednie toru ładunku 

l w funkcji kąta obrotu k kolumny żurawia, dla masy przenoszo-
nego ładunku Ql oraz wysięgu żurawia lw. W przykładzie pokazanym 
na rysunku 9, obwiednie te wyznaczono w płaszczyźnie poziomej 

przy największym wysięgu żurawia max
wl dla zadanego udźwigu Ql. 

x

z

O

l: Ql = 625kg,
lw=const= 16,0m

Bezpieczna strefa robocza

Wu: ml= 625 kg,
lw = 16 m

l: Ql = 320kg,
lw = const= 9,255 m

l: Ql = 625kg,
lw = var = 9,255 - 16 m

Lx = 10,1 m

Lz = 5,9 m
s

Wu: ml = 320 kg,
lw = 16 m

 
Rys. 9. Obwiednie toru ładunku dla udźwigów Ql = 320÷625 kg 
i lw = 9,255÷16 m 

 

Obwiednie l, toru ładunku Ql = 320 kg i Ql = 625 kg i wysięgu 
lw = 16 m, są okręgami. Jednakże w przypadku przenoszenia ładun-

ku Ql = 625 kg, w zakresie kąta obrotu kolumny k = 175°÷355°, 
środek masy Wu układu żurawia znajduje się w obszarze utraty 
stateczności. W tej strefie podpory S2 i S3 utraciły by kontakt 

z podłożem (
2yR =

3yR = 0 N) co spowodowało by wywrócenie się 

żurawia względem krawędzi wywrotowej S1S4. Aby temu zapobiec 
w zagrożonej strefie zmniejszono wysięg żurawia do wartości 

lw = 9.225 m, przy kącie obrotu kolumny k = 270°. 
W celu uniknięcia kolizji, pomiędzy przenoszonym ładunkiem a 

pojazdem samochodowym, wyznaczono obszar o wymiarach 
Lx = 10,1 m i Lz = 5,9 m - uwzględniający wymiar gabarytowy s 
przenoszonego ładunku. Zaznaczona na rysunku 9 bezpieczna 
strefa robocza pozwala na stabilną pracę układu żurawia przy prze-

noszeniu ładunków o masie do Ql = 625 kg i wysięgu max
wl = 16 m. 

Analogiczne wyznaczono obwiednie dla udźwigów zmieniają-
cych się w zakresie od Ql = 320 kg do Ql = 1730 kg (Rys. 10). 

 

x

z

O

Wu: ml= 625 kg,
lw = 16 m

l: Ql = 625kg,
lw = var = 9,255 - 16 m

Lx = 10,1 m

Lz = 5,9 m
s

l: Ql = 1730 kg,
lw = var = 4,57 - 8,22 m

Bezpieczna strefa robocza

l: Ql = 700 kg,
lw = var = 9,05 - 14,42 m

l: Ql = 800kg,
lw = var = 8,2 - 12,32 m

l: Ql = 320kg,
lw = const = 16 m

l: Ql = 1130 kg,
lw = var = 7,24 - 10,22 m

 
Rys. 10. Obwiednie toru ładunku dla udźwigów Ql = 320÷1730 kg 
i wysięgów lw = 4,57÷16 m 
 

Dzięki znajomości granicznych obwiedni l toru ładunku można 
zapewnić stabilną pracę żurawia w zależności od jego udźwigu Ql 
oraz wysięgu lw. 

PODSUMOWANIE 

W niniejszej artykule przedstawiono metodę obliczenia reakcji 
podłoża układu podporowego żurawia w całym zakresie jego pracy. 
Przeprowadzono weryfikację modelu matematycznego z wykorzy-
staniem metody elementów skończonych MES. Uzyskane wyniki 
obliczeń numerycznych wykorzystano do analizy stateczności ukła-
du przeładunkowego żurawia samojezdnego dla wybranych konfigu-
racji i warunków pracy.  

Znajomość przedstawionych w pracy zależności można wyko-
rzystać przy projektowaniu układu podporowego żurawia oraz au-
tomatycznego systemu do kontroli stabilności układu podczas pra-
cy. Kontrola stabilności może odbywa się automatycznie i w sposób 
ciągły, pozwalając operatorowi na pełną koncentrację na wykony-
wanych czynnościach, ponieważ dynamiczne tworzenie obwiedni 
ładunku w zależności od pozycji środka ciężkości układu żurawia 
umożliwia w pełni bezpieczną pracę w każdych warunkach. 
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Support system reactions in the assessment  
of mobile crane stability 

The article presents a method for computing the ground 

reaction forces of the crane support system in the entire op-

erating range. A verification of the mathematical model was 

performed using the finite element method. The results of 

numerical computations were used to analyze the stability of 

the mobile crane load handling system for selected configu-

rations and operating conditions. The results of the simula-

tion show changes of the reaction forces in the support sys-

tem and the envelope of the load path for given load capaci-

ties and reach of the crane. 
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