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Macierze odwrotne. Cze$é 1 — definicje, wlasnosci, wyznaczanie
macierzy odwrotnych z definicji

Streszczenie. Artykul przeznaczony jest dla studentéw kierunkéw inzynierskich potrzebuja-
cych bazowej wiedzy z algebry liniowej i omawia pojecie macierzy odwrotnej bez odwolywania sie
do przestrzeni liniowych. Definicja macierzy odwrotnej zostata doktadnie omoéwiona i zilustrowa-
na przyktadami. Podano najwazniejsze wlasnosci i twierdzenia wraz z wyja$nieniami i dowodami.
Pokazano, jak wykorzysta¢ definicje macierzy odwrotnej do jej wyznaczania. Oprocz przyktadow
rozwigzanych krok po kroku podane zostaly zadania do samodzielnego rozwigzania wraz z odpo-
wiedziami.

Stowa kluczowe: macierz, macierz odwracalna, macierz odwrotna, odwracanie macierzy.

1. Definicja macierzy odwrotnej oraz co z niej wynika, a co nie

W pracy do zapisu macierzy stosowane sg wielkie litery pisane czcionka bold oraz nawiasy kwadrato-
we. Matymi literami oznaczane sa elementy macierzy.

ailr a2 ... Qipn
az1 Qa2 ... Q2p . .
A =[a;j]n = — oznacza macierz kwadratowa stopnia n.
J - . . .
apl Ap2 ... GQpp

Elementami macierzy moga by¢ zaréwno liczby rzeczywiste, jak i zespolone.

Zakladamy, ze Czytelnik zna podstawowe pojecia zwigzane z macierzami i wyznacznikami, potrafi
wykonywa¢ dzialania na macierzach (mnozenie macierzy jest szczegblnie wazne) oraz obliczaé¢ wyznacz-
niki. Potrzebna wiedze Czytelnik moze znalez¢ w podrecznikach algebry liniowej na przyktad [4], [3].
Natomiast w ksiazce [2] podane sa bardziej zaawansowane wiadomosci, w ktorych macierze odwrotne
omawiane sa w kontekscie przestrzeni liniowych.

Autor korespondencyjny: K.Adrianowicz (katarzyna.adrianowicz@polsl.pl).
Data wplyniecia: 08.08.2023.
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Definicja 1. Jezeli dla macierzy kwadratowej A, stopnia n, istnieje macierz B, ktdra spetnia zaleznosé

A-B=B-A=1I,, (1)

gdzie I, oznacza macierz jednostkowq stopnia n, to macierz A nazywamy odwracalng, a macierz B

nazywamy macierzg odwrotng do macierzy A i oznaczamy AL,

Zatem, jezeli macierz A jest odwracalna, to istnieje A~' i zachodzi A - A1 =A"1.- A =1

Ponizej podajemy kilka istotnych uwag dotyczacych powyzszej definicji.

1.

Z podanej definicji wynika, ze tylko macierze kwadratowe moga mie¢ odwrotne.

. Z definicji nie mozna wnioskowaé, ze jezeli macierz jest kwadratowa, to ma odwrotna/

Wiadomo skadinad (uscisli to podane poZniej twierdzenie 2), ze sg takie macierze kwadratowe, ktore
odwrotnych nie maja.

Macierz A1 jest macierza kwadratowa tego samego stopnia co macierz A. W przeciwnym razie
mnozenie A - A~! nie byloby wykonalne.

Zapis A~! jest jedynie sposobem oznaczania macierzy odwrotnej. Pomimo ze wyglada jak potego-
wanie nie oznacza podnoszenia do potegi!

Jezeli macierz B jest macierza odwrotng do A (A~! = B) to réwnoczesnie A jest odwrotna do B
(B~! = A). Macierze A i B sa wzajemnie odwrotne.

Podana definicja pozwala na latwe sprawdzenie, czy jedna ze znanych macierzy jest odwrotna do

drugiej.
-1 0 1 1 0 0 -1 1
1 1 10 -1 0 2 -1
Przyklad 1. Sprawdzmy, czy macierz A = jest odwrotnado B =
01 11 1 1 -1 0
11 1 1 0 -1 0 1
W tym celu wystarczy wykonaé mnozenie:
(-1 0 1 1 0 0 -1 1] [t o o o]
1 11 -1 2 -1 1
A.B— 0] 0 _ 0 0 0 _1,
01 1 1 1 1 -1 0 0 010
1111 0 -1 0 1] [0 0 0 1]
o o0 -1 1] [-1 0 1 1] [t 0 0 O]
B.A— -1 0o 2 -1 1110 _ 01 00 _1,.
1 1 -1 0 01 11 0 010
| 0 -1 0 1 11 1 1] 0 0 0 1

Dostalismy macierze jednostkowe, wiec spelniony jest warunek (1) definicji, czyli macierz A jest macierza
odwrotng do B tzn. A = B!,
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3 2

Przyklad 2. Sprawdzmy, czy macierze A; = [ 41

[
e
=
|
L — |
|

W= Qo=
— Nl

] sa wzajemnie odwrotne.

Obliczajac iloczyn Aj - By, otrzymujemy:

SREE

Nie trzeba oblicza¢ drugiego iloczynu B; - Aj, bo juz Aj - By nie spetnia warunku (1) . Wystarczyto

= o=
—_ N[
1
Il
| —
|
==
m‘@ﬂk\m
|
= Nt
[

obliczy¢ jeden element macierzy A; - B;, aby przekonacé sie, ze nie bedzie to macierz jednostkowa, czyli
ani macierz A nie jest odwrotna do Bi, ani B nie jest odwrotna do A;.

Z definicji macierzy odwrotnej nie da sie wywnioskowaé, ile macierzy B moze spelnia¢ warunek (1).
Jednak ponizsze twierdzenie udcisla — taka macierz, jesli istnieje, to jest tylko jedna.

Twierdzenie 1. Jezeli dwie macierze By i By sq odwrotne do macierzy A, to sq identyczne B, = Bs.

Dowdd. Skoro B jest odwrotna do A, to By - A =1, gdzie I to macierz jednostkowa tego samego stopnia
co pozostate. Mnozac obie strony tej réwnosci z prawej strony przez macierz By, otrzymujemy

Bi-A=1 | By,
(B1-A)-By,=1By,
B; - (A-B3) = B.,.
Poniewaz Bs jako odwrotna do A spelia A - B, = I, wiec
B, = B..

O

W uwagach do definicji znalazto si¢ stwierdzenie 2 moéwiace, ze sa takie macierze kwadratowe, ktore
nie maja odwrotnych.

2 01
Przyklad 3. Macierz A = |—1 0 2| nie jest macierza odwracalng — nie ma odwrotnej.
3 01
bir bz b3
Niech B = |b31 bos be3| oznacza dowolng macierz stopnia trzeciego.

bs1 b3z b33
Poniewaz w macierzy A druga kolumna sklada sie z samych zer, to w iloczynie macierzy A - B druga

kolumna tez bedzie sktada¢ sie z samych zer (nie ma potrzeby wyliczania pozostaltych elementow):

B-A= b21 622 b23 -l-1 0 2| = 0
b31 b32 b33 3 0 1 0
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1 00
To znaczy,ze B-A#I1= |0 1 0f.
0 0 1

Czyli dla zadnej macierzy stopnia trzeciego nie jest spelniony warunek (1) definicji i macierz A nie
jest odwracalna.

Jak sprawdzié, czy rozwazana macierz ma odwrotna, w inny sposéb niz probujac ja wyliczy¢?
Wygodnym i tatwym sposobem jest wykorzystanie ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Macierz kwadratowa A jest macierzq odwracalng wtedy i tylko wtedy, gdy jest macierzq
nieosobliwg, czyli ma wyznacznik det A rozny od zera.

Dowad. Latwo wykazac, ze z odwracalno$ci macierzy wynika jej nieosobliwosé.
Skoro macierz A jest odwracalna, to A - A~! = I. Wiadomo, ze detI = 1, wiec det(A - A~1) =1 # 0.
Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego! det(A - A~!) = det A - det A= # 0, czyli det A # 0.

Do udowodnienia, ze kazda nieosobliwa macierz jest odwracalna, mozna wykorzystaé¢ przeksztatcenia
elementarne lub dopelnienia algebraiczne. Oba te pojecia omawiane sa w drugiej czeSci pracy. Tam
réwniez znajdzie sie uzasadnienie prawdziwosci podanego twierdzenia. Dow6d w oparciu o przeksztalcenia
elementarne mozna znalez¢ w pracy [1] na str. 95, a dowdd wykorzystujacy dopelnienia algebraiczne w [2]
na str. 240. ]

Matematycznie, mozna powiedzie¢, ze warunkiem koniecznym do tego, aby macierz byta odwra-
calna jest, aby byta kwadratowa. Natomiast warunkiem wystarczajacym jest, aby byta nieosobliwa.

Przyklad 4. Sprawdzié¢, ktére z podanych macierzy sa odwracalne:

3 2 10
1 0 1 3 2 1 0
A 23A 0 2 0], A 0321A 01 2 3
1= y 432 = ) A3 = s 424 =
4 6 00 3 2
1 0 1 1 1 1 1
00 0 3

Juz na pierwszy rzut oka wida¢, ze macierz A4 nie jest kwadratowa, wiec nie spelnia warunku ko-
niecznego, czyli nie moze by¢ odwracalna.
Pozostale macierze sa kwadratowe, czyli spetniaja warunek konieczny. Aby sprawdzié, czy spelniaja row-
niez warunek wystarczajacy, trzeba obliczy¢ ich wyznaczniki.

Krotki kurs obliczania wyznacznikow podany jest w [5].

Macierze A; i As nie sa odwracalne, poniewaz det A; = 01i det As = 0. det Az = 34, wiec macierz
A3 jest odwracalna i istnieje Ag ! Osobnym problemem jest znalezienie macierzy As 1

Istnieje kilka sposobéw wyliczania macierzy odwrotnych. W tej pracy omawiamy wyznaczanie macie-
rzy odwrotnych z definicji.

1 Dla macierzy kwadratowych A i B tego samego stopnia zachodzi det(AB) = det A - det B.
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2. Wyznaczanie macierzy odwrotnej z definicji

Majac dang macierz A, znamy jej stopiefi i jej wszystkie elementy. Szukana macierz odwrotna A~!,
zgodnie z definicja, ma ten sam stopien co A i spelnia réwnosé (1). Mozemy potraktowac elementy
macierzy A~! jako niewiadome, a zaleznos$é¢ (1) przeksztalci¢ w uklad réwnan i rozwigzaé go.

Przyjrzyjmy sie, jak to dziala, rozwiazujac przyktad.

Przyklad 5. Znale7¢ macierz odwrotna do macierzy A = [_i 2] .
Poniewaz macierz A jest stopnia drugiego, to szukana macierz A~! tez bedzie miata wymiar 2 x 2.
Bedzie sie skladaé¢ z czterech elementéw, ktore traktujemy jako niewiadome A~1 = [z ﬂ .
Aby A~! byla odwrotng do A musi spelnia¢ warunek (1) definicji

A'A_l ::[27 (2)

SEbY

Po wymnozeniu macierzy po lewej stronie otrzymujemy

:E ﬂ.

RoOwnosé macierzy oznacza, ze ich elementy sa identyczne (réwne), czyli

czyli

2¢ +3z 2y + 3t
—x+2z —y+2t

2r+32z=1
2y+3t=0
—x+22=0
—y+2t=1

W ten sposob wyjsciowe rownanie macierzowe (3) zamieniliSmy na uklad rownan liniowych, latwy do
rozwigzania.

Ten uklad mozna rozdzieli¢ na dwa niezalezne uktady:

) 20 +3z=1 b) 204+ 3t=0
a
—x+22=0 —y+2t=1

Kazdy z nich da sie rozwiazaé, stosujac dowolna znana metode — podstawiania, przeciwnych wspoétczyn-
nikéw lub wyznacznikowa. Po wyznaczeniu wartosci poszukiwanych niewiadomych

— _ 3

_ 2
t=73

a) b)

NN\

z =

mozna zbudowaé¢ z nich macierz

|
—
Il
| —
IS
L s
Il
L —
= =N
|
ENINEN{3Y
—_
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Ostatnim krokiem przy wyznaczaniu macierzy odwrotnej powinno byé¢ zawsze? sprawdzenie, czy rze-
)

czywiscie otrzymana macierz spekia (2).
2 1
_ 3| _ 0] _ L.
-1 2 0 1

2 3 1 0
A-A= . = =L, Al A=
-1 2 0 1
Sprawdzenie® wypadlo pozytywnie, macierz odwrotna zostala znaleziona.

Zobaczmy, jak wyglada stosowanie definicji do wyznaczania macierzy odwrotnej dla macierzy stopnia
trzeciego.

= o
ENITCEN [V
= 3o
~IN W

2 -1 1
Przyklad 6. Znale7¢ macierz odwrotng do macierzy B = |0 1 2
3 -2 -1

a b c

Szukamy macierzy trzeciego stopnia: B™' = |d e f

g h 1

Roéwnanie macierzowe, wynikajace z definicji
B-B ! =1,

3 -2 -1 g h i
jest rownowazne roéwnaniu
2a—d+g 2b—e+h 2c—f+i

1 0 0
d+2g e+ 2h f+2i| =10 1 0
3a—2d—g 3b—2e—h 3c—2f—1i 0 0 1

Wynika z niego ukltad dziewieciu réwnan liniowych o dziewieciu niewiadomych, ktéry mozna rozdzielié
na trzy czesc:

20 —d+g=1 2b—e+h=0 2c—f+1=0
a)Sd+2g=0 b){e+2h=1 ) f+2i=0
3a—2d—g=0 3b—2e—h=0 3c—2f—i=1

Rozwigzujemy te uktady réwnan, wyliczajac wszystkie dziewieé¢ niewiadomych:

a:—]_ b:1

c=1

2 Zgodnie z zasada: kazdy moze sie pomyli¢, ale inzynierem nie powinien zosta¢ ktos, kto nie weryfikuje swoich obliczen.
3 Majac pewnoéé, ze macierz jest odwracalna wystarczy sprawdzi¢ tylko jedna z réwnoéci A- A~ =TIlub A~1.- A =1.
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-1 1 1
Z wyliczonych elementéw budujemy macierz B~! = [ -2 g % i po wykonaniu sprawdzenia:
1 2
I =5 -3
2 -1 1] [-1 1 1] [1 0 o
B-B'=|0 1 2/-|-2 2 4/ =010
3 -2 -1 1 -1 -2 0 0 1
mamy pewnosé, ze znaleziona macierz jest macierza odwrotna do B.
2 2 1]
Przyklad 7. Znale7¢ macierz odwrotng do macierzy C= |1 1 -2
11 0
2 2 1] Ja b ¢] [1 00
Zgodnie z definicja mamy C-C~' = [1 1 -2 e fl=10 1 )
1 1 0 h i 0 0 1
Po wykonaniu mnozenia
2a+2d+g 2b+2e+h 2c+2f+i 1 00
a+d—29g b+e—2h c+f—-2¢| =0 1 O
a+d b+e c+ f 0 0 1
musimy wyliczy¢ dziewie¢ niewiadomych z nastepujacych rownan:
2a+2d+g=1 2b+2e+h=0 2c+2f4+i=0
a){a+d—2g=0 b){b+e—2h=1 c)dc+f—-2i=0
a+d=0 b+e=0 c+f=1
Skupmy sie na pierwszym ukladzie. Podstawiajac d = —a (wyznaczone z trzeciego rownania) do pierw-

szego i do drugiego réwnania otrzymujemy

20 —2a+g=1
a—a—29=0
d=—a

Z pierwszego rownania wynika, ze g = 1, a z drugiego, ze g = 0 — SPRZECZNOSC.

7 otrzymanej sprzecznosci jednoznacznie wynika, ze badana macierz nie jest odwracalna, nie ma
macierzy odwrotnej!

Moglismy oszczedzi¢ sobie pracy, gdyby$my na poczatku zadania sprawdzili, czy spelniony jest waru-
nek wystarczajacy istnienia macierzy odwrotnej, czyli czy podana macierz jest nieosobliwa (ma wyznacz-
nik r6zny od zera). W tym przykladzie macierz C jest osobliwa, bo det C = 0.

W przypadku macierzy stopnia czwartego (lub wyzszych) wyznaczanie macierzy odwrotnej przebiega
bardzo podobnie. R6zni sie jedynie liczba réwnan liniowych, ktére trzeba rozwigzaé. W przypadku ma-
cierzy stopnia czwartego jest to szesnascie réwnan z szesnastoma niewiadomymi. Dla macierzy stopnia
piatego — 25 réwnan i niewiadomych.

Przy stosowaniu definicji do wyznaczania macierzy odwrotnej do macierzy stopnia n, nalezy rozwiazac

uklad majacy n? réwnan liniowych i tyle samo niewiadomych.
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3. Wlasnosci macierzy odwrotnych

W tym rozdziale przytaczamy kilka wlasnoéci macierzy odwrotnych, ktére moga utatwiaé ich oblicza-
nie w szczeg6lnych przypadkach.

Twierdzenie 3. Dla nieosobliwej macierzy kwadratowej stopnia drugiego A = [a 1 macierz odwrotna

ma postac
1 d —
Al= —— . 4
det A [—c a] )

Dowdd. 7 zatozenia, ze macierz A jest nieosobliwa wynika, ze jest odwracalna i det A # 0.
Wyznacznik det A = ad — be, zatem:

__1_ab'1 d—b_ab_l d —b|
A-A _lc d} detAl—c al e d| ad—be |—c al

d b ad be ab ba [ i

a b . ad—bc " ad—bc| _ | ad—bc ~ ad—bc ~ ad—bc + ad—bc | — Lo
c d __c a - cd _ _dc __c¢b _ _da - 0 1 ’

ad—bc ad—be ad—bc ad—bc ad—bc — ad—bc L 1

oraz
d b a b ad __ _cb bd __ _bd '1 0_
A*l A = ad—bc ad—bc | . _ ad—bc ad—bc ad—bc ad—bc _

- c a - ac ca be ad - :

" ad—bc ad—bc c d " ad—bc + ad—bc ~ ad—bc + ad—bc _0 1_

T detA

d —b
Tloczyny A - A~'i A~!. A s3 macierzami jednostkowymi, wiec macierz A~! = -1 [ ] spelnia
definicje macierzy odwrotnej.

O

Twierdzenie 3 pozwala blyskawicznie wyznaczaé¢ macierze odwrotne do macierzy stopnia drugiego.

1 2
Przyklad 8. Znalez¢ macierz odwrotng do A = [3 5] .

Wyznacznik det A=1-5—-3-2=—1.

Wystarczy podstawi¢ elementy danej macierzy do wzoru (4):

FET I |5 2
-3 1 3 -1

Sprawdzenie

dowodzi, ze obliczenia sa poprawne.
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Twierdzenie 4. Jezeli macierz A jest odwracalna, to A~! tez jest odwracalna i (A~1)~1 = A.

Dowdd. Poniewaz prawdziwe sa zaleznosci
AT A=A AT =T, AT A=A (AT =T,

wiec macierz A~! jest odwracalna i (A7)~ = A. O

Twierdzenie 5. Jezeli A jest macierzg odwracalng, a k jest liczbg rézng od zera, to kA jest macierzq
odwracalng i (kA)™' = tA~L.

Dowdd. Niech A jest macierza odwracalng i k # 0. Wtedy
1.4 1 .
(kA) - EA :k-E~A~A =1-1.=1 oraz

1 1
<kA‘1>-(k:A):k-k-A‘l-Azl-I:I,

czyli spetnione sg warunki definicji macierzy odwrotne;j. O

-1
1 2 - 2 2 2v2
Przyklad 9. Wiedzac, ze [3 ] = [ 5 _1] , znalez¢ macierz odwrotng do D = [3\55 512] .

Wystarczy zauwazyé, ze

V2 2v/2 1 2
D:Ls\/? 5\/512\[2'[3 5]

i na mocy powyzszego twierdzenia

bt | V2 Qﬁ_l_i -5 2| -3
T3v2 5v2l VR 3 -1 | & L

2

S-Sl

Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze warunki z definicji sa spelnione.

2 -1 1
Przyklad 10. Znalezé macierz X wiedzac, ze 3X ! = B, gdy B = |0 1 2| jest macierzg z przy-
3 -2 -1

ktadu 6.
Wykorzystujac twierdzenia 4 i 5 mozemy przeksztalci¢ réwnanie 3X~! = B:
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Macierz B~! zostala wyliczona w przyktadzie 6, stad

-1 1 1 -3 3 3
X=3B"'=3|-2 2 2/=|-6 5 4
1 -1 -2 3 -1 -2

Twierdzenie 6. Jezeli macierze A i B sq macierzami kwadratowymi tego samego stopnia i obie sq

odwracalne, to ich iloczyn A - B tez jest macierzq odwracalng i (A -B)~! =B 1AL,
Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze spelniony jest warunek (1) z definicji:
(A-B)- B A H)=A-B-BH) A=A T A'=A-A"=1

Bt AH(A-B)=B'-A' A-B=B!''I-B=B ! B=1L

O

Powyzsze twierdzenie 6 mozna uogélni¢ — iloczyn skoriczonej lub przeliczalnej liczby macierzy od-

wracalnych tego samego stopnia jest macierza odwracalng, a macierz odwrotna do takiego iloczynu jest

iloczynem macierzy odwrotnych pomnozonych w odwrotnej kolejnosci:
(Ap-Ag .. A P =A - AT AT

d 0 0... 0

0 do ... O
Twierdzenie 7. Jezeli w macierzy diagonalnej D = | . . .| wszystkie elementy dyi,do, . ..
0o 0 ... d,
na przekgtnej gtownej sq rézne od zera, to
£ 0 0... 0
1
. 0 = 0
1
0 0 .
Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze
di 0 0... 0] [ 0 0... 0
0 do ... 0O 0 -+ 0
D-D'=| ] i 2 =I, oraz D !'.-D=I,.
1
0o 0 ... d, 0o 0 ... &

3.0 0 0 $ 0 0 0
) _1
Przyklad 11. Macierz odwrotna do macierzy D = 0 (1) 0 to D7t = 0 -3 00
00 3 0 0 0 3 0
0o 0 0 -1 0 0 0 -2

dn
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4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:

3 0 12 -3 V3
A= , b) B = , C= .
a) 0 1] ) 3 4} ) 2/2 6]
d)D:- c?sa sina) ) E = 221 2—1—2:7 £) F— 2z 3x'
—sina  cosa 2—1 -3 4x bdx
Zadanie 2. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:
2 3 0 10 1 4 -4 2
a)A= 1|0 1 1], by B=| 0 1 0], c) C= |2 6 0].
0 0 -1 -1 0 1 0 -2 0
Zadanie 3. Wyznacz macierz X, jezeli wiadomo ze:
-2 0 0 6 0 O 0 —4
a) X" 1= 0 1], b) (%X)_1 =0 -4 0f, c) 4X 1 = [3 61'
3 -1 0 0 10
5. Odpowiedzi
Odpowiedz 1.
L Lo L |2 _ -t 5
a)A1:|f6 1l b)Blz 3 1] C)Clz 2 35\/\/55
2 2 5vV3  10V3
d) D-1_ cosa —sina e) E-1_ -3 —2-—1 F) F— f% % ‘
sin av cosar|’ —241 2|’ % —%
Odpowiedz 2.
i Lo - 04
a)A~'=|0 1 1, b)B'=|0 1 o], c)Cl=10 o0 -
0 0 -1 % 0 % % L
Odpowiedz 3.
—1
-2 0 0 6 0 0 0
a)X=XH"'=| L 1 1} b)X=2-10 -4 0f =]0 —%
-3 2 -3 0 0 10 0 0

a= O O
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