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Numeryczne otrzymywanie rozkladu
Fermiego-Diraca z definicji zespotu kanonicznego

Streszczenie: Praca przedstawia kilka prob wyliczenia rozktadu Fermiego-Diraca na podstawie de-
finicji zespotu kanonicznego. Rozpatruje prosty model kwantowy, do ktérego rozwigzania zastoso-
wano metody kombinatoryczne, metode Monte-Carlo i jej modyfikacje, zwang metodg Metropolisa.
Pogladowe wyniki majg duzg wartos¢ dydaktyczng.

Stowa kluczowe: rozktad Fermiego-Diraca, metoda Monte Carlo, metoda Metropolisa.

Obtaining the numeric Fermi-Dirac decomposition from the definition of the canonical

ensamble

Summary: This paper presents several attempts to calculate the Fermi-Dirac distribution based on
the canonical ensemble definition. The calculation is based on a simple quantum model, for which
combinatorial algorithms, the Monte-Carlo method and its modification called the Metropolis algo-
rithmwere used. The illustrative results are of great value in teaching.

Keywords: Fermi-Dirac distribution, Monte Carlo method, Metropolis algorithm.

1. Wstep

Fizyka statystyczna powstata pod koniec XIX wieku. Proponuje ona formalizm do opisu
uktadow o duzej liczbie czastek. Jejideg jest uzywanie argumentow probabilistycznych
w sytuacjach, kiedy zbyt duze skomplikowanie uktadu nie pozwala stosowac rozwigzan
sprawdzajacych sie dla jednej czy kilku czastek - rownan podstawowych, czyli réwnan
Newtona lub Schroédingera. Z tego punktu widzenia nieistotne stajg sie szczegoty od-
dziatywania pomiedzy sktadowymi uktadu, czyli pojedynczymi czgstkami, natomiast
kluczowe stajg sie parametry makroskopowe, w szczegélnosci energia. Jednym z narze-
dzi uzywanych w fizyce statystycznej jest tzw. zespot kanoniczny [2].

Podejscie zwigzane z zespotem kanonicznym polega na umieszczeniu modelu w oto-
czeniu o danej temperaturze T. Otoczenie to czesto nazywane jest termostatem lub ka-
pielg cieplng. Szczegdty oddziatywania miedzy uktadem i otoczeniem nie sg znane - co
wiecej, mozna sie spodziewac, ze zalezg od wewnetrznej budowy ciat i sposobu kontaktu
miedzy nimi. Zakiada sie jednak, ze przeptyw energii nie niszczy mozliwosci okreslenia
energii uktadu: oznacza to, ze jego hamiltonian H jest dobrze okreslony.
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W trakcie wymiany energii z otoczeniem uktad ewoluuje zgodnie zrownaniem ruchu,
jednak ze wzgledu na niepetng informacje nie mozna doktadnie przewidzie¢ jego sta-
nu. W przypadku istnienia wielu instancji uktadu kazda bedzie zachowywac sie inaczej.
Wprowadza sie postulat mowigcy, jaki bedzie ,usredniony” stan uktadu:

_ep{i} _Tep {72} 100 el
T Trexp {%} 5, exp{ %}

(2)

gdzie kjest statg Bolzmanna, a oobazg wektoréw wtasnych hamiltonianu. Mianownik tego
wyrazenia nosi nazwe sumy statystycznej i oznaczany jest symbolem Z.

Pierwotnie rozktad ten zapisany zostat przez Gibbsa [1] dla mechaniki klasycznej,
natomiast powyzsza formuta dotyczy stanéw mieszanych wystepujgcych w mechanice
kwantowej. Pomimo ze formalizm ten mozna stosowa¢ w mechanice klasycznej, to za-
sadniczo fizyka statystyczna jest teorig kwantowg i w tym jezyku przedstawione zostang
ponizej zaréwno zatozenia zespotu kanonicznego, jak i rozpatrywany model. Co wiecej,
w przypadku gdy operator energii H ma dyskretne widmo - tak jest dla wielu modeli me-
chaniki kwantowej - podejscie kwantowe wydaje sie bardziej naturalne od klasycznego.

Powyzsza formuta polega na odnalezieniu wszystkich stanéw uktadu, nastepnie okre-
Sleniuich energii Eiodnalezieniu wag"

exp {%} (2)

Nazywane sg one w literaturze czynnikami Boltzmanna lub Gibbsa. Po unormowaniu sta-
nowig prawdopodobienstwo, ze uktad zanurzony w termostacie o temperaturze T bedzie
znajdowat sie w danym stanie. Odnalezienie wszystkich stanéw polega na rozwigzaniu
stacjonarnego rownania Schrodingera - w przypadku uktadu wieloczgstkowego o nietry-
wialnym oddziatywaniu miedzy czgstkami jest to zwykle trudne zadanie.

Podejscie to uzyskato jednak duze sukcesy, w przypadku gdy w pewnym sensie moz-
na zaniedba¢ oddziatywanie miedzy czastkami uktadu. Energia uktadu catkowitego jest
wtedy sumg energii poszczegodlnych sktadnikéw. Wtedy znalezienie wszystkich stanéw
uktadu sprowadza sie do problemu kombinatorycznego i polega na sktadaniu kolejnych
instancji ze stanow jednoczgstkowych. Dla ustalenia terminologii: energia stanu sktado-
wego, jednoczastkowego nazywana bedzie poziomem energetycznym, stan ztozony be-
dzie okreslany mianem konfiguracji lub tak jak powyzej - stanem.

Dodatkowym zatozeniem rozpatrywanego modelu bedzie zakaz Pauliego - najednym
poziomie energetycznym moze znajdowac sie tylko jedna czgstka. Nierozréznialnos¢ obo-
wigzuje, w przypadku gdy majg one jednakowe poziomy energetyczne. W przypadku n
poziomow i k czgstek mozliwych konfiguracji bedzie tyle, ile kombinacji bez powtdrzen:

1 W przypadku srednich dla obserwabli, ktére w reprezentacji energetycznej sg dioagonalne, liczenie $ladu spro-
wadza sie do obliczenia $redniej wazonej, gdzie wspoétczynniki Boltzmanna sg wagami.
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n _ I']/
(k)_an—M! )

Powyzsza formuta jest rowna wspotrzednym trojkata Pascala i nawet dla niewielkich
ki n moga by¢ to duze liczby. Wydaje sie, ze mozna do realizacji problemu napisa¢ od-
powiedni program komputerowy, ktéry wykona prace polegajaca na wyszukiwaniu po-
trzebnych konfiguracji.

W minimalnym sensownym przyktadzie, czylidlan =4 ik =2, mamy 6 mozliwych kom-
binacji:

E .

3

N

E 3 3 5 5 6 7

C

Rys. 1. Mozliwe konfiguracje (rozktady) k = 2 czastek na n = 4 poziomach

W najprostszym przypadku, gdy energie rowne sg E =1, 2, 3, 4, mozna tatwo obliczy¢ ener-
gie catkowite i odpowiednie wagi. W pracy stosowana jest energetyczna skala tempera-
tur, dla ktdrej stata Boltzmanna jest rowna 1.

Majgc prawdopodobienstwa zaistnienia stanu, mozna w tatwy sposoéb policzy¢ $red-
nie zajetosci poziomu. Wyliczone warto$ci muszg znajdowac sie miedzy oa 1, bo opisywa-
ny jest zbiér fermionow.

n(E)
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Rys. 2. Dla niskich temperatur bliskich zera zajete sg dwa najnizsze stany
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Rys. 3. Rozktad n(E) dla wiekszej temperatury (kT = 0,5)
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Rys. 4. Dla duzej temperatury (kT = 10) prawdopodobienstwa obsadzenia kolejnych poziomow stajg
sie coraz bardziej zblizone

2. Charakterystyka modelu

Model zbudowany jest z k prawie nieoddziatujgcych identycznych uktadéw jednoczast-
kowych. Energia w uktadach jednoczgstkowych man mozliwych wartosciijest postaci:
Ei =i Eo, gdziei=0,..n-1. Takie cechowanie energii ma na celu uproszczenie wyrazen
obliczeniowych w kodzie programu. Uktad ztozony, zwany konfiguracja, ma energie
bedacg sumg energii uktadow. Zaktada sie dodatkowo, ze czastki podlegajg zakazowi
Pauliego.

Wedtug zatozen zespotu kanonicznego Gibbsa, przy zatozeniu, ze uktad kontaktuje sie
z termostatem o temperaturze T, stanem rownowagi termodynamicznej uktadu ztozone-
go jest macierz gestosci:
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p= o LI, {”il} (4)
{7}
Do okre$lenia powyzszego stanu mieszanego potrzebne sg wszystkie k-elementowe
konfiguracje, gdy kazda czastka ma do dyspozycji n poziomow.
Majac obserwable A, oblicza sie jej wartos¢ $rednig w stanie:
(A)=Tr(pA) (5)
W pracy badanymiobserwablamibedg obsadzeniai-tego poziomu: ni. Mogg one przyj-
mowac wartoéci 0i 1. Srednia w stanie réwnowagi termodynamicznej bedzie wynosi¢:
(n)-Tr(pn) (6)
Praktycznie stosowane modele, gdzie wystepuje rozktad Fermiego-Diraca, réznig sie
od powyzszego. Niemniej jednak mozna pokazac [3], ze w modelu elektronéw swobod-
nych w metalu Sommerfelda czy w modelach pasmowych rozktad obsadzen w funkcji
energii mozna przedstawi¢ w postaci:

n(E) = N(E)A(E) (7)
gdzie N(E) to rozktad gestosci stanow, a f(E) jest funkcjg rozktadu Fermiego-Diraca. Ma
ona dwa parametry: temperature oraz potencjat chemiczny y, ktérego wartosc zalezy od
liczby elektrondéw i struktury standw. Dla matych temperatur mozna przyjac, ze potencjat
chemiczny jest rowny energii Fermiego (najwyzej zajety poziom w konfiguracji odpowia-
dajacej T =0). Poniewaz w analizowanym modelu poziomy oddalone s3 o state wartosci,
gestosc stanow jest statg N(E) = const. Oznacza to, ze obliczony rozktad n,=n(E) jest row-
ny rozktadowi Fermiego-Diraca.

Rozktad Fermiego-Diraca oblicza sie zwykle, uzywajac wielkiego zespotu kanonicz-
nego - w tym rozktadzie pojawia sie pojecie potencjatu chemicznego. Postac rozktadu
wyraza sie poprzez wzor: ;

T epl E;_T“ (8)

fE)

Poniewaz osiggniete wyniki nalezato porownac z powyzszg formutg, za potencjat che-
miczny podstawiano energie Fermiego.

3. Rozwigzanie Sciste

W pierwszym etapie realizacji modelu napisano program komputerowy, ktéry znajdowat
wszystkie k-czgstkowe konfiguracje wybierane z n poziomow [4].

Zadanie to oznacza znajdowanie wszystkich k-elementowych kombinacji n-elemento-
wego zbioru. Ponizej znajduje sie kod klasy, ktéra sekwencyjnie udostepnia kolejne kombi-

nacje:

const int N=6;
const int K=3;
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struct Kombinacja
{
int tab[K];
void init () { for( int 1=0; 1i<K; i++ ) tab[i]l=1i; }
Kombinacja () { init(); }
bool nast();
int const operator[] ( int i ){ return tabl[i]; }

}s

bool Kombinacja::nast ()
{
int buf;
for( int 1i=0; 1i<K; 1i++ )
{
if( tab[K-1-i] != N-1-1i )
{
tab[K-1-1]++;
for( int j=K-i; j<K; j++ ) tabl[]j] = tab[j-1]1+1;
return true;
}
}
return false;
}
Przetadowany operator indeksowania tablicy umozliwia w prosty sposéb dostep do
elementow kombinacji:
Kombinacja komb;
do
{
for( int i=0; i<K; i++ ) cout << , , << komb[i];
cout << ,\n”;

} while( komb.nast () );

Po uzyskaniu kombinacji odpowiadajgcej konfiguracji uktadu liczona jest energia sta-
nu E jako sumaenergii zajetych poziomow. W trakcie tego procesu obliczanajest rowniez
wielkos¢ proporcjonalna do zajetosci poziomow:

M:Zm@@{jé} (9)

oraz suma statystyczna:
Z=Xexp {*%} (10)
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Koncowe prawdopodobienstwa (zajetosci) wyliczane byty nastepujgco:
(n) = % (11)

Ponizej przedstawiono uzyskane w ten sposob rozktady Fermiego-Diraca dla niewiel-
kichnik.
1

n(E) \ n=30
0,8 k=15
\ T=1.0
0,6 E_i=0.5%
0,4 \
0,2 \

0 5 10 15

Rys. 5. Rozktad n(E)dlan=30i k=15

Poniewaz liczba kombinacji szybko ros$nie z wielkoscig ni k, bezposrednie stosowanie
definicji zespotu kanonicznego, polegajace na zliczaniu wszystkich mozliwych kombina-
Cji, staje sie niemozliwe.

Oile przeliczenie modelu z n =25 k = 10 wymaga wygenerowania ok. 106 kombinacji,
o0 tyle powyzszy wykres (n =30 i k = 15) - ok. 1,5 x 108 kombinacji. Zwiekszenie rozmiaru

modelu wymaga zas wyjscia poza metody kombinatoryczne.

4. Lastosowanie metody Monte Carlo

Jedng z metod przyblizonych jest tzw. metoda Monte Carlo? Jest stosowana tam, gdzie
obliczenie danej wielko$ci poprzez jej analize dla wszystkich standw jest niemozliwe [5].
Wybiera sie wtedy reprezentatywng probke standw i na nich opiera sie wynik obliczen.

Metoda jest tatwa w stosowaniu, w przypadku gdy przestrzeh standw tworzy skonczony
zbidr dyskretny - a tak wtasnie jest w rozpatrywanym modelu.

2 Monte Carlo powstato przy okazji prac nad amerykarnska bombg atomowa. Pomystodawca metody byt Stani-
staw Ulam, ktdry na potrzeby projektu Manhattan potrzebowat wymodelowa¢ zachowanie neutronéw. Pomyst
wdrozyli w zycie Ulam i von Neumann, ktéry wymyslit kryptonim ,Monte Carlo” - wujek Ulama grat w kasynie
»Monte Carlo” w Monako. Kryptonim byt potrzebny, gdyz w Los Alamos wszystko byto tajne.
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W poréwnaniu z poprzednim programem wprowadzono modyfikacje polegajacg na
losowaniu poszczegolnych konfiguracji. Wyniki widoczne ponizej okazaty sie niezado-
walajace. Model miat uwzglednia¢ losowanie k = 20 czgstek na n = 50 poziomow. Jeden
zwykresow (z punktami oznaczanymirombami) zostat uzyskany dla 2 milionéw losowan,
drugi (kwadraty) odpowiada juz 10 milionom losowan.

Dla ilustracji dotgczono wykres (linia ciggta) przedstawiajacy wynik scisty obliczony
z formuty (2).

1 -
4
0,8 | n=40 Il
- k=15
-
06 ¢ ey B
\ * 4 2 miliony losowan
04 & " m10 mllllc?n;v;*lzsowan
T = * Y PN - wartosc doktadna
0,2 B *
. .
0 T T T g T
0 5 10 15 20 25 30 35 E;

Rys. 6. Proba wyliczenia rozktadu n(E) metodg Monte Carlo

Poniewaz w przypadku stosowania metod numerycznych moga wystapi¢ powazne
btedy systematyczne, zwrocono uwage na zastosowanie generatora liczb pseudoloso-
wych, ktory bytby lepszy od standardowego rand () [7].

Dodawanie liczb zmiennoprzecinkowych nie jest przemienne, zatem zastosowano
dodatkowo sortowanie sktadnikow - sumowanie nieujemnych liczb w kolejnosci od naj-
mniejszej do najwiekszej jest najmniej czute na btedy zaokraglen. Nie zmienito to jednak
doktadnosci rozwigzan.

Wyjasnieniem takiego zachowania bedzie fakt, ze funkcja exp —ﬁ, ktdrej wartosci byty
zliczane, miata silne i waskie maksimum w poblizu stanu o najnizszej energii. Poza tym
obszarem wartos¢ funkcji byta bliska zeru.

Nawet jeslilosowane konfiguracje jednorodnie pokrywaty zbiér stanéw, to przypadki
trafienia w poblize stanu o niskiej energii byty mato prawdopodobne i nie nadawaty sie
do poprawnego usrednienia.

Gtowny wktad do sumy statystycznej dajg konfiguracje postaci:

= poziomy o matej energii - wszystkie zajete,

" poziomy o energii w poblizu energii Fermiego - rozpietosc rzedu kilku kT - zajete

iniezajete,

® poziomy o wyzszej energii - wszystkie puste.

Stany takie znajdujg sie w poblizu konfiguracji o najnizszej energii.
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5. Zastosowanie metody Metropolisa

Usprawnienie procedury losowania, tak by wybierata stany zgodnie z czynnikami Bolt-
zmanna-Gibbsa, prowadzi do tzw. metody Metropolisa3. Pomimo ze oryginalnie sformuto-
wana zostata zgodnie z wymaganiami termodynamiki [6], stosuje sie jg rowniez w innych
sytuacjach, gdy potrzebne sg algorytmy optymalizacyjne [5].

Algorytm metody jest nastepujgcy:

1. Losowany jest stan poczatkowy.

2. Losowany jest nastepny stan w poblizu poczatkowego.

3. Jesli nowy stan ma mniejszg energie, to zajmuje miejsce starego. Jesli natomiast
nowy stan ma wiekszg energie, to czy zajmie on miejsce starego, okresla prawdo-
podobienstwo: p(E,,, E..,) =exp {- E—%L}

4. Procedurawraca do punktu 2 -losowany jest nastepny stan.

Kolejne losowania przyblizajg stan do miejsca, gdzie czynniki Boltzmanna-Gibbsa
majg znaczgce wartosci. Zasadniczo, ze wzgledu na pkt 3, uktad zmierza w strone najniz-
szej energii. Mozliwe sg jednak przejscia do standéw o wyzszych energiach. Parametrem
odpowiedzialnym za prawdopodobienstwo wzbudzen jest temperatura T. Im jest wiek-
sza, tym wieksze jest rozmycie $redniego stanu wokot stanu o najnizszej energii.

E

expiE/kT?

Rys. 7. Schemat losowania stanow z uwzglednieniem procedury Metropolisa

W ten sposoéb dostaje sie skokowg ewolucje stanu. Podstawowym warunkiem, jaki
ma spetnia¢ model, zeby procedura dawata wynik zgodny z rozktadem kanonicznym,
jest istnienie jednego maksimum funkcji E’XD{—%}, a tak jest w rozpatrywanym modelu.
Dostatecznie dfugie btgdzenie losowe stanu odtwarza stan $redni p zgodny z zespotem

kanonicznym.

3 Nicholas Metropolis - Amerykanin pochodzenia greckiego, podobnie jak twércy metody Monte Carlo, w Las
Alamos przy bombie atomowej. Sam algorytm powstat juz po wojnie w 1953 roku.

107



Grzegorz Jastrzebski

Przyktad wyliczenia srednich obsadzen stanéw jednoczastkowych zostat dobrany na-
stepujaco: n =200, k = 80, T = 2, E; = 0,5i. Ponizszy wykres przedstawia wynik stanowiacy
usrednienie 200 tysiecy skokow (iteracji byto wiecej - nie kazda iteracja skutkuje skokiem
stanu).

1

n(E) "'\
0,8 n=200
X k=80
0,6 =2 s

\~ E_i=0,5%
0,4 200 tysiecy krokéw

\'
0,2

0 12,5 25 37,5 50

Rys. 8. Uzyskane wyniki rozktadu n(E) z uzyciem metody Metropolisa

Przyktad jest jedynie ilustracyjny - dla rzeczywistych uktadow elektronéw w meta-
lach liczba k jest rzedu statej Avogadry, ale prawidtowo oddaje charakter rozktadu Fer-
miego-Diraca. Wynik jest o tyle wartosciowy, ze wszystkich kombinacji dla tak dobranych
parametréw jest ok. 1,7 x 1057, co uniemozliwia obliczenie $rednich obsadzen wprost
z definicji zespotu kanonicznego.

6. Przyktad niskiej temperatury

W przypadku zbyt niskich temperatur metoda Metropolisa ujawnia pewng wade. Zacho-
wanie to mozna rowniez pokaza¢ w rozpatrywanym w pracy przypadku. Dla niskich tem-
peratur prawie wszystkie czastki powinny zapetnic¢ stany o najnizszej energii. Ponizszy
przyktad btadzenia zrealizowany jest dla parametrow: n = 80, k = 40, T = 0,001, Ei = 0,2i. Na
rysunku zajete poziomy zaznaczane sg jako gwiazdki - | to numer iteracji (im bardziej na
prawo, tym wieksze energie poziomu, im nizej, tym wiekszy numer iteracji):

Jak wida¢, dla tak niewielkiej temperatury stan réwnowagi ustala sie dos¢ szybko. Nie-
mniej gdy uktad zostanie juz dobrze ,schtodzony”, to znaczy zblizy sie do stanu najnizszej
energii, potrafi sie ,zamrozi¢” - widac to na przyktad pomiedzy 600. a 900. iteracjg. Takie
»zastopowanie” procesu wynika z tego, ze dla matych T decydujaca o skoku wielkos¢ jest
zwykle niewielka i rzadko da sie wylosowac wystarczajgco matg wartos¢ zmiennej steru-
jacej procesem. Jesli chodzi o ruch ,w drugg strone”, to w stany o mniejszej energii znow
nie tak tatwo trafi¢, bo tych o wiekszej energii jest o wiele wiece;j.
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Rys. 9. Przykiad btgdzenia stanu dla niskich temperatur

7. Wnioski

Przedstawiony model, ze wzgledu na swojg prostote, moze mie¢ duze znaczenie dydak-
tyczne. Jego realizacja wymaga taczenia wiedzy z réznych dziedzin - fizyka, metody nu-
meryczne, kombinatoryka - ale stopien zaawansowania nie jest na tyle duzy, by uniemoz-
liwi¢ jego realizacje jako przyktadowego materiatu badawczego dla studentéw studiow
technicznych. Dodatkowg zaletg jest scisty zwigzek z wielko$ciami dotyczacymi rzeczy-
wistych materiatéw - chodzi o rozktad Fermiego-Diraca czy specyficzne cechy zespotu
kanonicznego.
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