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OKRESLANIE FUNKCJI CELU
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Streszczenie

W pracy zostaly przedstawione podstawowe funk@éematyczne najezciej wyko-
rzystywane do zagadmigrognostycznych w doborze maszyn rolniczych. Oroéwi
podstawowe wiasrioi tych funkcji, podano przyktady zwikéw pomedzy zmien-
nymi, w ktérych stosuje siomawiane typy funkcji. Podano metodyznaczania pa-
rametrow strukturalnych wygtujacych w modelu oraz metecdhnalizy statystycznej
modelu. Przedstawiono przyklad zastosowania metludyyznaczaniu funkcji celu
przy doborze opryskiwaczy rolniczych.

Stowa kluczowe funkcja celu, dob6r maszyn, rozsiewacze nawozpmwdukcja
rolnicza

Wprowadzenie i cel pracy

Przedstawiona w pracy Hanusz i Siarkowskiego [2005] metodykanistgdostaci
funkciji celu przy doborze maszyn i wdzen do produkcji rolniczej zawiera 6 eta-
pow postpowania. Przedstawione tam etapy aneparakter ogolny i okétaja
petny zakres czynroi jakie naley wykona aby w spos6b kompleksowy ustali
post& analityczra zaleznosci pomiedzy zmienm okreslang i okreslajaca. W tej
pracy przedstawiono najgziej wykorzystywane funkcje matematyczne, ktére
mog by¢ wykorzystane do okiékania funkcji celu, wyraajacej zalenos¢ funk-
cyjna zmiennej okréanej przez zmienpnniezalena. Wraz z rownaniami funkcji
celu podano przyktady zazkow, ktore mog by¢ opisywane wskazanymi rowna-
niami. Ponadto, postacie niektérych typéw funkcji celu zostaly zobramoweg-
kresami. Gtéwnym celem tej pracy byto opisanie metodykidénéa funkcji celu
przy doborze maszyn i wdzenr do realizacji proceséw produkcyjnych w rolnic-
twie. Metodyka ta zostata opisana za pome@jczsciej wykorzystywanych
zaleznosci matematycznych okékajacych relacje zachodee pomgdzy zmieni
objaniam i objasniajaca. Rozwaono kilka rodzajow zwizkéw, ktére mog by¢
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wykorzystywane w zalaosci od charakteru zmiennych i przyjmowanych przez
nie wartdci. Zwrécono take uwag na czynnéci, jakie naley przeprowadz aby
osiagna¢ ostatecza posta funkcji celu.

Metodyka okreslania funkcji celu

Przy ustalaniu postaci analitycznej funkcji celu momystpi¢ dwie sytuacje,

w ktérych:

— znana jest postarbwnania wynikajca z fizyki zjawiska, wéwczas zadanie
polega na okrgeniu najlepszych warfgi parametréw réwnania,

—  post& réwnania nie jest znana i najeustalt ta post& oraz wartéci para-
metréw wys¢pujacych w rownaniu.

Liniowa funkcja celu

W zagadnieniach poszukiwania awkoéw opisujcych zjawiska zachodze
w naukach rolniczych jednz podstawowych i najeciej wykorzystywanych
zaleznosci jest funkcja liniowa. Tak zaleznos¢ dobieramy wowczas, gdy wiado-
mo, ze nie istniej punkty optymalne zjawiska, czyli nie posiada aadnych eks-
tremoOw i jest zjawisko ma charakter monotoniczny gogn(jak na rys. 1.) lub
malepcy. Do wyznaczenia wspoétczynnikéw rownanm i b, wykorzystujemy
metod najmniejszych kwadratow, natomiast do badania istotntych wspot-
czynnikdéw wykorzystujemy testy o rozktad#iStudentaNalery podkréli¢ istote
obliczania wspoétczynnika determinacR?, ktéry okrela stopiés dopasowania
funkgciji liniowej do danych eksperymentalnych. Wysoki wspotczynnik detex-
cji (C1) nie zawsze informuje nas o bardzo dobrym dopasowaniu funkcji liniowej
do danych eksperymentalnych.¢Sto jest to wynikiem matej liczby punktéw do-
swiadczalnych lub punkty dwiadczalne g powtarzalnymi pomiarami dla kilku
wartasci zmiennej objéniajacej.
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Rys. 1. Funkcja linioway = b x +b,
Fig. 1. Linear function
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Zaleznos¢ liniowa jest najcgsciej stosowana w naukach eksperymentalnych i jest
jednoczénie najlepiej opracowannumerycznie funkej regresyja. W kazdym
pakiecie statystycznym znajdziemy program #lioaj acy znalezienie jej postaci.
Wiele zalenosci, poprzez przeksztalcenie zmiennej glagcej lub okrélanej,
daje s¢ sprowadzt do zalenosci liniowej. Dodatkows zalet, funkcji liniowej jest
prosta interpretacja uzyskanych wspotczynnikéw w réwnaniu regresji.

Kwadratowa funkcja celu

Inna sytuacg obserwujemy woéwczas, gdy wiadomge w zjawisku wysipuje
punkt optymalny tzn. wiemyse pewna wart® zmiennej okrélajacej determinuje
maksymala badz minimalm wartas¢ zmiennej okréanej. W takiej sytuacii,
wykreslajac punkty déwiadczalne na wykresie, obserwujemy jedno ekstremum
lokalne. Wowczas do opisu danych eksperymentalnych nizemmo stosowa
funkcji  liniowej lecz  dopasowujemy funkgj typu  parabolicznego
y=b,x* +bx+h, (rys. 2). Wspotczynniki rownania regresyjnegg b orazb,
wyznaczamy wykorzystag meto@d najmniejszych kwadratéw a ichckzr istot-
nos¢ weryfikujemy wykorzystujc testy F-Fishera lub t-Studentado zbadania
istotnaci poszczegoélnych wspoétczynnikow. W praktyce zmask zdarzy taka
sytuacjaze nie zaobserwujemy w eksperymencie punktu optymalisegadczy
to maze o nieodpowiednim okékeniu zakresu zmiennej oldj@ajacej lub czasami
stan optymalny nie jest mlbwy do osigniecia.
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Rys. 2. Funkcja kwadratows=b,x* +b,x +b,
Fig. 2.  Square function

Wielomianowa funkcja celu

W przypadku, gdy obserwacje sugearljlka ekstremow lokalnych, wéwczas po-
szukujemy funkcji wielomianowej postagi="b x° + bp,lx"’1 +bx+b,, gdzie rad
wielomianup jest wyzszy co najmniej o jedennobserwowana liczba ekstremoéw,
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tzn. p=le+1 orazle jest liczly ekstreméw lokalnych (dla dwoch ekstreméw lo-
kalnych, por. rys. 3). Wspotczynniki,, b, ,....b, orazb, wyznaczamy stosug
metod najmniejszych kwadratow, a do testowania istétnwektora wspotczyn-
nikbw regresyjnych b = [bp b, A ,bl,bo]', wykorzystujemy testyF-Fishera

Po odrzuceniu hipotezy o nieistotnym wektorze wspoétczynnikow regresyjny
testujemy hipotezy szczegolowe dotyoz poszczegdllnych wspoéiczynnikéw
regresyjnych, w oparciu o testStudenta Tak jak w poprzednich paragrafach,
obliczamy take wspotczynnik determinacjR®, w celu sprawdzenia doktaditd
dopasowania funkcji celu do danych eksperymentalnych. Warto w twjsaui
zwrécii uwag: na fakt, £ w sytuacji kiedy niektére wspotczynniki regresyjne oka-
7a Sig nieistotne i odrzucimy je z réwnania regresyjnego to wspotczyaetibrmi-
nacji w nowym modelu d@izie nizszy. Z tego tewzgledu, chac utrzyma wyzszy
stopier dopasowania funkcji celu, w praktycznym zastosowaniu pozostawia Si
w funkcji celu wspotczynniki, ktére nieistotnie adia sie od zera na zadanym
poziomie istotnéci.
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Rys. 3. Wielomian 3 stopnig b,x* +b,x? + b x +h,
Fig. 3. 3% order polynomial

Funkcja celu opisujca pewien staty trend

W przypadku, gdy punkty dwiadczalne wskazajna pewien trend rogoy badz
malepcy, wowczas do okédenia zwhazku maemy take wykorzysta zaleznosé
wielomianow nieparzystego stopnia, ktéra posiada jedynie punkty p@adiecz
nie posiada punktéw optymalnych. €8zaiej jednak, do opisu zatrosci dwoch
zmiennych poszukujeesfunkciji z rodziny funkcji wyktadniczejy = b,e™™ (rys. 4),

hiperbolicznejy = + b, lub funkcji logarytmicznejy = b, In(b,x - b,) (rys. 5).
X
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Rys. 4. Funkcja wyktadniczg= b, b,
X

Fig. 4. Exponential function
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Rys. 5. Wykres funkcji logarytmicznef b, In(blx—bo)
Fig. 5. Logarithmic function.

Wspdiczynniki regresyjneve wszystkich typach povigzych funkcji mog by¢
wyznaczone MNK. Niejednokrotnie funkcje celu, poprzez proste przétsaia
zmiennych mog by¢ przetransponowane do funkcji liniowej. Dla przyktadu,

w funkcji hiperbolicznej y:ﬂ+b0 (rys. 6), wystarczy w miejsce zmiennej
X

opisujcej X wstawt nowa zmienm z== i poszukiwg funkcji celu w postaci
X

y=bz+b,, natomiast dla wyktadniczej funkcji celuy=he™™, jezeli

139



Zofia Hanusz, Zbigniew Si ar kowski

zlogarytmujemy cechopisywan y, wowczasiny =Inb, +bx+b, =bx+ 60 , gdzie

b, =Inb, +b,. Jeeli zatem wprowadzimy now zmienr, opisywam z=Iny

w funkcji wyktadniczej lub odwrotrig zmiennej opisujcej w zalenosci hiperbo-
licznej, wéwczas do opisu funkcji celu w nowym modelu poszukujemy ligiowe
funkcji opisanej w paragrafie 2.1.
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Rys. 6. Wykres funkcji hiperbolicznej y&-h.
Fig. 6. Hyperbolic function.

Wymierna funkcja celu

W niektdrych zagadnieniach, zmienne opisajbadany proces nie mplhy¢ zde-
finiowane dla pewnych okémnych argumentéw. Waroi funkcji w otoczeniu
tych argumentéw przyjmajbardzo due, lydz mate wartéci, wowczas do okre-
$lenia postaci funkcji stosujemy funkcje wymierne (ilorazy ameianéw). Funk-
cje te posiadaj asymptoty pionowe w tych wyzhionych argumentach zmiennej
objasniajacej. Jali ponadto wiadomo jestzifunkcja celu nie mae przekroczy
pewnych zakreséw i na koach okrélonosci zmiennej objéniajacej funkcja celu
przyjmuje state wartai (funkcja celu posiada asymptoty poziome), woéwczas po-
szukujemy takiej funkcji wymiernej, w ktorej stopiavielomianu wystpujacego
w liczniku jest nie wgkszy od stopnia wielomianu wygtujacego w mianowniku
(por. rys. 6).

Funkcje cykliczne

Kolejny rodzaj poszukiwanych funkcji slacych do opisu funkcji celu mag
stanowé funkcje cykliczne. Funkcje te charakteryzigic oscylaci wokot linii
wyznaczajcej gtéwny trend. W takich przypadkach funkcja celwzenby kom-
binacp funkcji trygonometrycznych. 3 wartosci funkcji zmieniaj sig w pew-
nym skaczonym przedzial ymin,ymax], wowczas najbardziej odpowiednieda
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funkcje sinusoidalne (rys. 7).z8i oprocz oscylacji wokét pewnej linii okikaja-

cej trend, amplituda odchylezmienia st wraz ze wzrostem argumentu zmiennej
objasniajacej, wowczas mee to by kombinacja funkcji sinusoidalnych oraz
zmiennejx (rys. 8). Natomiast w przypadku funkcji okresowych z asymptotami
pionowymi najlepsze dula funkcje tangensoidalne (rys. 9). Ten rodzaj funkcji
moze wystpowa w badaniach ekonomicznych, w ktérych wécidfunkcji celu
powtarzaj sie w pewnych sezonach.
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Rys. 7. Funkcja cykliczng=b, sin(x - b, ) +b, cogx - b,)
Fig. 7. Cyclic function
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Rys. 8. Funkcja cykliczna postagk b xsin(b,x +b,) +hb,xcogb.x +hb,)
Fig. 8. Cyclic function of the form
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Rys. 9. Funkcja okresowp=b,[tg(b,x+b, )
Fig. 9. Periodical function

Analiza statystyczna parametrow strukturalnych w funkcji celu

Po wyborze postaci funkcji celu, ktére zostaty opisane w rozd2jataley osza-
cowa parametry strukturalne opiggge funkcg. Dla wszystkich przedstawionych
funkcji, do oszacowania nieznanych parametrow wykorzystamy metgjchniej-
szych kwadratow, ktéra minimalizuje serkwadratow odchyle wartasci oszaco-
wanych funkcji celu od warfgi zaobserwowanych w eksperymencie. Dlade

z omawianych powsej funkcji celu, wzory do wyznaczania ocen dla parametrow
beda rézne. Niektore z nich, jak w przypadku prostej regresji, wzory nzzdoie
wspotczynnika kierunkowego i wyrazu wolnegpgowszechnie znane i dephe

w podrcznikach ze statystyki matematycznej. Dla innych funkdji takie wzory
powinny zosta podane ale w konkretnych sytuacjach, w ktérych funkcja aglu b
dzie wigciwie dobrana do opisu danych eksperymentalnych. Po oszacowaniu pa-
rametréw strukturalnych modelu badamy czy wptyw na zmievkreslang jest
istotny i ewentualnie modyfikujemy model opigcy funkcg celu poprzez reduk-
cje wspotczynnikéw nieistotnych. Zaréwno w modelu $eypwym jak i modelu
zredukowanym wyznaczamy wspoétczynnik determinadf,, ktéry informuje

0 stopniu dopasowania funkcji celu do danych eksperymentalnyei. Jeyskany
wspoétczynnik determinacji jest niski, najewybrat inna funkcje celu lub do
zmiennej objéniajacej dohczy¢ inne zmienne nie uwzglniane dotychczas funk-
cji celu. W przypadku matej waoi wspétczynnika determinacji, magdstnie
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takze inne przyczyny ztego dopasowania funkcji celu. dediakich przyczyn jest
wystpienie odstajcych obserwacji, ktére zmienigjszacowane wspoétczynniki.
Istnieje wiele metod pozwaldgych wyeliminowa takie zmienne ale to zagadnie-
nie nie jest przedmiotem tej pracy.

Przyktad doboru funkcji celu przy doborze opryskiwaczy rolniczych

Przy okrélaniu zalenosci pomigdzy kosztami eksploatacji opryskiwaczy rolni-
czych wykorzystano metodyki opracowane przez Bogdanowicza i in. [1985] or
Muzalewskiego [2002]. Rozpatrywano gospodarstwa amejowielkaci uprawy
zb& (od 1ha do 25 ha) oraz 14 typow opryskiwaczy o wydajnad 2 do 19 ha/h.
Do przykltadu wybrano gospodarstwa, w ktorgnednia powierzchnia uprawy
zb& wynosita okoto 21,5 ha. Uzyskane wyniki doboru funkcji celu przedstawiono
na rys. 10-12. Jakehalezalo spodziewa zaleznos¢ miedzy wydajndcia opry-
skiwaczy a naktadami robocizny opisata najlepiej funkcja hiperbdi (rys. 10),
natomiast zalenos¢ pomiedzy kosztami eksploatacji i nakladami energetycznymi
a wydajndcia opryskiwaczy najlepiej opisata funkcja wyktadniczo-kwadratowa
(rys. 11-12). Zauwaono, ze dla matych wartei wydajnagci opryskiwaczy koszty
eksploatacji szybko malege wzrostem wydajrdai, natomiast dla diych warto-

$ci wydajnaci opryskiwaczy spadek ten jest bardzo powolny.

Gospodarstwa o $redniej powierzchni uprawy zb6z = 21,5 ha
y=(21,165)/x+(9,85567e-8) r = 1,0
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Rys. 10. Postafunkcji opisugcej zalenos¢ naktadéw robocizny od wydajm
opryskiwaczy

Fig. 10. Function describing the dependence of labor inputs on spreader’s
efficiency
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Gosporadstwa o $redniej powierzchni upraw zb6z = 21,5 ha
y=(3,62593)*exp((-0,734015)*x*x+(5,14732))+(452,4796) R 2=0,95
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Rys. 11. Postafunkcji opisujcej zalénasé¢ kosztéw eksploatacji od wydajitd
opryskiwaczy

Fig. 11. Function describing the dependence of exploitation costs on spreader’s
efficiency

Gospodarstwa o $redniej powierzchni upraw zb6z = 21,5 ha
y=(0,261185)*exp((-1,6217)*x*x+(8,118633))+(208,295) R 2=0,95
900

800

700

600

500

400

300

200

Naktady energetyczne [kWh]

100

0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0 45 5,0 55 6,0
Wydajnos¢ opryskiwacza [ha/h]

Rys. 12. Postafunkcji opisugcej zalenasé¢ naktadoéw energetycznymi od wydaj-
nasci opryskiwaczy

Fig. 12. Function describing the dependence of energytsnon spreader’s
efficiency
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Podsumowanie

W pracy przedstawimy rézne typy zwizkéw, jakie mog by¢ wykorzystywane
do okrdlania funkcji celu przy doborze maszyn i anizex do produkcji rolnicze;.
Praca ma charakter teoretyczny, adgj podstaw do podejmowania wkgiwej
decyzji o doborze postaci zatexsci w konkretnych zagadnieniach praktycznych.
Szczego6lowa postatego zwizku zalee¢ bedzie od danych eksperymentalnych.
Dla konkretnych uktadéw danych e oszacow@parametry modelu a naphie
podd& je analizie statystycznej. €#o istnieje konieczrio szacowania kilku
funkciji celu i spérdd nich wybré ta, ktéra charakteryzuje ghajwyzszym wspot-
czynnikiem determinacji. Zateos¢, wybrana w sposob przestgny i najlepszy
sparod kilku mazliwych, maze by wykorzystywana do wigiwego prognozowa-
nia. Szczegétowe opracowania takich gzkidw przy doborze maszyn i udzen
rolniczych lgdzie przedmiotem innych prac.
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ESTIMATION OF PURPOSE FUNCTION AT AGRICULTURAL
DEVICES SELECTION

Summary

The paper presents general mathematical functions the most ofigrionsgrog-
nostic issues at selection of agricultural devices. Basic prepef these func-
tions were discussed and examples of interactions between variablehich

discussed function types are applied, were given. The method for ohetiéom of

structural parameters occurring in the model and method of the metii&tical

analysis were presented. The example of the method application fpunhese
function determination at manure spreader selection was also presented.

Key words: purpose function, device selection, manure spreaders, agricultural
production
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