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ProTrR BILER (Wroclaw)

Roéwnania rézniczkowe czastkowe
na przelomie XX i XXI wieku

Wstep. Zagadnienia prowadzace do réwnan rézniczkowych pojawily
sie okolo czterystu lat temu, m.in. w rozwazaniach Galileusza, Kartezju-
sza i Napiera. Poczatkowo byly to problemy dotyczace réwnafn rézniczko-
wych zwyczajnych, ale wkrétce zaczeto zajmowaé sie (Newton, Euler) réw-
niez réwnaniami z pochodnymi wzgledem wielu zmiennych (tj. pochodnymi
czastkowymi we wspdlczesnej terminologii). Konkretne zagadnienia z fizyki
i geometrii prowadzace do badania réwnan rézniczkowych stymulowaty roz-
wdj metod matematycznych nastawionych giéwnie na znalezienie jawnej po-
staci rozwigzania réwnania. Mozna przyjaé, ze przelom XIX i XX wieku stal
si¢ poczatkiem nowego spojrzenia na to, co wazne i ciekawe w teorii rownan
rézniczkowych. Prekursorem takiego spojrzenia byl bez watpienia Henri Po-
incaré, por. [28], inicjujac publikacjg [34] w 1881 roku jakoéciows teorig réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych, tzn. globalne spojrzenie na wlasnosci roz-
wigzan danego réwnania, bez koniecznosci odwolywania si¢ do jawnych for-
mul analitycznych wyrazajacych rozwiazania. Symbolicznie tez publikacja
szeSciotomowego dziela Forsytha [18] zamyka okres badan, kiedy zrozumieé
réwnanie oznaczalto rozwigzad je.

Moim zamierzeniem jest podanie, w miare krotki sposéb, mocno subiek-
tywnego (i eklektycznego) przegladu tego, co istotnego wydarzylo sie w XX
wieku w teorii i zastosowaniach réwnan rézniczkowych czastkowych, i co
moze mie¢ doniosle znaczenie dla dalszego rozwoju tej dziedziny.

Zdaje sobie sprawe z uproszczen, jakie musze tu uczynié, po pierwsze
z powodu ogromu dziedziny: sekcja 35 poswiecona rownaniom czastkowym
w Mathematical Reviews jest zwykle najwigksza w kolejnych tomach MR; na
miedzynarodowych kongresach matematycznych w sekcji ,P.D.E.” jest za-
zwyczaj najwiecej zaproszonych odezytéw (a dochodzg réwniez niektére wy-
stapienia z fizyki matematycznej i ukladéw dynamicznych). Po drugie: moje

Tekst ten byt przedstawiony na zjezdzie Polskiego Towarzystwa Matematycznego
w Poznaniu we wrze$niu 2003 roku.
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spojrzenie jest wybiércze, bo nie mozna objaé wszystkich tematéw, a za-
tem znajac nieco blizej matematyke francuskg, bede sig¢ kierowaé wlasnymi
preferencjami tematycznymi, jak i geograficznymi przy omawianiu poszcze-
gblnych kierunkéw rozwoju teorii.

Zrédia i motywacje. Przystepujgc do oméwienia gléwnych kierunkéw
rozwoju teorii rownan rézniczkowych czastkowych w XX wieku nie sposéb
nie wspomnieé¢ dwéch matematykdéw, ktérych wyniki, ale przede wszystkim
dalekosiezne spojrzenie z nowej perspektywy skierowalo réwnania réznicz-
kowe na nowe tory. Chodzi tu oczywiscie o wspomnianego wyzej Henri Po-
incarégo i Dawida Hilberta — ostatnich chyba uniwersalnych matematykow,
ktérzy potrafili ogarnaé i zrozumieé wage poszczegdlnych galezi matematyki.
H. Poincaré w koncu XIX wieku dal poteznyv impuls do rozwoju jakoscio-
wej teorii réwnan rézniczkowych. Bylo to odwazne przestawienie nacisku
z rozwigzywania réwnan (najlepiej w zamknigtej postaci, przez kwadratury,
ewentualnie z wykorzystaniem funkcji specjalnych) na zrozumienie jak za-
chowujg si¢ rozwigzania — bez ich obliczania. Motywacja do tych badan
byly m.in. préby rozstrzygnigcia problemu stabilnodci Ukladu Stonecznego,
czyli zagadnienia n grawitujacych cial [35]. Bez przesady mozna powiedzieé,
ze Poincaré stworzyl podwaliny pod teorie ukltadéw dynamicznych. Teo-
ria ta, na poczatku zajmujaca sie¢ rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi
(por. artykul W. I. Arnolda w [15, 33-61]), w drugiej polowie XX wieku
rozszerza si¢ na zagadnienia ewolucyjne opisane réwnaniami czgstkowymi,
tzn. na nieskonczenie wymiarowe uklady dynamiczne.

Drugim osiggnigciem H. Poincarégo majacym glebokie konsekwencje
byto w 1890 roku pierwsze kompletne rozwigzanie zagadnienia Dirichleta
dla réwnania Laplace’a,

(1) Au=0 w, wu=g zadane na 94,

dla dowolnych obszaréw @ C R?, d < 3. Tu tez jest widoczne przestawienie
nacisku z badania probleméw w konkretnych obszarach na zagadnienia
w obszarach dowolnych. Metody uzyte przez Poincarégo (wymiatanie, uzycie
wzoru Poissona dla zagadnienia w kuli) okazaly sie duzo wazniejsze niz sam
wynik. Daly one poczatek teorii potencjatu rozwijanej dla réwnan elip-
tycznych i parabolicznych.

D. Hilbert przedstawiajac przed Migdzynarodowym Kongresem Mate-
matykéw w Paryzu w 1900 roku 23 problemy, por. [20] i [27, 1-34] poéwigcil
kilka z nich réwnaniom rézniczkowym. I tak szésty problem dotyczacy aksjo-
matyzacji fizyki mozna uwazaé (z punktu widzenia matematycznego, a nie
tylko filozoficznego) za wazne Zrédlo inspiracji do badah nad réwnaniem
Boltzmanna, i ogdlniej, réwnaniami kinetycznej teorii gazéw, bardzo Sci-
Sle zwigzanymi z teoria prawdopodobiefstwa. Zasygnalizowane w szdstym
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problemie zagadnienia dotyczace tworzacej si¢ wowczas teorii wzgledno-
$ci i podstaw mechaniki kwantowej takze doprowadzily do stworzenia
nowych galezi matematyki i do istotnego postepu metod matematycznych
(cho¢by) w geometrii i analizie funkcjonalnej. Moze mniejsze znaczenie
mialo pytanie o stworzenie statystycznej teorii promieniowania, cho¢ i tu
mozna, znalezé wazne wyniki inspirowane pytaniem Hilberta.

Cze$é¢ szesnastego problemu Hilberta dotyczy cykli granicznych
w ukladach dynamicznych na plaszczyZnie, a wiec réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych, por. [10].

Dziewietnasty, dwudziesty i dwudziesty trzeci problem Hilberta doty-
czyly szeroko rozumianego rachunku wariacyjnego, a w szczegdlnosci
analityczno$ci rozwigzan zagadnieh wariacyjnych, kwestii rozwigzalnodci za-
gadnieni brzegowych dla réwnan rézniczkowych czastkowych i uogéinieniom
rachunku wariacyjnego.

Omoéwieniu probleméw Hilberta i wspo6iczesnego ich rozumienia poswie-
cone sg przegladowe artykuly w [27], a w szczegdlnosci A. Wightmana (147~
240), J. Serrina (507-524), E. Bombieriego (525-535) i G. Stampacchii (611~
628).

Burzliwy rozwéj matematyki w XX wieku pokazal, ze najistotniejsze
wyniki 1 rozwigzania klasycznych probleméw rodzg sie tam, gdzie splataja
sie rozne galezie matematyki i spotykajg sie nowe idee. Dlatego, umownie
odwolujac sie do genialnych intuicji Poincarégo i Hilberta, zobaczymy, ze
i tak nie uda si¢ poklasyfikowaé osiagnie¢ w teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych w oderwaniu od innych galezi. Wszechobecne jest wzajemne
przenikanie sie réznych czesci tej teorii z czesto odlegtymi oden innymi dzie-
dzinami: geometrig, topologia, teorig miary, analiza funkcjonalng, ... .

W syntetycznym podsumowaniu matematyki pierwszej polowy XX wie-
ku w [14, Guidelines 1900-1950, 1-34] zamieszczona jest lista ponad o$miu-
set waznych wynikéw uzyskanych w poszczegdlnych latach. Wielokrotnie
pojawiajg sie na niej — w kontekscie réwnan rézniczkowych czastkowych
(tacznie okolo osiemdziesigciu pozycji) nazwiska Dawida Hilberta, Jacquesa
Hadamarda, Sergeja N. Bernsteina, Hermana Weyla, braci F. i M. Rieszéw,
Juliusza Schaudera, Jeana Leraya, Eberharda Hopfa, Charlesa B. Morreya
Jr., Sergeja L. Sobolewa, Iwana G. Pietrowskiego. Z pewnoscig jeszcze trud-
niej byloby ulozyé takg liste dla lat 1950-2000 i zapewne dlatego nie ma
takiego spisu w [15]. PrzeSledzenie tych osiggnie¢ daje druga po badaniu
wplywéw pogladéw Poincarégo i Hilberta (chronologiczng) mozliwosé bada-
nia rozwoju teorii réwnan rézniczkowych czastkowych.

Trzecie podejscie do syntetycznego spojrzenia na dwudziestowieczne réw-
nania rézniczkowe czagstkowe uzyskamy postepujac wedlug sposobu przed-
stawionego w artykule L. Nirenberga w ksigzce [14, 479-515]. Mozna bo-
wiem omawiaé poszczegblne klasy réwnan: eliptycznych, hiperbolicznych,
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parabolicznych, ... — wyodrebnione z racji formalnej ich klasyfikacji i kla-
sycznego podejscia. W takiej prezentacji widaé¢ réwniez dwa potezne zro-
dla interesujacych pytan dotyczacych réwnan rézniczkowych czgstkowych:
fizyke (i w szerszym sensie: przyrodoznawstwo) oraz matematyke sama w so-
bie. Zresztg wedlug W. I. Arnolda (por.[2, 17)): ,Matematyka jest czescig
fizyki, w ktérej doswiadczenia sq bardzo tanie”. Nie redukujac az tak mate-
matyki, trzeba jednak przyznaé, ze w réwnaniach rézniczkowych zjawiska
fizyczne sa nie tylko zrédiem inspiracji, ale pomagaja tez weryfikowaé mo-
dele matematyczne.

Natomiast w kwestii §rodkéw technicznych Louis Nirenberg podkresla
role nieréwnosci dla funkcji. Z drobng tylko przesada okreslil to zartobliwie
Barry Simon moéwiac, ze réwnos$é w algebrze jest trywialng relacja, a réw-
no$¢ w analizie jest konsekwencja dwo6ch nieréwnosci (i to na ogdl nietry-
wialnych).

Jezeli chcemy przesledzié zmiany jakoSciowe w sposobie uprawiania ma-
tematyki w teorii réwnan czastkowych, to konieczne jest przypomnienie no-
wych idei, metod i technik, wraz z obejrzeniem ich na konkretnych przykta-
dach zastosowan.

Do takich fundamentalnych idei zaliczylbym:

— koncepcje slabego rozwigzania i dystrybucji,
— jakosciowy teorie rozwigzan,
- analize mikrolokalng.

Metody pozwalajace na rozwiniecie tych idei dla konkretnych réwnan

obejmujg m.in.:
~ interpretacje pewnych funkcjonaléw catkowych (np. calki Dirichleta) jako
norm w przestrzeniach funkcyjnych,

- metode punktu stalego z twierdzeniami Banacha o kontrakeji, a przede
wszystkim Leraya~Schaudera dla operatoréw zwartych, wraz z metodg prze-
dtuzania wzgledem parametru,

— metode regularyzacji parabolicznej,

—~ metody renormalizacji,

~ metody entropijne.

Do zastosowania tego arsenalu Srodkéw zostaly wypracowane rézne
techniki, w tym m.in.:
— nieréwno$ci Sobolewa wraz z uogdlnieniami i twierdzenia o zanurzaniu
przestrzeni funkcyjnych,
— transformata Fouriera i rozklady diadyczne,
— operatory pseudorézniczkowe.
O niektérych z tych metod i technik wspomne ponizej omawiajac pewne
klasy zagadnien z réwnan rézniczkowych czgstkowych.

Systematyczne oméwienie wielu innych aspektéw teorii i zastosowan mo-
zna znalez¢ w obszernym przegladzie [6].
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Perspektywy na progu XXI stulecia. W sprawozdaniach konferencji
[27, 35-T9] prébowano pokusié si¢ o zwiezle sformulowanie kluczowych za-
gadnien wspélczesnej matematyki na wzoér probleméw Hilberta. Jest charak-
terystyczne, ze problemy te zwiazane z réwnaniami rézniczkowymi czastko-
wymi (por. str. 66-68, 76-79) dotycza gléwnie zagadnien fizyki matematycz-
nej: turbulencji, zwigzkéw mechaniki klasycznej ze statystyczna, zagadnie-
nia n cial w mechanice kwantowej, sformutowania lokalnej teorii kwantowe;j
zgodnej z ogblng teoria wzglednosci. Problemy te nie utracily aktualnodci
i dzi$§, po trzydziestu latach.

Wydaje sie, ze ogloszenie ,Probleméw Milenijnych” w roku 2000, por.
[35], to jest siedmiu probleméw, rozwigzanie ktérych moze by¢ nagrodzone
milionem dolaréw, nie bedzie mialo az takiego znaczenia dla rozwoju mate-
matyki jak bardziej wszechstronny zbiér probleméw Hilberta. Powodem jest
to, ze problemy te sg bardzo konkretne i (moze zbyt emocjonalnie) przycia-
gaja uwage ,wyczynowcOw” w matematyce, przez ktérych rozumiem mate-
matykéw walczacych o rozwiazanie znanego zagadnienia, a nie nastawionych
na moze mniej spektakularne ale systematyczne eksploatowanie pewnego ob-
szaru badan.

Z réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi najbardziej zwiazane sg pro-
blemy milenijne dotyczace hipotezy Poincarégo, ukiadu Yanga-Millsa oraz
ukladu réwnan Naviera—Stokesa. Ten ostatni problem jest szczegblowo
opisany w [21].

Eksperci wskazuja na zagadnienia z rownan rézniczkowych czastkowych
$cisle zwigzane z zastosowaniami (np. w projektowaniu wyrobéw przemysto-
wych, sterowaniu procesami technologicznymi, przesytaniu informacji) jako
na potencjalnie najwazniejsze tematy badawcze w XXI wieku, por. artykuly
L. C. Evansa (str. 16-17), R. Coifmana (str. 13-14), J. Glimma (str. 18-
19), R. Kohna (str. 21-25), N. Kopell, G. Ostera i S. Levina (str. 27-29)
w zbiorze [31].

Omawiajac poszczegdlne tematy pozwole sobie na sformulowanie pew-
nych uwag na temat co moze i co mogloby sta¢ sie waznym tematem ba-
dawczym w najblizszej przysztodci. Oczywiscie, takie uwagi co do tendencji
i mozliwych kierunkéw rozwoju sg tylko subiektywnymi spekulacjami.

W dalszym ciaggu krétko oméwie zaznaczone tlustym drukiem poprzed-
nio dziedziny i kierunki badah. Swiadomie nie chce wymieniaé nazwisk
wspolczesnych polskich matematykéw zajmujacych sie omawianymi dzie-
dzinami, poniewaz szczuplo$é miejsca prowadzitaby nieuchronnie do pomi-
niecia wielu z pewnoscig zastugujacych na wspomnienie oséb, por. artykut
[33] dotyczacy wczesniejszego okresu.

Metody wariacyjne. Na zwigzki zagadnien brzegowych dla réwnan
eliptycznych z rachunkiem wariacyjnym funkcjonaléw wielu zmiennych
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zwracali juz uwage w XIX wieku G. Green, W. Thomson, P. G. Lejeune Di-
richlet i B. Riemann. Mianowicie, rozwiazanie zagadnienia brzegowego dla
funkeji harmonicznych (1) realizuje minimum funkcjonatu calki Dirichleta
fn |Vu|? dz w klasie funkeji u spetniajacych warunek brzegowy u = g. Nie§-
cislodci w rozwazaniach Riemanna wytknal K. Weierstrass. Nie wiadomo
bowiem, czy minimum powyzszego funkcjonalu jest realizowane, a poza tym
jak regularne powinny by¢ funkcje u (np. u € C1?, lub Vu istnieje prawie
wszedzie?). Watpliwosci rozwialy dopiero wspomniane we wstepie rezultaty
Poincarégo. Dalszy krok w kierunku uogdélnienia na szersza klase réwnan
eliptycznych, szersza klasg¢ warunkéw brzegowych, i badanie regularnosci
rozwigzan uczynili S. Bernstein, I. G. Pietrowski, a nastepnie J. Schauder
i J. Leray. Punktem wyjécia byly oszacowania (a priori) Bernsteina z 1910-
12, ktére pozwolily mu udowodnié¢ analityczno$§é rozwigzan we wnetrzu ob-
szaru ) (a zatem rozwigzany zostal dziewigtnasty problem Hilberta). Idea
Bernsteina wykorzystana przez Pietrowskiego doprowadzila takze do uzy-
skania rozwigzania zagadnienia Dirichleta dla laplasjanu w d > 3 wymiarach.
Potaczenie oszacowan typu Bernsteina i metody przedtuzania wzgledem pa-
rametru (a wiec metody topologicznej wykorzystujacej idee homotopii, a po-
zwalajacej na redukcje zagadnien dla réwnan o zmiennych wspélczynnikach
do przypadku réwnai o stalych wspélczynnikach) zaowocowalo pieknymi
wynikami Schaudera (1933-34) o istnieniu rozwigzah réwnan eliptycznych
w klasach funkcji spelniajacych warunek Holdera. Dalsze rozwinigcie tej
teorii polegalo na zastosowaniu tych idei do ogélnych zagadniefi brzegowych
dla réwnan typu eliptycznego i parabolicznego, dla tych ostatnich niedawno
definitywne wyniki uzyskal G. Lieberman.

Twierdzenie o punkcie stalym Leraya-Schaudera (1934) uzyte przez nich
w konstrukcji rozwigzan, wykorzystuje w istotny sposéb zwarto$é pewnych
operatoréw, w oryginalnym podejsciu autoréw operatoréw catkowych zwia-
zanych z funkcjg Greena dla réwnah eliptycznych o stalych wspélczynni-
kach. Dzigki swej naturalnoci i sile, twierdzenie to jest niezmiernie uzytecz-
nym $rodkiem dowodowym réwniez w zagadnieniach nieliniowych. Czesto
w skrécie méwi sig (O. A. Ladyzenska) o nim jako o metodzie, w ktérej
jednoznaczno$é implikuje istnienie, majac na mysli fakt, ze wspélna ogra-
niczono$¢ w odpowiedniej normie rozwigzan v = uy réwnania A7 (u) = u
z operatorem zwartym 7 przy A € [0,1], pocigga istnienie punktu statego
dla A = 1, tzn. rozwiazalnoé¢ réwnania funkcyjnego 7 (u) = u.

Twierdzenie to dalo poczatej teorii stopnia topologicznego i duzej klasie
twierdzen o punktach statych wykorzystujacych pojecia homotopijne. Teoria,
topologiczna jest z powodzeniem rozwijana obecnie, niekoniecznie w $cistym
zwigzku z konkretnymi zagadnieniami analizy.

Dokladniejsze informacje o metodach wariacyjnych mozna znaleZé
w artykule J. Serrina w [27, 507-524].
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Prawdziwg rewolucjg bylo jednak wprowadzenie pojecia stabego rozwig-
zania, motywowanego wilasnie podejSciem wariacyjnym do réwnan czastko-
wych. Stabe rozwiazania jest stosunkowo tatwo znalez¢ uzywajac metod ana-
lizy funkcjonalnej w ,,duzych” przestrzeniach, a trudniej pokazaé ich jedno-
znaczno$é 1 regularno$é. Pionierami tej teorii byli J. Leray i S. L. Sobolew.
Ten pierwszy zaatakowal w taki sposéb nietrywialne zagadnienie nieliniowe
— uktad Naviera-Stokesa (1933-34). Od tego momentu, ukiad Naviera-
Stokesa jest bardzo czesto kamieniem probierczym nowych pomystéw w réw-
naniach czastkowych, por. [21].

Systematyczne podejécie funkcjonalne przy uzyciu stabych rozwigzan
do innych zagadnien nieliniowych dla réwnan rézniczkowych czastkowych
przedstawil Jacques-Louis Lions w monografii [24]. Wokél osoby jej au-
tora powstala w ostatnich trzydziestu latach francuska szkola zastosowan
matematyki do zagadnien nieliniowych. Stworzyla ona pewne standardy
w ,mathématiques appliqguées”, do ktorej we Francji zalicza sie wlasnie
réwnania nieliniowe, rezerwujac miejsce dla réwnan rézniczkowych czastko-
wych liniowych w ,mathématiques pures”. Podzial ten jest oczywiScie czesto
umowny, a na pewno nieostry. Zwracal uwage na to sam J.-L. Lions, klasyfi-
kujac zartobliwie niektére publikacje z analizy nieliniowej jako niestosowalng
matematyke stosowang (w oryginale: ,RANA” = recherche appliqguée — non
applicable).

Moc oszacowan a priori i uzytecznosé stabych rozwigzan pokazaly
0. A. Ladyzenska i N. N. Uralcewa budujac teorig istnienia, jednoznacznoSci
i regularnoéci dla ogdlnych eliptycznych réwnan quasiliniowych (tzn. linio-
wych wzgledem pochodnych najwyzszego rzedu, tu: drugiego). Inne wazne
idee dotyczace regularnosci rozwigzan réwnan eliptycznych i parabolicznych
wynikaja z prac J. F. Nasha, J. Mosera i E. De Giorgiego.

Metody wariacyjne (wraz ze spektralnymi, tj. metodg momentéw Faedo-
Galérkina) okazaly sie niezwykle przydatne do praktycznego (w tym nume-
rycznego) rozwigzywania nie tylko zagadnien brzegowych dla réwnan elip-
tycznych, ale réwniez zagadnieh ewolucyjnych dla réwnahn typu hiperbo-
licznego (jak np. réwnanie falowe) i typu parabolicznego (jak np. réwnanie
przewodnictwa cieplnego czy réwnania typu Fokkera-Plancka). Z kolei me-
toda réznic skonczonych — jedna z najprostszych uzywanych w analizie nu-
merycznej — stala sie tez wazng metoda teoretycznych badan w réwnaniach
czastkowych, np. w pracach L. Lusternika, A. N. Tichonowa i pdzniejszych.

Uzycie metod sensu stricto wariacyjnych (tzw. bezpo$rednich metod ra-
chunku wariacyjnego) dato narzedzia do badania wielu zagadnien dla réwnan
i uktadéw réwnan eliptycznych (w tym nieliniowych) pochodzenia geome-
trycznego jak réwnanie powierzchni minimalnych czy odwzorowania harmo-
niczne i ich uogélnienia (np. uklady z energia typu Ginzburga-Landaua).
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Szerzej o tym pisze E. Bombieri w {27, 525-535] oraz H. Brezis w fascynuja-
cym eseju [5]. Tamze znajdziemy zaskakujace wyniki o strukturze topologicz-
nej przestrzeni odwzorowan o ustalonej regularnosci miedzy rozmaito$ciami
rézniczkowymi i zwigzki teorii osobliwoéci takich odwzorowan z topologig.

Inne aspekty geometryczne (geometryczne réwnania ewolucyjne i asymp-
totyka jadra ciepta na rozmaitosciach) omawiaja G. Huisken w [30, 593-604]
oraz J. Jorgenson i S. Lang w [30, 655-683].

Wokét dwudziestego trzeciego problemu Hilberta rozwinely si¢ tez inne
uogdlnienia metod wariacyjnych takie jak teoria operatoréw monotonicz-
nych, nieréwnosci wariacyjne (i quasiwariacyjne) stanowigce jezyk wielu za-
stosowan w teorii sterowania optymalnego czy w zagadnieniach ze swobod-
nym brzegiem. Pisat o tym m.in. Guido Stampacchia w [27, 611-628] oraz
Luis Caffarelli w [29, 7-13] omawiajac przede wszystkim metody monoto-
nicznoéci zwigzane z konstrukcjg nad- i podrozwiazah. Réwniez w rachunku
wariacyjnym tkwiag zrédla teorii wielowartodciowych operatoréw akretyw-
nych, stworzonej przez m.in. G. Minty’ego i H. Brezisa, a zastosowanej np.
do badania mocno nieliniowych réwnan ewolucyjnych przez Ph. Bénilana.
Jeszcze inne aspekty rozwoju rachunku wariacyjnego sa poruszone w arty-
kule F. H. Clarke’a w [15, 313-328].

Aczkolwiek metody wariacyjne stosuja sie nie do wszystkich zagadnien
(wymagana jest specjalna struktura réwnania i warunkéw dodatkowych
natozonych na rozwigzanie), to zdecydowana wigkszo$¢ probleméw moty-
wowanych fizyka mozna sformulowaé¢ w postaci wariacyjnej, a zatem moga
one by¢ badane takimi metodami. Dostrzezenie dodatkowych wtasnosci wa-
riacyjnych badanych zagadnien pozwala na skojarzenie pomystéw z innych
dziedzin, tak jak to jest w szybko rozwijajacej sie obecnie teorii metod en-
tropijnych (pochodzacych z analizy réwnan kinetycznych, por. dalej uwagi
o réwnaniu Boltzmanna) dla badania asymptotyki rozwigzah zagadnief
z dysypacja, por. {1]. Jak si¢ wydaje, mozna na tej drodze spodziewaé sie
wielu nowych interesujacych rezultatéw z jakoéciowej analizy rozwigzah wia-
$nie dla (mocno nieliniowych) zagadnien eliptycznych natury geometrycznej
i dla zagadnienn dopuszczajacych funkcjonaly entropii.

Teoria potencjaltu i zwigzki z teorig prawdopodobienstwa. Kon-
strukcje teoriomiarowe stuzace do badania zagadnienia Dirichleta dla funkcji
harmonicznych (1), ktére pojawily sie najwczeéniej w pracach H. Poincarégo
(1890) i O. Perrona (1923), por. [22], znalazly swoje rozwiniecie w teorii po-
tencjatu lezgcej na styku réwnan rézniczkowych czastkowych, teorii miary
i analizy funkcjonalnej. Wyrafinowane wyniki dotyczace rozwigzalnosci za-
gadnien brzegowych dla réwnan eliptycznych w obszarach o brzegach spel-
niajacych (tylko) warunek Lipschitza otrzymali w latach osiemdziesigtych
XX wieku D. Jerison i C. E. Kenig.
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Kluczowa dla réwnan rézniczkowych drugiego rzedu, typu eliptycznego
lub parabolicznego wtasnos¢ dodatnioéci rozwigzan dla dodatnich danych
pozwala na zauwazenie analogii z teoriag prawdopodobienstwa oraz zwigza-
nie réwnan z procesami stochastycznymi (P. Lévy, S. Kakutani, W. Feller,
J. L. Doob, E. B. Dynkin, D. W. Stroock, N. W. Krylow). Dzieki probabili-
stycznemu spojrzeniu na réwnania czastkowe udaje si¢ zapisa¢ rozwigzania
zagadnieh brzegowych w postaci specjalnych funkcjonaléw zdefiniowanych
dla proceséw dyfuzji. W teorii pélgrup Schrodingera znajdujacych zastoso-
wania w mechanice kwantowej wazng role graja idee zwigzane ze wzorem
Feynmana-Kaca, por. [37, Th. X.68].

Teoria stochastycznych réwnan rézniczkowych czastkowych osiagnela juz
pewien stan dojrzalosci i obecnie matematycy atakuja z coraz wigkszym
powodzeniem zagadnienia jako$ciowego opisu rozwigzaf dla probleméw po-
chodzenia fizycznego i geometrycznego, por. esej D. W. Stroocka w [30,
1105-1113).

Uklad Naviera—Stokesa. Réwnania ruchu cieczy niescisliwej maja na-
stepujaca postaé

(2) ug—vAu+ (u-Viu=f, V-u=0, u=0 nadf,

gdzie u = (ui,...,uq) jest polem predkoéci okre§lonym dla z € Q C R4
oraz t > 0, v > 0 jest wspoOlczynnikiem lepkoéci cieczy, a f opisuje sily
zewnetrzne. Najbardziej interesujgcy z punktu widzenia zastosowan jest
przypadek tréjwymiarowy d = 3. Jest on tez najbardziej intrygujacy ma-
tematycznie z powodu trudnosci i calego szeregu otwartych zagadnien. Na
ukladzie Naviera-Stokesa testowane sg nowe metody matematyczne jak np.
koncepcja stabych rozwigzan Leraya—Hopfa~Ladyzenskiej rozwijana w [23],
podejscie potgrupowe Kato-Fujity, metody aproksymacji (J.-L. Lions, R. Te-
mam, por. [41]), spojrzenie w duchu uktadéw dynamicznych (C. Foias, R. Te-
mam, G. Sell). Szczegdlnie uniwersalna okazuje si¢ metoda pochodzaca od
Kato zastgpienia nieliniowego ukladu Naviera—Stokesa przez réwnanie cal-
kowe (tzw. formule Duhamela) otrzymane ze wzoru wyrazajacego rozwig-
zanie rownania niejednorodnego (wariacja parametréw):

(3 ult) = u(0) + f (=9 1(s) ds f Ve I8 @ u)(s) ds,

gdzie e*® oznacza pélgrupe generowana przez operator Stokesa A na zbiorze
bezdywergencyjnych p6l wektorowych {u : V-u = 0}, a w przeksztalceniach
wyrazu catkowego wykorzystano wladnie warunek niedcisliwosci V - u = 0.
Takie podejécie, redukujgce ewolucyjne roéwnanie czgstkowe do réwnania
zwyczajnego w odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, daje nieco inne niz teo-
ria rozwigzan stabych podejscie do wielu nieliniowych zagadnien ewolucyj-
nych, por. [8], [21].
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Kluczowa dla fizyki jest kwestia zrozumienia asymptotyki rozwigzan
uktadu Naviera-Stokesa dla duzych czaséw (¢t — o), co pozwoliloby opisaé
zjawisko turbulencji, por. np. artykuly P. Constantina w [30, 353-360], D.
Ruelle’a w [28, 141-154], A. Majdy w [29, 351-394] i R. Temama w (15,
1049-1106]. W szczegdlnosci, interesujace jest zbadanie zachowania si¢ roz-
wigzan przy v — 0 i poréwnanie ich z rozwigzaniami ukladu Eulera cieczy
nielepkiej (tj. gdy v = 0). Warto przy tym wspomnie¢, ze sam uktad Eulera
(konserwatywny, bo catkowita energia jest zachowywana) byt i jest obiektem
intensywnych badan, poczawszy od pionierskiej publikacji [43] z 1933 roku
Witolda Wolibnera az do czaséw wspodiczesnych.

Nieskonczenie wymiarowe uklady dynamiczne. W teorii tej pro-
buje sie opisaé asymptotyke waznych dla zastosowan (w fizyce czy biologii)
réwnan, z ktérych najprostsze majg postaé

us — Au = F(u),

gdzie A jest operatorem eliptycznym (np. A), a F nieliniowoscia. Uzywa sie
do tego pojecia globalnego atraktora, czyli zbioru przyciagajacego wszyst-
kie (lub wigkszoé¢) rozwigzah ukladu dynamicznego, i bada jego wielko§é
(zwartos$¢, wymiar) i strukture (rozwigzania stacjonarne, okresowe w czasie,
quasiokresowe, ...). Fundamentalne jest tu zrozumienie, jakie efekty przynosi
oddzialywanie wyrazéw dysypatywnych Au i nieliniowych F'(u).

Mimo znacznych osiggnie¢ i przebadania ogromnej ilosci istotnych dla
zastosowan réwnan, pozostajg tu intrygujace i trudne problemy, choéby te
zwigzane z ukladem réwnan Naviera-Stokesa (hydrodynamiki cieczy niescis-
liwej) z sitami zewnetrznymi w trzech wymiarach przestrzennych, por. [21].
Inny ogdlny problem polega na zrozumieniu efektéw stabej dysypacji (stab-
szej niz w przypadku eliptycznego operatora A) — nie gwarantujacej na
og6l zwartosci globalnych atraktoréw.

Wisréd sporej liczby monografii po§wieconych tym problemom ksigzka,
Rogera Temama [40] jest jedna z najistotniejszych. Wypada takze wymienic
monografie J. K. Hale’a, A. V. Babina i M. I. Vishika oraz J. W. Cholewy
i T. Dlotki [9].

W tym miejscu pragne wspomnie¢ o zagadnieniu, ktére z powodzeniem
badane jest przy uzyciu tak metod geometrycznych (bliskich ukladom dyna-
micznym), jak i metod czysto analitycznych (zwigzanych z réznymi podsta-
wieniami funkcyjnymi, a prowadzacymi do badania specjalnych rozwiazan
automorficznych, tzn. niezmienniczych na pewne przeksztalcenia). Proble-
mem tym jest badanie rozwigzan nieliniowych réwnan ewolucyjnych eksplo-
dujacych w skohczonym czasie. Zjawisko to (zwane po angielsku ,blow up”)
polega na ucieczce rozwigzah u(t) przy t /' T z pewnym T < oo, z prze-
strzeni, w ktérej skonstruowano rozwigzania lokalne w czasie. Wtedy u(t)
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wybucha w chwili 7', i nawet gdy uda si¢ je w jaki§ sposéb przediuzyé
dlat > T, to i tak w trakcie ewolucji pozostaje osobliwo§¢ rozwigzania dla
t="T.

Pionierskie dla tego kierunku byly prace Y. Gigi i R. V. Kohna z lat
osiemdziesigtych XX wieku po$wigcone nieliniowym réwnaniom parabolicz-
nym typu

(4) ut—-:Au-i—up.

Pokazali oni, ze przy pewnych zalozeniach na wykladnik p, wymiar prze-
strzeni i wielko§¢ danych poczatkowych, zjawisko wybuchu zachodzi, a sama
eksplozja pojawia sie w sposéb asymptotycznie automorficzny: lim; »r (T —
£)1/(=Dy(z, t) = const > 0, lokalnie jednostajnie wzgledem x(T — t)~1/2.

Obecnie przebadano wiele réwnan, ktérych rozwiazania mogg eksplodo-
waé i w inny sposéb, np. réwnania konwekeji-dyfuzji u; — Au = a - V f(u),
czy (lepkie) rownanie Hamiltona-Jacobiego u; — Au = |Vul|?. Mimo tego ist-
nieje jeszcze sporo probleméw, dla ktérych nie potrafimy scharakteryzowaé
sposobu w jaki wybuchajg rozwigzania, por. np. [8]. Nie wiadomo tez czy
rozwigzania ukladu Naviera-Stokesa w trzech wymiarach moga wybuchad,
a jezeli tak — to w jaki sposéb.

Kinetyczne réwnanie Boltzmanna. W 1872 roku Ludwig Boltzmann
zaproponowal do opisu ewolucji w czasie gestoéci gazu f = f(z,v,t) > 0
nastepujace réwnanie
%"‘v'vmf-*—F-va:Q(f’f)’
gdzie zmienne niezalezne z, v € R opisuja polozenia i predkosci, t > 0, F
jest gestoscig sil zewnetrznych, a QQ — funkcjonatem kwadratowym, w kté-
rym wystepuje catkowanie wzgledem predkosci v, opisujacym zderzenia par
czasteczek gazu. Wyprowadzenie tego réwnania korzysta, oprécz zasad me-
chaniki klasycznej ukladéw punktéw materialnych, z zalozenia o ,,molekular-
nym chaosie” pozwalajacym napisaé konkretng postaé catki zderzen Q(f, f).
Zalozenie to w subtelny sposéb wiaze si¢ z nieodwracalnoscia w czasie ewo-
lucji gestodci f, co wyrazi¢ mozna faktem malenia w czasie funkcjonalu
(neg)entropii (slynne H-twierdzenie Boltzmanna)

H(t) = fff(w,v,t)logf(m,v,t) dz dv.

Istota matematycznego problemu nieodwracalnosci tkwi, jak sie wydaje,
w przejSciu granicznym od skonczonych do nieskonczonych uktadéw cza-
stek.

Powyzszy statystyczny model gazu jest prosty, ale badanie jego rozwia-
zan jest niezmiernie trudne. Mimo wysitkéw czolowych matematykéw i fi-
zykéw (D. Hilbert, T. Carleman, S. Chapman, H. Grad, C. Cercignani, ...)
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i zrozumienia niektérych wlasnosci regularnych rozwiazah réwnania Bolt-
zmanna, nie udawato si¢ przez ponad sto lat udowodnié, ze zagadnienie po-
czatkowe dlan jest dobrze postawione (tzn. ma jedyne rozwigzanie zalezne
w spos6b ciagly od danych poczatkowych). Dopiero w latach osiemdziesig-
tych XX wieku Ronald J. DiPerna i Pierre-Louis Lions zdolali udowodnié
istnienie globalnych w czasie rozwigzanh réwnania Boltzmanna, por. [32]. Za-
stosowali przy tym metode renormalizacji polegajaca na tym, ze réwnanie
sprowadza si¢ do takiej postaci, w ktérej prawa strona ma sens dla funkcji
f jedynie calkowalnych na R? x R? (na ogét iloczyn funkeji z L' nie jest
calkowalny, i stad wynikaja trudnoéci w poszukiwaniu rozwigzan f € L!,
co jest fizycznie naturalnym zalozeniem). Oryginalne podejscie R. DiPerny
i P.-L. Lionsa opieralo si¢ na metodach monotonicznoséci (konstrukcje nad-
i podrozwiazan). Pdzniej cze§¢ argumentéw zostala uproszczona przy uzy-
ciu catkowych operatoréw Fouriera, a wiec niebanalnych narzedzi analizy
harmoniczne;j.

Techniki wypracowane przy okazji badania réwnania Boltzmanna oka-
zaly sie niezmiernie przydatne w analizie réwnan hiperbolicznych pierwszego
rzedu opisujacych prawa zachowania, a takze w teorii sterowania.

P.-L. Lions zostal nagrodzony w 1994 roku medalem Fieldsa za wybitny
wklad w wiele dzialéw teorii réwnan rézniczkowych czgstkowych a wyniki
dla réwnania Boltzmanna byly w jego dorobku jednymi z najwazniejszych.

W ostatnich latach XX wieku nastapil ogromny postep w analizie réw-
nan kinetycznych typu Wilasowa, Wlasowa—Poissona, Maxwella—Wlasowa,
Fokkera-Plancka itd. Do badania asymptotyki rozwigzafi (w tym okre$lenia
stanéw réwnowagowych i szybkosci zbieznoéci dowolnych rozwigzah do ta-
kich stanéw) uzywane sg metody skalowania czaso-przestrzennego i analiza
funkcjonaléw entropii wraz z subtelnymi nieréwnosciami funkcyjnymi typu
logarytmicznej nieréwnoéci Sobolewa, por. [1] i prace szkoly francuskiej:
J. Dolbeault, C. Villaniego i innych.

Na styku teorii kinetycznej i hydrodynamicznej pojawialy sie od dawna
modele, w ktoérych pochodne czastkowe wystepujg w sposéb ,nieklasyczny”,
np. w nieskoniczonych ukladach réwnah czy lacznie z operatorami catko-
wymi. Stuzg one do opisu réznych zjawisk w mechanice o$rodkéw cigglych:
koagulacji czasteczek, fragmentacji (np. lafcuchéw polimeréw), ewolucji
czastek oddzialywujacych ze sobg elektrycznie lub grawitacyjnie (réwnania
typu samouzgodnionego pola). Modele te pochodzg od takich fizykéw jak
M. Smoluchowski, M. Planck czy P. Debye. Problemy zwigzane z tego typu
réwnaniami prowadza do interesujacych wynikéw jakosciowych dotyczacych
asymptotyki rozwiazan, por. np. artykui [44].

Wydaje sig, ze zagadnienia zwigzane z réwnaniami kinetycznymi, asymp-
totyka ich rozwigzan i przej$ciem do granicy hydrodynamiczne;j jeszcze dtugo
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beda w centrum badan nad réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Réw-
niez fizycznie motywowane zagadnienia brzegowe dla klasycznego réwnania
Boltzmanna w obszarach ograniczonych nadal czekaja na pelng analize.

Uklady praw zachowania. Réwnania rézniczkowe czastkowe postaci
divy F = G wyrazaja bilans zmian pewnej wielkosci fizycznej F' w sy-
tuacji, gdy G okresla produkcje tejze wielkoSci. Na przykiad: moga to by¢
prawa zachowania masy, pedu i energii dla poruszajacej sig cieczy. Tak ogélne
sformulowanie pozwala uzyskaé, jako przyklady ukladéw praw zachowania,
réwnania dynamiki gazéw, elektromagnetyzmu, (magneto)hydrodynamiki,
(termo)sprezystosci, teorii spalania i wiele innych.

Do poczatku XX wieku prawa zachowania pojawialy sie przede wszyst-
kim w teorii gazéw i byly badane m.in. przez B. Riemanna, H. Hugoniota
i J. W. S. Rayleigha. Istotny postep w matematycznej teorii praw zacho-
wania nastgpil od lat pieédziesigtych XX wieku dzigki pracom Eberharda
Hopfa, Olgi Olejnik, Izraela Gelfanda, Petera Laxa. Gléwne wyniki dotycza
pojedynczych réwnan (nie ukladéw), lub zagadnien stabo nieliniowych, lub .
ukladéw z jedng zmienng przestrzenng z, np. u; + f(u), = 0 uogélniajace
najprostsze (nielepkie) réwnanie Burgersa u; + uu, = 0.

NajczeSciej spotykana jest sytuacja gdy nie mozna liczy¢ na istnienie roz-
wigzan klasycznych (gladkich) z uwagi na spodziewane osobliwo§ci w miej-
scach przecinania sie charakterystyk, a rozwiazania stabe nie sa jednoznacz-
ne. Konieczne sg wtedy dodatkowe wlasnosci i kryteria doboru fizycznie wy-
réznionych slabych rozwigzan, np. wyrazajace si¢ przez odpowiednie funk-
cjonaly entropii.

Ogromna ilo§¢ probleméw zwigzanych z réwnaniami i uktadami w wielu
wymiarach, uzupelnionymi niekoniecznie malymi warunkami poczatkowy-
mi, czeka nadal na rozwiazanie, por. artykul Denisa Serre’a w {30, 1061-
1080].

Oprécz zasadniczych kwestii jak dobre postawienie (w sensie Hadamar-
da) zagadnienia Cauchy’ego dla réwnan magnetohydrodynamiki pozostaja
otwarte problemy opisu rozwiazah typu biegnacej fali u(z,t) = U(z + vt)
i ich (lokalnej) stabilnoéci dla ogdlnych ukladéw praw zachowania. Liste
tego typu pytan i obszerng bibliografie¢ znajdziemy w przegladowym arty-
kule D. Serre’a wspomnianym powyzej. Dos¢ Scisle wigza sie z tg tematyka
zagadnienia dla ukladéw reakcji-dyfuzji, w ktérych wystepuja jednak do-
datkowo wyrazy dysypacyjne, por. [38]. Natomiast o pewnej metodzie kon-
strukeji rozwigzan lepko$ciowych, uzywanych takze w teorii ukladéw praw
zachowania, mozna przeczytaé¢ w [7].

Inne podejscie do modelowania osrodkéw cigglych (wraz z problemami)
mozemy znalez¢ w przegladach S. S. Antmana w [30, 1-21] i Weinana E
w [30, 409-432].
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Nieliniowe réwnania falowe. Jednym z najbardziej intrygujacych od-
kry¢ w XX wieku bylo stwierdzenie, ze réwnanie Kortewega—de Vriesa (KdV
— zaproponowane w 1895 roku jako model rozchodzenia si¢ fal w kanale)

(5) U + Uy + Uggy = 0

jest nieskonczenie wymiarowym ukladem hamiltonowskim, i to calkowal-
nym. Wielu matematykéw (m.in. M. Kruskal i jego wspélpracownicy, P. D.
Lax, V. E. Zakharov, L. D. Faddeev) znajdowalo takie zadziwiajace wla-
snoéci réwnania KdV, jak np. istnienie nieskoniczenie wielu calek pierw-
szych, zwigzki z liniowymi operatorami Schrodingera, istnienie solitonéw,
czyli rozwiazan falowych poruszajacych i oddzialywujacych ze sobg bez
zmiany ksztaltu fali. Odkrycia te pozwolily na wyjasénienie zaskakujacych
wynikéw eksperymentéw numerycznych dla ukladu oddziatywujacych nieli-
niowych oscylatoréw, ktérymi zajmowali sie z pomocg pierwszych kompu-
teréw E. Fermi, J. R. Pasta i S. Ulam (zaobserwowali oni brak stochastycz-
nego zachowania si¢ ukiadu). Przypadek réwnania KdV pokazuje, ze wazne
fizycznie istotnie nieliniowe modele moga zachowywaé si¢ w pewnym sensie
podobnie jak modele liniowe, dla ktérych zachodzi zasada superpozycji roz-
wigzan. Z drugiej strony, réwnanie KdV spowodowalo zywe zainteresowanie
analitykéw badaniem wlasnosci ogdlnych réwnan dyspersyjnych, tzn. takich,
w ktoérych efekty falowe opisane sa operatorami antysymetrycznymi (ogél-
niejszymi niz 83/0z3) i nieliniowosciami typu f(u),. Okazalo sie, ze w bada-
niach tych przydatne sa subtelne narzedzia analizy harmonicznej takie jak
np. calki oscylujgce. Wyniki otrzymane m.in. przez J. Bong, C. E. Keniga,
G. Ponce’a, J.-C. Saut, L. Vege oraz J. Bourgaina, pokazuja jak $ciSle zwig-
zane s3 ze sobg wilasnosci regularnosci i przestrzennej asymptotyki, por. [3].

Inna wazna klasa probleméw falowych obejmuje, motywowane relaty-
wistyczna mechanikg kwantows, réwnania typu

(6) Ut — Au = F(U)

Dla potegowych nieliniowo$ci F' wiadomo juz bardzo wiele o istnieniu
i asymptotyce rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego dzieki pracom m.in. J. Gi-
nibre’a i G. Velo oraz M. Struwe.

Ogoélna teoria operatoréw rézniczkowych z pochodnymi czast-
kowymi. Idea badania rozwigzan stabych w przestrzeniach funkcji, ktérych
pochodne spelniaje warunki calkowalnoéci, doprowadzilo z jednej strony
do burzliwego rozwoju teorii przestrzeni funkcyjnych typu Sobolewa (i ogdl-
niejszych: Besowa,- Triebela, Lizorkina, ...) badanych przy uzyciu nowych
nieréwnosci funkcyjnych. Z drugiej strony, w latach 1945-1950 Laurent
Schwartz stworzy!l elegancka teorig dystrybucji, ktéra natychmiast stala sig
mocnym narzedziem do badania ogélnych operatoréw rézniczkowych z po-
chodnymi czastkowymi.
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W przeciwiefistwie do teorii liniowych operatoréw rézniczkowych zwy-
czajnych, dla operatoréw liniowych z pochodnymi czastkowymi nie moze
byé za wiele bardzo ogblnych (tj. nie uwzgledniajacych struktury wspéiczyn-
nikéw) wynikéw o lokalnej rozwigzalnosci réwnai.

I tak, jezeli L = Z| algm @aD® jest operatorem o stalych wspélczyn-
nikach, to réwnanie Lu = F ma zawsze lokalne rozwigzanie, co udowodnili
w latach pieédziesigtych XX wieku B. Malgrange, L. Ehrenpreis i S. Lojasie-
wicz rozwigzujac problem dzielenia dystrybucji. Natomiast juz w przypadku
zmiennych wspélczynnikéw H. Lewy podal w 1957 roku przyklad réwna-
nia (0 wspdlczynnikach zespolonych) nie posiadajacego rozwiazan. Przy-
klad ten uproszczony zostal przez Garabediana i Gruszyna: jezeli réwnanie
ug + izuy = F(z,y) ma rozwigzanie, to u jest funkcjg analityczang, a zatem
dla F nieanalitycznych rozwiazania u nie mogg istnieé.

Od tego czasu teoria operatoréw liniowych ogromnie rozwinela sie. Pew-
nym podsumowaniem stanu wiedzy na poczatku lat osiemdziesigtych XX
wieku jest czterotomowa monografia L. Hérmandera [19], w ktérej w syste-
matyczny sposéb, uzywajac narzedzi analizy funkcjonalnej (teorii dystrybu-
cji) i harmonicznej (transformata i catkowe operatory Fouriera), badane sg
operatory rézniczkowe i pseudorézniczkowe.

Wazna klase tworza operatory typu Hérmandera L = X% + ... + X2,
gdzie pola wektorowe Xi,...,X,, spelniaja pewne warunki geometryczne
wyrazone w terminach komutatoréw. Operatory takie w naturalny sposéb
pojawiajg sie¢ w wielu zagadnieniach geometrii rézniczkowej, analizy harmo-
nicznej na grupach Liego i przestrzeniach symetrycznych, a takze w teorii
prawdopodobienstwa, i dlatego sa intensywnie badane.

W ostatnich latach na styku analizy harmonicznej, teorii przestrzeni
funkcyjnych i réwnaf rézniczkowych powstala teoria falek (,wavelets”),
w ktérej stworzenie wielki wklad mieli Y. Meyer, R. Coifman i I. Dau-
bechies, a motywacje z teorii réwnan rézniczkowych sa wyraznie widoczne
choéby we wplywie prac J. - M. Bony’ego i M. E. Taylora, por. artykut
S. Jaffarda w [15, 609-634].

Sposréd operatoréw rézniczkowych, dla ktérych zagadnienie Cauchy’ego
jest dobrze postawione wazng role graja operatory hiperboliczne, ogélniejsze
niz operator (d’Alembertian) z réwnania falowego 8%/t — A.

Na poczatku XX wieku J. Hadamard prowadzil badania réwnan hiper-
bolicznych drugiego rzedu uwieficzone w 1932 roku monografia, w ktorej
zdefiniowal pojecia zagadnienia dobrze postawionego. W pézniejszych la-
tach wiele wynikéw uzyskal I. G. Pietrowski badajac m.in. réwnania hiper-
" boliczne wyzszych rzedéw i wprowadzajac pojecie lakuny (1937-1945), ktore
dalo poczatek wspdlczesnej teorii osobliwosci.

Nastepne wazne etapy rozwoju teorii wigza sie z pracami K. O. Frie-
drichsa (1954-58) o ukladach symetrycznych i metodach energetycznych,
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metodach numerycznych (wraz z R. Courantem i H. Lewym), oraz A. Cal-
deréna uzywajacymi operatoréw z catkami osobliwymi (1962). Te ostatnie
prace otworzyly droge do szerszego stosowania metod analizy harmonicznej.
W ostatnich latach istotne wyniki o réwnaniach hiperbolicznych pojawiajg-
cych si¢ w teorii wzglednosci uzyskal S. Klainerman.

Rozwijana jest teoria mikrolokalna, w ktérej analize rozwiazan prowadzi
si¢ rownoczesnie w zmiennych czasowo-przestrzennych (¢,z) i dualnych —
dla transformat Fouriera wzgledem x, patrz artykut J. Sjostranda w [15,
967-991]. Ma to $ciste zwiazki z zasadg nieoznaczonosci Heisenberga w fizyce
kwantowej.

Mechanika kwantowa i réwnania rézniczkowe. Teoria kwantowa
przyczynita si¢ do ogromnego postepu w matematyce, choéby w analizie
funkcjonalnej, teorii reprezentacji grup, czy réwnaniach rézniczkowych. Pi-
sze o tym A. Wightman w [27, 159-232]. Pragnalbym tu zasygnalizowaé
inne niz w powyzszym przegladzie aspekty mechaniki kwantowej zwigzane
z rozwojem teorii spektralnej i asymptotycznej teorii réwnan rézniczko-
wych. Chodzi przykladowo o badanie wartosci i funkcji wlasnych opera-
toréw Schrédingera typu Lu = —h?Au+ Vu, gdzie V : R? — R jest po-
tencjalem. Badania te byly zapoczatkowane twierdzeniem H. Weyla z 1910
roku (i uzupelnionym przez L. Hormandera w 1968 roku). Dla operatoréw ze
stalg Plancka h traktowana jako malym parametr, i — 0, ostatnio glebokie
wyniki uzyskali m.in. B. Helffer i J. Sjostrand. Nie mozna tez zapominaé
o subtelnych rezultatach B. Simona i E. B. Daviesa dotyczacych po6igrup
Schrodingera e!A+V) | por. tez [37].

Metody wariacyjne w teorii kwantowej stosuje sie za§ do badania za-
gadnienia stabilnosci materii (E. H. Lieb) i, og6lniej, do badania wigzah mie-
dzyczasteczkowych (chemia kwantowa). Znaczgce wyniki osiaggnal tu
P. - L. Lions ze wspO6lpracownikami (teorie Hartree-Focka dla lekkich ato-
moéw i Thomasa-Fermiego dla cigzkich atoméw), por. tez artykul Ch. Fef-
fermana w [29, 27-36] i [32].

Biologia matematyczna. Réwnania rézniczkowe byly stosowane do
opisu zjawisk biologicznych od co najmniej czaséw Th. Malthusa i jego
modelu wyktadniczego wzrostu populacji. Bardziej realistyczny model logi-
styczny, pochodzacy od Verhulsta, nadal oparty jest o réwnania zwyczajne,
ale juz uwzglednienie dyfuzji prowadzi do réwnan dla gestoSci populacji N

badanych okoto roku 1937 przez A. N. Kolmogorowa, I. G. Pietrowskiego

i N. S. Piskunowa. Rozwazali oni m.in. rozwigzania typu biegnacej fali po-
staci N(z + vt) z warunkami brzegowymi N(—o0) = 0, N(+o00) = K =
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const. Interpretacje probabilistyczna tego réwnania podal w 1975 roku
H. P. McKean.

Uktady nieliniowych réwnan parabolicznych pojawiaja sie jako modele
wspélzawodnictwa drapieznik-ofiara po uwzglednieniu efektéw migracji,
czyli po dodaniu wyrazéw dyfuzyjnych do ukladéw réwnan zwyczajnych
typu Lotki-Volterry.

Wspblczednie, ilo§é modeli opisanych réwnaniami rézniczkowymi w bio-
logii ro$nie lawinowo. Istnieje nawet specjalne czasopismo Journal of Mathe-
matical Biology. Modele te sg uzywane w bardzo réznych kontekstach, por.
Ch. S. Peskin w [29, 395-415].

Spoéréd najbardziej intrygujgcych, o niezmiernie interesujacej strukturze
rozwigzan, wyrdzniajg sie modele chemotaksji Keller-Segela (czyli ruchu
mikroorganizmdéw u ukierunkowanego przez substancje v wydzielang przez
nie same) typu

(8) ug =V - (Vu — x(w)Vv),
vy = AV — v+ u.

Matematykow-interesuja tu kwestie globalnego w czasie istnienia rozwiazan
i mozliwoéé¢ eksplozji rozwigzan w skonczonym czasie. W ostatnich latach
M. A. Herrero i J. J. L. Veldzquez skonstruowali dla x(u) = u (trudne!)
przyklady rozwigzan wybuchajacych w skonczonym czasie.

W artykule C. K. R. T. Jonesa w [30, 631-645] przedstawione sg poglady
na bardziej realistyczne sposoby modelowania matematycznego w biologii,
wymagajace nowego spojrzenia na uklady dynamiczne opisane réwnaniami
rézniczkowymi zwyczajnymi lub czastkowymi, w warunkach niepelnej infor-
magcji.

W calej dziedzinie biologii matematycznej nalezy w najblizszym czasie
spodziewad sie szybkiego rozwoju modeli i metod badawczych.

Komputery i réwnania rézniczkowe. Druga potowa XX wieku przy-
niosta rewolucje w analizie numerycznej réwnan rézniczkowych. Komputery
staly si¢ narzedziem przeprowadzania eksperymentéw numerycznych (cza-
sami prowadzacych do stawiania hipotez i formulowania twierdzen), obli-
czania rozwigzah konkretnych zagadnien, wreszcie wspomagania dowoddéw
twierdzen matematycznych. Artykuly zamieszczone w [30], ktérych auto-
rami sg [. Babuska, J. Tinsley Oden (23-28), B. Engquist, G. Golub (433-
448), H. Langtanen, A. Tveito (809-825), A. Quarteroni (961-970), H. von
Storch, J.-S. von Storch, P. Miiller (1179-1194), daja dokladniejsze wy-
obrazenie o obliczeniach w meteorologii (réwnania opisujace oddzialywania
oceanu i atmosfery), w modelowaniu ruchu samolotéw i pojazdéw kosmicz-
nych (z pomoca réwnan kinetycznych), w biologii (modelowanie przeptywéw
krwi), czy w chemii (réwniez kwantowej). Wspomina si¢ tam o takich na-
rzedziach analizy numerycznej jak metoda elementu skonczonego, metody
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ze zmiennym (adaptujacym sie¢) podzialem obszaru (multigrid) i algorytmy
z elementami losowego wyboru (np. typu Monte Carlo). Wiegkszo$é z nich
bez mocy obliczeniowej wspolczesnych komputeréw bylaby bezuzyteczna,
bo iloé¢ elementarnych obliczen potrzebnych do ich stosowania przekracza
mozliwosci czlowieka dysponujacego kartka papieru i oléwkiem. Z pomoca
pakietéw oprogramowania przeznaczonych do rozwigzywania konkretnych
zagadnie mozna obecnie w minuty (jesli nie w sekundy) obliczaé to, co
dawniej zajmowalo lata (np. w astronomii).

Podsumowanie. Réwnania rézniczkowe czastkowe sg rozwijane w bar-
dzo wielu osrodkach na $wiecie. Niewatpliwie do najwazniejszych, zajmujg-
cych sie gléwnie problemami nieliniowymi, nalezy Paryz (promieniujacy na
calg Francje, z widocznym oddziatywaniem na Wtochy i Hiszpanie), w USA:
Courant Institute w New York University, od niedawna Institute of Mathe-
matics and Applications w Minnesocie, w Rosji: Moskwa i Sankt Petersburg.
W Polsce silne grupy zajmujace si¢ wyselekcjonowanymi powyzej aspektami
réwnan czastkowych dzialaja w Katowicach, Krakowie, Lodzi, Warszawie,
Wroclawiu.

Jak widaé nawet z tak pobieznego przegladu, teoria i zastosowania réw-
nah rézniczkowych czastkowych rozwijajg sie w ogromne;j ilo$ci kierunkéw,
przenikaja inne dziedziny matematyczne i prowadzg do waznych i nierzadko
pieknych (réwniez w znaczeniu: estetycznych) wynikéw.

Na zakoficzenie chcialbym zaznaczyé, ze bibliografia nie pretenduje do
pokazania wszystkich najwazniejszych prac i monografii (bo jest to po pro-
stu niemozliwe dla tak dynamicznie rozwijajacej si¢ dziedziny). Pragnglem
jedynie zasygnalizowa¢ wazne ksiazki, ktére wyznaczyly pewne etapy roz-
woju (np. [11], [12), [16], [19], [22], [23], [24], [25), [26], (37, [38], [39], [40],
[41], [45]) i standerdy dydaktyczne (np. wspélczesnie [17] i kompendium
[13]). Na tym tle widaé tez, w jakim skromnym zakresie studenci kierunkéw
matematycznych zapoznaja sie obecnie z klasycznymi fragmentami teorii
réwnan rézniczkowych czastkowych, por. [42].

Literatura zawiera tez referencje do niedawnych artykuléw przeglado-
wych [3], [7], [8], [21], [32] i [44] z tej tematyki, oraz z historii réwnah
rézniczkowych w Polsce [32] zamieszczonych w Wiadomosciach Matema-
tycznych.

Milo mi w tym miejscu podzigkowaé Grzegorzowi Karchowi, Andrze-
jowi Krzywickiemu, Tadeuszowi Nadziei, Andrzejowi Palczewskiemu, An-
drzejowi Raczynskiemu, Robertowi Stanczemu, Janowi (Jean-Marie) Strel-
cynowi i Dariuszowi Wrzoskowi za cenne uwagi.
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