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Modelowanie i metody rozwigzywania zagadnien

transportowych

Skrypt poswiecono modelowaniu systeméw transportowych,
ktadac szczegdlny nacisk na problematyke formutowania zadan
optymalizacyjnych roztozenia potoku ruchu na sie¢ transporto-
wa. Przedstawiono w nim zaréwno problematyke modelowania
systemow transportowych, jak i metode oceny wielokryterialnej
funkcjonowania tych systeméw. Publikacja zawiera sformutowa-
nia zadan optymalizacyjnych roztozenia potoku ruchu w aspek-
cie organizacji ruchu, rozumianej jako sposob wykorzystania
wyposazenia systemu transportowego w realizacji zglaszanego
zapotrzebowania na przewdz. Celem pracy byto okreslenie roli
i miejsca modelowania i symulacji. Matematyczna gospodarka to
jest zestaw metod matematycznych, pozwalajacych przedstawic
teorie i przeanalizowac problemy w gospodarce. Mowa matema-
tyki pozwala ekonomistom konkretyzowa¢ pozytywne wymogi
o spornych czy doktadnych tematach, ktére bytyby niemozliwe
bez matematyki. Duzo z teorii ekonomicznej jest teraz obecne
w terminach matematycznych modeli ekonomicznych. Techno-
logia informacyjna stata sie podstawa, ktorej poziom rozwoju
w duzej mierze decyduje o poziomie rozwoju kraju jako cafoSci.

Pod pojeciem model rozumiemy przedstawienie danego obiektu
czy tez zjawiska w uproszczonej postaci w stosunku do rzeczy-
wistej. W nauce jest to celowe uproszczenie rzeczywistosci po-
legajace na pominieciu cech i szczegbtow nieistotnych z punktu
widzenia celu modelowania [1, 2]. Przyczyng tworzenia modeli
jest nie tylko cheé poznania rzeczywistosci, praw nig rzgdzacych,
ale takze zbadanie mozliwoSci wptywania na otaczajace nas zja-
wiska, badanie zjawisk w innych warunkach i w przysztosci [1].
Zagadnienia transportowe mozemy rozpatrywac jako zamkniete
lub otwarte. Rozwigzywane moze byé manualnie lub okreSlonym
programem komputerowym. W danym zagadnieniu transporto-
wym wyznaczamy funkcje celu, warunki dla dostawcéw oraz od-
biorcow, a takze brzegowe. Zagadnienie transportowe w bada-
niach operacyjnych stanowi procedure iteracyjna, a rozpoczyna
sie od poczatkowego rozwigzania dopuszczalnego. Rozwigzanie
to jest nastepnie poprawiane z punktu widzenia funkcji celu.

Zamkniete zagadnienie transportowe rozwigzujemy przykia-
dowo metodami [3, 4]:

1. Rozpoczeciu wypetniania macierzy przewozow od klatki w le-
wym gornym rogu, wpisujac do niej odpowiadajacg mniejsza
ilo$¢ sposrdd podazy i popytu.

2. Przesunieciu w prawo, gdy pierwszy towar nie zostat catkowi-
cie rozdysponowany lub w dét, gdy catg podaz tego dostawcy
rozdzielono odbiorcom.

3. Obliczeniu kosztu transportu i nastepnie poprawianiu macie-
rzy przewozow w kolejnych iteracjach.

Realizacja komputerowa umozliwia zaznaczenie w funkgcji
celu tras niedopuszczalnych poprzez podanie wielokrotno$ci
najwiekszego z parametréw funkcji celu w postaci bazowe;.
Zagadnienie transportowe mozemy tez rozwigza¢ stosujac do-
datek Excel-Solver. Otwarte zagadnienie transportowe sprowa-
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dzamy do zamknietego poprzez wprowadzenie fikcyjnego od-
biorcy. Oznacza to, ze nadwyzka towaru zostanie w magazynach
dostawcow. W takim przypadku minimalizuje sie tgczny koszt
transportu i magazynowania.

Czasem zdarza sig, ze dane zagadnienie transportowe roz-
wigzywane manualnie nie bilansuje sie w tzw. klatkach zero-
wych po uzyskaniu poczgtkowego rozwigzania dopuszczalne-
go metoda minimalnego elementu macierzy. Alternatywnym
sposobem jest skorzystanie z metody potencjatow, wychodzac
z rozwigzania wstepnego uzyskanego metodg minimalnego
elementu macierzy, gdzie przyktadowo jeden przew6z musimy
ulokowac w klatce niezerowej. W kolejnym kroku sprawdzamy,
czy uzyskano rozwigzanie optymalne, postugujac sie tzw. zmien-
nymi dualnymi alfa i beta dla tras bazowych. Nastepnie tworzy-
my tabele pomocnicza, w ktérej dla tras bazowych wpisujemy
(X), a dla niebazowych wartosci wynikajgce z odpowiedniego
odjecia od ceny zmiennych dualnych alfa oraz beta. Szukamy
wynikow (kryteriow) o wartoSciach ujemnych, a gdy nie wystepu-
ja, mamy juz rozwigzanie optymalne. Natomiast, gdy dla klatek
niebazowych wystgpi kryterium ujemne, to dokonujemy w petli
przesuniecia odpowiedniego przewozu w kierunku klatki z kry-
terium ujemnym. Wymaga to jednak zaktualizowania wartosci
w odpowiadajgcych wierszach i kolumnach macierzy przewo-
z6w. Ponownie okreslamy zmienne dualne dla skorygowanych
klatek bazowych, a dla niebazowych obliczamy kryteria. Jezeli
teraz wystgpig kryteria dodatnie, to uzyskaliSmy rozwigzanie
optymalne. Przystepujemy zatem do obliczenia tacznego kosztu
przewozow wedtug cen jednostkowych macierzy bazowej. Mamy
n punktdw wysytajacych towar i t punktéw odbierajacych. Ist-
nieje droga od kazdego dostawcy do kazdego odbiorcy i znany
jest koszt transportu jednostki towaru [5, 6]. Zapiszmy dane
w postaci tabeli (tab. 1).

WprowadZmy zmienne x;; opisujace iloS¢ towaru przewozo-
nego od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy. Niech a;; 0znacza
koszt przewiezienia jednostki towaru [5].

Jako funkcje celu przyjmijmy:

n t
min x, =ZZai’jx,.,j (1)
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Tab. 1. Model popyt-podaz

O, O, ... ... O, |podaz
D |a, a, .. .. a b,
D2 a2,1 a2,2 a2,t b2
Dn an,l an,Z an,t bn
popyt| ¢ ¢ ‘




Zadanie transportowe nazywamy zbilansowanym, gdy
podaz = popyt, czyli: . ,
2b=2c
i=1 j=1

W przypadku zbilansowanym obszar dopuszczalny opisany
jest nastepujacym uktadem rownan i nierébwnosci:

t
th i = b, - pierwszy dostawca wysyfa caty towar,
j=1

t
sz) i = b, - drugi dostawca wysyta caty towar,
j=1

t
> x,, =b,- nty dostawca wysyta caly towar,
j=1

t
Z X, ;=" pierwszy odbiorca dostaje caty towar,

t
zxzj =, - drugi odbiorca dostaje caty towar,

:
le, ;=6 t-ty odbiorca dostaje caty towar.

Ponadto nie mozna przewozi¢ ujemnej liczby towardw, dlatego:

V..V x..20 (2)

Isisn V1<t i)

Czasami towary sg podzielne (jak prad czy woda), ale zwykle
dodajemy warunki:

‘v’i,j X i ez (3)
Jesli dodamy do siebie réwnania opisujace popyt otrzymamy:

D%, = Zb (4)

i=1 j=1

Analogicznie, jesli dodamy do siebie réwnania opisujace podaz,

otrzymamy: t n ¢
2D %, =26 (5)
j=1 i=1 j=1

Zatem dla zadania niezbilansowanego uktad réwnar opisu-
jacy obszar dopuszczalny jest sprzeczny, za$ dla zadania zbi-
lansowanego uktad réwnan opisujacy obszar dopuszczalny jest
zalezny. Mozna pokazaé, ze rzad macierzy uktadu jest rowny,
wiec tyle musi by¢ zmiennych bazowych [6].

Zaktadamy, Ze zagadnienie jest zbilansowane. W pierwszej
zapisujemy koszty lub koszty zredukowane, czyli to co jest nad
kreskag w tablicy sympleks. Druga tablica opisuje przewozy -
dla zmiennej bazowej wstawiamy ilosé towaru przewozonego
od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy, zas dla zmiennych nieba-
zowych znak x. Ta tablica opisuje to, co jest w tablicy sympleks
z prawej strony kreski i umiejscowienie zmiennych bazowych jak
w zrewidowanej metodzie sympleks [6, 7].

Typy modeli

Mozna wyr6zni¢ m.in. nastepujace typy modeli [5-71:

¢ 0 podobienstwie kinetycznym,

¢ 0 podobienstwie geometrycznym, np. makiety, mapy,

¢ 0 podobiefistwie dynamicznym - stosowane w tunelach
aerodynamicznych,

Wielkose

“¥ wyjsciowa

Wielkodci T2 —

wejsciowe Proces

Rys. 1. Schemat modelu [5]

¢ tworzone przez analogie - hydrauliczno-elektryczne,
¢ matematyczne.

Model matematyczny to zbidr symboli oraz relacji matematycz-
nych wraz z bezwzglednie Scistymi zasadami operowania nimi.
Symbole i relacje odnosza sie do konkretnych elementéw rzeczy-
wistosci, ktorg badamy (rys. 1). Model opisuje dane zjawisko za po-
mocg zmiennych, ktorych wartosci mogg naleze¢ do réznorodnych
wartosci, np. liczb catkowitych, rzeczywistych, wartosci logicznych
itp. Modelowanie matematyczne to dziedzina, ktérej zadaniem jest
opisanie zjawisk w jezyku matematyki oraz logiki formalnej [5].

Modelowanie matematyczne polega na uzyciu jezyka matema-
tyki w celu opisania jakiego$ uktadu, np. elektrycznego, ekono-
micznego. Wykorzystywane sg one przy optymalizacji warunkow
pracy, prognozowaniu. Modelowanie matematyczne ma zastoso-
wanie w wielu dziedzinach zycia, gtownie w tych, w ktorych jest
powtarzalnoS¢ lub podobiefstwo zdarzen, czyli w naukach eko-
nomicznych. Przy uzyciu modelowania matematycznego wnioski
beda zgodne z rzeczywistoScig pod warunkiem, ze sformutowa-
nie wejsciowe byto poprawne, zatozenia poprawne oraz doktadne
z punktu widzenia celu, jaki badacz zaktada. Jesli poczatkowe hi-
potezy beda fatszywe, to nie osiggniemy poprawnych wynikow [3].

Modele matematyczne sa klasyfikowane wedtug réznych kry-
teriéw, na przyktad:

1. Ze wzgledu na postaé zwigzkoéw przedstawionych w modelu:

- liniowe - gdy wszystkie operatory sg liniowe,

= nieliniowe - gdy chociaz jeden operator nie jest liniowy.

Zakwalifikowanie do liniowych lub nieliniowych jest zalezne
od kontekstu. Z zasady dotyczy wielko$ci wejSciowych, nato-
miast w przypadku analizy regresji model liniowy oznacza li-
niowo$¢ wzgledem parametréw, za$ nieliniowa moze by¢ od-
powiedZ uktadu;

2. Ze wzgledu na czas:

- statyczne - nie uwzglednia sie zmian wartoSci w czasie,
z zasady wykorzystywane sg réwnania algebraiczne,

- dynamiczne - czas jest wartoScig wejSciowg, czesto wy-
korzystujemy réwnania rézniczkowe.

Z zasady wszystkie modele rzeczywiste maja charakter dy-
namiczny. Modelem statycznym mozna sie zadowoli¢, gdy sto-
sujemy uproszczenie w sytuacji, gdy badamy stany réwnowagi;
3. Ze wzgledu na zwigzek przyczynowo-skutkowy:

- deterministyczne - odpowied? jest jednoznacznie okreslo-
na dla kazdego zbioru wartosci wejSciowych; dane zjawisko
w sposdb jednoznaczny wywotuje i wptywa na inne,

- stochastyczne - odpowiedZ ma charakter losowy; wyniki
wystepuja z okreSlonym prawdopodobiefistwem [6-8].

4. Ze wzgledu na etap tworzenia modelu:

= wstepny - tworzony, gdy nie znamy jeszcze wszystkich pod-
stawowych mechanizmdw procesu. Jego istota polega na
wskazaniu jakie dane musimy jeszcze uzyskac,

- 0gblny - zawiera juz wszystkie znane badaczowi zalez-
noSci i procesy, ale techniczne postugiwanie sie nim jest
skomplikowane,

= sumaryczny - ostateczna forma symulacji komputerowej.
Jest wykorzystywana praktycznie.
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Etapy modelowania

OkreSlimy 5 etapéw modelowania: sformutowanie celu mode-
lowania; wybranie kategorii modelu oraz okreslenie jego struk-
tury; identyfikacja parametréw modelu; algorytmizacja modelu;
zweryfikowanie wynikow (rys. 2).

Sformutowanie celow modelowania

Formutujgc cel modelowania, nalezy pamietaé, ze jest to proces
ukierunkowany celowo. Znaczy to, ze tworzony model ma mie¢
konkretne zastosowanie. W przypadku badar systemowych nad-
rzednym celem jest stworzenie narzedzi, ktore pozwolg przewi-
dzieé, jak zachowa sie badany system w innych warunkach niz
istniejgce aktualnie. Gdyby nie modele, w celu sprawdzenia za-
chowania sie obiektu w zmieniajacych sie warunkach nalezatoby
eksperymentowaé na rzeczywistym systemie, co jest bardzo kosz-
towne i czasochtonne, a czesto wrecz niemozliwe do przeprowa-
dzenia. Z tego wynika, ze najwazniejsze znaczenie majg modele,
przy pomocy ktérych mozna zbadaé zachowanie sie systemow,
ktére jeszcze nie istnigjq i systemow majgcych dziataé w rézno-
rodnych warunkach, w ktérych do tej pory nie wystepowaty.

Wyhor kategorii modelu oraz okreslenie jego struktury

Etap ten nazywany jest modelowaniem wtasciwym. W tym eta-
pie nalezy przetworzyé catg istotng dla celéw modelowania
wiedze o badanym systemie w zbior relacji matematyczno-lo-
gicznych. Nalezy pamieta¢, ze modele matematyczne musza
spetnia¢ dwa podstawowe wymagania: tatwosci uzytkowania
zgodnie z jego przeznaczeniem oraz zgodnoSci z modelowanym
systemem odnoSnie zaleznosSci, ktére interesujg badacza. Cze-
sto wymagania te moga by¢ sprzeczne. Nalezy na tym etapie
poszukaé kompromisu miedzy nadmiernym uproszczeniem mo-
delu, co moze prowadzié¢ do btednych wnioskow a stworzeniem
modelu zbyt skomplikowanego, co utrudnia jego stworzenie.
W tym etapie nalezy tez rozwigza¢ problem istotnosci, czyli wy-
boru hipotez istotnych, od tych ktore nalezy odrzuci¢. Schemat
modeli systemow transportowych pokazano na rys. 3.

PROBLEM BADAWCZY

CELE

MODELOWAMNIA

HIPOTEZY > KATEGORIA MODELUY DANE
TEQORIE STRUKTURA MODELU
PRAWA IDENTYFIKACIA
WIEDZA ALGORYTMY
EMPI- PROGMNOZY
RYCZINA DBLICZENIA
‘ .
WERYFIKACIA .

L .

l MODEL ZWERYFIKOWANY

Rys. 2. Etapy budowy modelu matematycznego
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Rys. 3. Schemat modelowania systeméw transportowych

Identyfikacja parametrow modelu

Ma na celu doSwiadczalne ustalenie wartosci, ktorych wprowa-

dzenie do modelu umozliwi wykonanie potrzebnych obliczen.

Rozr6zniamy 2 podstawowe typy wartosci liczbowych:

¢ parametry - wspdtczynniki na state ujete w algorytmie i pro-
gramie komputerowym, moze ich byé od kilku do kilkudzie-
sieciu w zaleznosci od stopnia skomplikowania modelu. Okre-

§lajg np. dynamike przemian,
¢ dane - okre$lajg warunki zewnetrzne modelowanego obiek-

tu, np. temperatura.

Z zasady teoretyczna wiedza nie jest wystarczajgca, by nadac
modelowi postaé, ktdra umozliwi wykonanie obliczen. Czesto
nie sg znane wszystkie wartosci liczbowe niektérych parame-
tréw modelu. W takich sytuacjach dokonuje sie ich szacunku
na podstawie innych ustalonych parametrow. Proces ten na-
zywany jest estymacja, a oszacowane statystycznie wartosci -
estymatorami. Proces identyfikacji parametrow potgczony z ich
estymacja to tzw. kalibracja modelu. Ma zapewni¢ zgodno$é
predykatywng modelu w warunkach odmiennych od tych, w kt6-
rych zostat opracowany [7, 8J.

Identyfikacja moze by¢ bierna lub czynna. Identyfikacja bier-
na ma na celu wyznaczenie postaci i parametrow modelu po-
przez zgromadzenie danych podczas standardowego dziatania
systemu, ktére poddawane sg opracowaniu statystycznemu.
Identyfikacja czynna jest drozsza i bardziej pracochtonna niz
bierna, a niekiedy niemozliwa do przeprowadzenia. Polega na
przeprowadzeniu eksperymentéw, ktorych wyniki zostang za-
stosowane do okreslenia modelu.

Algorytmizacja modelu
Jest to proces budowy konkretnego algorytmu. Pod pojeciem
algorytmu rozumiemy uporzadkowany i skoficzony cigg jasno
sprecyzowanych czynnosci, ktére sg niezbedne do wykonania
zadania. Poprawnie zbudowany algorytm mozna wykorzystaé do
rozwigzywania podobnych zadan.
Algorytm musi spetnia¢ 3 podstawowe zasady [4-7]:
1. Liczba operacji jest wielkoScig skofczong - policzalna liczba
operacji wynika z faktu, ze przy uzyciu algorytmu podczas re-
alizacji zadania, po wykonaniu odpowiednigj iloSci czynnoSci,



musi nastgpi¢ jego pomysSine zakonczenie. Liczba operadji
jest rézna w zaleznosci od ztozonoSci modelu.

2. Operacje musza byé zrozumiate i wykonalne dla realizato-
ra - istotne jest poznanie potencjalnych uzytkownikéw, gdyz
kazdy posiada inny zasob wiedzy.

3. Poprawna kolejnoS¢ wykonywania poszczegélnych operacji
- wynika z logiki odwzorowywanego procesu.

Algorytmy majg rézny stopief ztozonoSci. Z tego punktu wi-
dzenia wyrézniamy:

¢ algorytmy proste - poszczegblne instrukcje realizowane sa
tylko raz i wykonywane jedna po drugiej,

¢ algorytmy ztozone - mozliwe sg alternatywne rozwigzania
w zaleznoSci od spetnienia okreslonych warunkow,

* algorytmy cykliczne, czyli rekurencyjne - charakteryzujg sie
powtarzaniem sekwencji operacji,

¢ algorytmy mieszane - wystepuje jednoczesnie rekurencyjnosc¢
oraz algorytmy ztozone.

Weryfikacja wynikow

Weryfikacja jest to poréwnanie wynikdw modelowania ze stanem
rzeczywistym pod katem zgodnosci z badaniami doswiadczalny-
mi i wiedza teoretyczng. Faza ta jest SciSle powigzana z kazdym
z poprzednich etapdw budowy modelu, a zatem powinna odby-
wacé sie we wszystkich etapach, nie tylko po ukonczeniu cate-
g0 procesu. Struktura modelu, czyli wewnetrzne powiazania
miedzy elementami modelu i modelem a rzeczywisto$cig [3-6]
ma zapewnié¢ zgodno$é modelowanych powigzan z istniejacymi
w rzeczywistosci i jednoczesnie byé przyjazna dla uzytkownika.
Wyrézniamy trzy aspekty zgodnosci wynikow modelowania z rze-
czywistoscig: zgodno$é heurystyczna - sprawdzana jest poprzez
ocene przydatnosci modelu do weryfikacji hipotez, interpretacii
zjawisk i formutowania zadar badawczych, warto§é naukowa;
zgodnos¢ pragmatyczna - jest oceniana poprzez poréwnanie wy-
nikdw modelowania z wielkoSciami doSwiadczalnymi. Istotna jest
w tym obszarze zgodno$é predykatywna - bada sie jg poprzez
wprowadzenie do modelu parametréw z innego okresu czasu lub
warunkéw; zgodnos¢ strukturalna - sprawdzana jest mozliwo$é
zastosowania modelu do imitacji istniejgcych w rzeczywistosci
mechanizméw. Jest szczegblnie wazna w przypadku modelo-
wania zjawisk przyrodniczych. W przypadku deterministycznych
dynamicznych modeli miarami dopasowania sg wspotczynniki
regresji, rownania i determinacji. Najlepiej, gdy sg bliskie jed-
nosSci. Z powyzszego wynika, ze budowa modelu ma charakter
iteracyjny. Tworzac strukture modelu, musimy zwracaé uwage na
to, jakie dane sa dostepne, jakie mamy mozliwoSci obliczeniowe.
Stwierdzenie np. ze nie mamy odpowiednich danych, wymaga
powrotu do poprzedniego etapu.

Zakonczenie
Dzieki matematyce uczymy sie logicznego myslenia, co nam po-
maga w podejmowaniu przysztych decyzji [2, 4, 9].

Do wszystkiego w zyciu codziennym:
* w informatyce,
¢ obliczanie kosztéw, budzetow,
¢ inwestycje, planowanie remontow,
¢ ekonomika obliczenf przy dziataniach na utamkach zwyktych,
¢ do dokonywania rdznego rodzaju obliczen, pordwnan, zesta-
wien czy obliczen statystycznych zestawionych w formie tabe-
larycznej lub stupkowej przy pomocy programu Excel,
obliczanie inwestycji dtugoterminowych,
prowadzenie réznych statystyk.

* o

Modelowanie matematyczne obecne jest w makro i mikro-
ekonomii, zarzadzaniu przedsiebiorstwem, marketingu, logisty-
ce ekonomicznej, ekonomice transportu, zarzadzaniu regional-
nym i ubezpieczeniach.

W zagadnieniach transportowo-magazynowych interesuja-
cym zagadnieniem jest minimalizacja kosztéw przewozow. Ist-
niejgce systemy informacyjne, wykorzystujgce specjalistyczne
programy komputerowe, umozliwiajg gromadzenie informacji
0 konsumentach w czasie rzeczywistym oraz modelowanie ich
interakcji.
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Modeling and methods of solving of transport problems

The script is devoted to modeling transport systems, with particular
emphasis on the problem of formulating optimization tasks for the
distribution of traffic to the transport network. It presents both the
problem of modeling transport systems and the method of evalu-
ating multicriteria functioning of these systems. The publication
contains the formulation of tasks of optimization of the flow of
traffic in the aspect of traffic organization, understood as the way
of using the equipment of the transport system in realization of
the demand for transport. The purpose of the work was to define
the role and place of modeling and simulation. The mathemati-
cal economy is a set of mathematical methods that allow you to
present theories and analyze problems in the economy. Math talk
allows economists to make concrete, positive demands on disput-
able or precise subjects that would have been impossible with-
out mathematics. Much of the economic theory is now present in
terms of mathematical economic models. Information technology
becomes basic and their level of development largely determines
the level of development of the country as a whole.
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