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Wska�niki zdolno�ci jako�ciowej dla rozk³adów sko�nych � studium przypadku
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toda Clement�sa, metoda Clement�sa zmodyfikowana o per-
centyle rozk³adu Burra typu XII

1. Wprowadzenie
Wska�niki zdolno�ci jako�ciowej procesu (ang. Process
Capability Index; PCI) umo¿liwiaj¹ ocenê zdolno�ci do
spe³nienia wymagañ stawianych temu procesowi, najczê-
�ciej wyra¿onych przy pomocy granic specyfikacji. Inaczej
mówi¹c, PCI pozwala na ocenê, czy badana charakterystyka
procesu X mie�ci siê w zakresie dolnej i górnej linii tole-
rancji (odpowiednio LSL, USL). W podej�ciu standardo-
wym (które zosta³o szerzej omówione w kolejnym rozdziale)
zak³ada siê, ¿e badana charakterystyka X ma charakter roz-
k³adu normalnego. Obecnie uznaje siê jednak, ¿e wiele cha-
rakterystyk procesu nie wykazuje rozk³adu normalnego, np.
proces powlekania, procesy chemiczne bardzo czêsto maj¹
charakter rozk³adów sko�nych [3, 6]. Dodatkowo badania
pokazuj¹, ¿e wska�nik zdolno�ci potencjalnej cp jest bardzo
wra¿liwy na zmiany sko�no�ci [3]. W literaturze, np. pracy
Kováøíka i Sargi, mo¿na znale�æ wiele ró¿nych podej�æ do
wyznaczania PCI w sytuacji, gdy charakterystyka wykazu-
je inny ni¿ normalny rozk³ad, w tym równie¿ dla przypadku
rozk³adów sko�nych. Wiêkszo�æ z nich wymaga jednak do-
brego przygotowania ze strony merytorycznej (a w szcze-
gólno�ci analiz i interpretacji statystycznych). Z uwagi na
z³o¿ono�æ tych podej�æ, ich implementacja w przedsiêbior-
stwach produkcyjnych mo¿e okazaæ siê trudna.
Celem artyku³u jest analiza wybranych metod wyznaczania
wska�ników zdolno�ci jako�ciowej z uwagi na rozk³ady sko-
�ne danych pomiarowych, z uwzglêdnieniem analizy za-
gro¿eñ zwi¹zanych z b³êdnymi interpretacjami tych wska�-
ników. W celu rozwi¹zania problemu w³a�ciwego wyzna-
czenia warto�ci (realnej warto�ci) PCI przeprowadzono
analizê danych pochodz¹cych z przedsiêbiorstwa produku-
j¹cego stela¿e siedzisk samochodowych. Obliczenia prze-
prowadzono w programie Statistica oraz Excel.

2. Wska�niki zdolno�ci jako�ciowej procesu dla rozk³adu
normalnego danych pomiarowych

PCI odnosz¹ siê najczê�ciej do stawianych procesowi pro-
dukcyjnemu wymagañ dotycz¹cych jako�ci wykonania
i maj¹ postaæ tolerancji jedno- lub dwustronnych (specyfi-
kacje). Zdolno�æ jako�ciowa procesu mo¿e odnosiæ siê do
zdolno�ci potencjalnej (cp) oraz zdolno�ci rzeczywistej (cpk).W przypadku wska�nika zdolno�ci potencjalnej zak³ada
siê, ¿e analizowana cecha znajduje siê pomiêdzy dwoma
liniami tolerancji (Upper Specification Limit � USL i Lo-
wer Specification Limit � LSL). Z kolei wska�nik zdolno�ci

rzeczywistej uwzglêdnia przesuniêcie warto�ci �redniej
wzglêdem linii tolerancji [10, s. 45].
W przypadku, gdy spe³nione jest za³o¿enie o normalnym
charakterze badanej cechy, wska�niki zdolno�ci jako�cio-
wej procesu, okre�la siê jako stosunek dopuszczalnej
zmienno�ci do naturalnej zmienno�ci badanej cechy i wy-
znacza siê na podstawie zale¿no�ci [10, s. 46-47]:

(1)

gdzie:
T � zakres tolerancji (ró¿nica pomiêdzy USL i LSL),s � odchylenie standardowe rozk³adu normalnego badanej
cechy.

(2)

gdzie:
LSL, USL � odpowiednio dolna i górna linia tolerancji,m � estymator warto�ci �redniej badanej cechy (mo¿e byæ
�rednia arytmetyczna b¹d� mediana),s � odchylenie standardowe rozk³adu normalnego badanej
cechy.

Proces jest tym bardziej zdolny jako�ciowo, im wiêkszy
jest zakres dopuszczalnej zmienno�ci wzglêdem naturalnej
zmienno�ci badanej cechy. Nale¿y d¹¿yæ do osi¹gniêcia jak
najwy¿szych warto�ci wska�ników PCI oraz jak najmniej-
szej ró¿nicy pomiêdzy cp oraz cpk. Na rysunku 1. przedsta-
wiono graficzn¹ interpretacjê wska�ników zdolno�ci jako-
�ciowej dla charakterystyk A, B, C i D.
Analizuj¹c rysunek 1. widaæ wyra�nie, ¿e w przypadku cha-
rakterystyki A pojawiaj¹ siê wyroby niezgodne z za³o¿onymi
wymaganiami i jest to proces o niskiej zdolno�ci jako�cio-
wej, pomimo, ¿e proces jest wycentrowany wzglêdem pola
tolerancji. Najlepsza pod wzglêdem zdolno�ci jest charak-
terystyka D, poniewa¿ warto�æ �rednia cechy pokrywa siê
z warto�ci¹ nominaln¹, a rozk³ad pomiarów jest skupiony
wokó³ niej oraz nie wystêpuj¹ jednostki niezgodne.

3. Wska�niki zdolno�ci jako�ciowej procesu dla innego
ni¿ normalny rozk³adu danych pomiarowych

Jak ju¿ wspomniano, w literaturze mo¿na znale�æ kilka
metod, które umo¿liwiaj¹ wyznaczenie warto�ci wska�ni-
ków zdolno�ci jako�ciowej, w tym tak¿e dla przypadku,
gdy rozk³ad danych pomiarowych nie ma charteru rozk³adu
normalnego i rozk³ad ten jest sko�ny [8, s. 19]:
1. Metody empiryczne, które polegaj¹ na wyznaczeniu sto-

sunku zgodnych do wszystkich zbadanych wyrobów.
Niestety podej�cie to jest skuteczne jedynie w przypad-
ku procesów stabilnych.
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2. Metody parametryczne, które bazuj¹ na za³o¿eniu, ¿e ze-
brane dane pomiarowe mo¿na opisaæ przy u¿yciu kon-
kretnego rozk³adu teoretycznego. Jej skuteczno�æ opiera
siê na za³o¿eniu, ¿e proces produkcyjny jest stabilny oraz
¿e mo¿liwe jest opisanie jego natury przy u¿yciu za³o¿o-
nego rozk³adu teoretycznego.

3. Modelowanie, które polega na transformacji danych
przy u¿yciu np. krzywych Johnsona czy te¿ transforma-
cji Box-Cox.

Przeprowadzone liczne badania symulacyjne wykazuj¹, ¿e
w przypadku charakterystyk o rozk³adzie innym ni¿ nor-
malny (a w szczególno�ci sko�nym) oraz ma³ej liczebno�ci
próby, najlepsz¹ metod¹ wyznaczania PCI jest metoda Cle-
ments�a zmodyfikowana w oparciu o metodê percentyli
Burra typu XII [11]. Jednak¿e w dalszym ci¹gu brakuje od-
powiednich badañ, które umo¿liwi¹ weryfikacjê wyników
symulacyjnych.
Z w³asno�ci rozk³adu normalnego wynika, ¿e ok. 99,73%
warto�ci powinno znajdowaæ siê w zakresie tolerancji ±3s.
St¹d w zakresie X0,00135, Me=X0,5 i X0,99865 percentyla mo¿na
otrzymaæ, z dowolnego rozk³adu prawdopodobieñstwa,
wska�nik zdolno�ci jako�ciowej [9, 11] (rys. 2). Jest to tzw.
metoda Clements�a [3, 11, 13].
Metoda Clemnets�a wykorzystuje tradycyjne estymatory
dla sko�no�ci i kurtozy, oparte na trzecim i czwartym mo-
mencie centralnym oraz krzywych Pearsona. Wówczas
wska�niki zdolno�ci jako�ciowej procesu przyjmuj¹ postaæ
[11, s. 421-422]:

(3)

gdzie:
T � zakres tolerancji (ró¿nica pomiêdzy USL i LSL),
Up=X0,99865, Lp=X0,00135 � warto�æ percentyli odpowiednio
99,865% i 0,135% wyznaczone dla transformacji krzywymi
Pearsona.

(4)

gdzie:
LSL, USL � odpowiednio dolna i górna linia tolerancji,
Me=X0,5 � mediana, Up=X0,99865, Lp=X0,00135 � warto�æ per-
centyli odpowiednio 99,865% i 0,135% wyznaczone dla
transformacji krzywymi Pearsona.

Do wyznaczenia warto�ci Up=X0,99865 oraz Lp=X0,00135 mo¿-
na równie¿ wykorzystaæ inne metody lub transformacje,
które opisane zosta³y np. przez Borroni, Cazzaro, Chiodini
[3]. Jedn¹ z nich jest metoda Clements�a, która wykorzy-
stuje krzywe Pearsona. Jednak¿e okazuje siê ona byæ nie-
skuteczna w przypadku ma³ej liczebno�ci próby oraz roz-
k³adów sko�nych danych pomiarowych [1, s. 72]. Wed³ug
badañ przeprowadzonych przez Kováøíka i Sargê najbar-
dziej skuteczn¹ metod¹ wyznaczenia tych percentyli,
w przypadku ma³ej próby oraz rozk³adu innego ni¿ normal-
ny (non-normal distribution), jest metoda percentyli Burra
(ang. Burr Percentile Method) [11, s. 428], która zosta³a
wykorzystana przez autorki w studium przypadku.
Wyznaczanie wska�ników zdolno�ci jako�ciowej metod¹
Clements�a oraz metod¹ percentyli Burra przebiega w sied-
miu etapach [1, 12]:

Rys. 1. Graficzna interpretacja wska�ników zdolno�ci jako�ciowej charakterystyk

Rys. 2. Przedzia³ obejmuj¹cy 99,73% obserwacji dla rozk³adu a) normalnego, b) sko�nego
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a) Wyznaczenie warto�ci �redniej x jako estymatora warto-

�ci �redniej m oraz odchylenia standardowego s jako es-
tymatora s.

b) Wyznaczenie warto�ci sko�no�ci s3 (trzeci moment cen-
tralny) oraz kurtozy s4 (czwarty moment centralny) wg
zale¿no�ci:

(5)

(6)

c) Wyznaczenie warto�ci standaryzowanej sko�no�ci a3oraz kurtozy a4 wg zale¿no�ci:

(7)

(8)

d) Odczytanie z tablic zawartych w pracach [4, 5] (w nie-
których przypadkach konieczna bêdzie interpolacja)
standaryzowanej sko�no�ci w rozk³adzie Burra (warto�ci c)
oraz standaryzowanej kurtozy w rozk³adzie Burra (k) na
podstawie obliczonych warto�ci z zale¿no�ci (7) i (8).

e) Wyznaczenie warto�ci percentyli na podstawie zale¿-
no�ci:

(9)

gdzie:
Z*pstand � standaryzowana funkcja percentyli rozk³adu Burra
typu XII, c, k � parametry kszta³tu rozk³adu Burra typu XII,m � estymator warto�ci �redniej rozk³adu Burra typu XII,s � odchylenie standardowe rozk³adu Burra typu XII.

f) Wyznaczenie warto�ci dolnego, �rodkowego oraz górne-
go percentyla na podstawie zale¿no�ci:

Lp = x + s Z*
0,00135 ,                           (10)

Me = x + s Z*
0,5 ,                               (11)

Up = x + s Z*
0,99865 .                           (12)

g) Wyznaczenie warto�ci wska�nika zdolno�ci jako�ciowej
na podstawie zale¿no�ci (3-4) oraz (10-12).

Inne metody wyznaczania warto�ci wska�ników zdolno�ci
jako�ciowej procesu mo¿na zale�æ m.in. w pracach Changa,
Choi, Bai [6] oraz Tanga, Thana [13].

4. Wska�niki zdolno�ci jako�ciowej procesu � studium
przypadku

Analizê zdolno�ci jako�ciowej procesu produkcji stela¿u
siedziska samochodowego przeprowadzono na podstawie
danych pomiarowych pochodz¹cych z przedsiêbiorstwa
produkcyjnego. Najwa¿niejsze etapy procesu produkcji
umieszczono w tabeli 1. Próbki pobierane by³y zgodnie
z wewnêtrznymi procedurami (osobnymi dla ka¿dego po-
miaru) przez kolejne 6 dni i dotyczy³y one [7, s. 12077]:
� pomiar 1 � d³ugo�ci rury po formowaniu,
� pomiar 2 � odleg³o�ci pomiêdzy wkrêtami elementów na

przedniej rurze,
� pomiar 3 � �rednicy ko³nierza po rozkloszowaniu,
� pomiar 4 � si³y przesuwu, na której warto�æ maj¹ wp³yw

opisane wcze�niej wymiary.
W pierwszym etapie analizy wyznaczono wybrane staty-
styki opisowe (warto�æ �redni¹, odchylenie standardowe,
sko�no�æ oraz kurtozê) dla badanych charakterystyk (tab. 2).
W przypadku wszystkich charakterystyk rozk³ady s¹ lepto-
kurtyczne (�wysmuk³e�) z uwagi na to, ¿e s4>0, co oznacza,
¿e wiêkszo�æ obserwacji jest skoncentrowana wokó³ warto-
�ci �redniej oraz prawostronnie asymetryczne, poniewa¿
s3>0, co oznacza, ¿e w wiêkszo�ci przypadków charaktery-
styki przyjmuj¹ warto�ci mniejsze od �redniej.
Nastêpnie wykorzystano test Shapiro-Wilka (S-W) (najbar-
dziej polecany test normalno�ci dla ma³ej próbki) na pozio-
mie istotno�ci a=0,05 (tab. 3).
Wyniki testu przedstawione w tabeli 3, wyra�nie pokazuj¹,
¿e jedynie �rednica ko³nierza po rozkloszowaniu oraz si³y
przesuwu wykazuj¹ charakter rozk³adu normalnego (p>a).
Z kolei d³ugo�æ rury po formowaniu i odleg³o�æ pomiêdzy
wkrêtami elementów na przedniej rurze cechuj¹ siê rozk³a-
dem innym ni¿ rozk³ad normalny (p<a). W przypadku po-
miaru 3 oraz 4 mo¿liwe jest wykorzystanie klasycznych

Tab. 1. Etapy produkcji stela¿u siedziska samochodowego [7, s. 12076]
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PCI, które zosta³y wyznaczone za pomoc¹ wyra¿enia (1)
oraz (2) (rys. 4, tab. 4). Z kolei w przypadku pomiaru 1 i 2
zosta³y dodatkowo wyznaczone warto�ci PCI metod¹ kla-
syczn¹ oraz Clements�a z metod¹ percentyli Burra (wyra-
¿enia (5-13)) w celach porównawczych (tab. 4, 5).
Analizuj¹c rysunek 4 i tabelê 4 mo¿na doj�æ do wniosku, ¿e
wszystkie charakterystyki wykazuj¹ wysok¹ zdolno�æ ja-
ko�ciow¹ (cpk>1,33). Widaæ wyra�nie, ¿e w ka¿dym z oma-
wianych przypadków pomiary mieszcz¹ siê w ustalonych
zakresach tolerancji. Najlepsz¹ zdolno�æ wykazuj¹ opera-
cje: nitowanie elementów na przedniej rurze (pomiar 2)
oraz �rozkloszowanie� tylnej rury (pomiar 3). Zaskakuj¹ca
jest prawie dwukrotna ró¿nica pomiêdzy warto�ciami cporaz cpk dla nitowania elementów na przedniej rurze (po-
miar 2). Mo¿e ona wynikaæ z niedoszacowania b¹d� prze-
szacowania tych wska�ników ze wzglêdu na inny ni¿ nor-
malny charakter badanej cechy.
Nastêpnie, korzystaj¹c z zale¿no�ci (7, 8), wyznaczono
warto�ci standaryzowanej sko�no�ci (a3) i kurtozy (a4),a nastêpnie przy u¿yciu warto�ci standaryzowanych wspó³-
czynników c, k, m, s zawartych w publikacji [5, 12] oraz
wykorzystaniu interpolacji wyznaczono standaryzowane
percentyle rozk³adu Burra typu XII Z*0,00135, Z*0,5 i Z*0,99865z zale¿no�ci (9) (tab. 5).
Dalej, na podstawie zale¿no�ci (3-4) oraz (10-12), wyzna-
czono wska�niki PCI oraz porównano je z warto�ciami kla-
sycznych wska�ników PCI (tab. 6).
Porównuj¹c warto�ci z tabeli 4 widaæ, wyra�nie, ¿e warto-
�ci c*p oraz c*pk dla d³ugo�ci rury po formowaniu wzros³y
wzglêdem warto�ci klasycznych cp i cpk. Oznacza to, ¿e
zdolno�æ jako�ciowa procesu jest wy¿sza ni¿ pocz¹tkowo

s¹dzono, co w konsekwencji mo¿e przyczyniæ siê do podej-
mowania zbêdnych dzia³añ doskonal¹cych, a w skrajnych
przypadkach prowadziæ do niepo¿¹danej deregulacji pro-
cesu. W przypadku wska�ników dla odleg³o�ci pomiêdzy
wkrêtami elementów na przedniej rurze warto�ci PCI, wy-
znaczonych metod¹ Clements�a zmodyfikowan¹ o metodê
percentyli Burra typu XII, wyra�nie zmala³y. Oznacza to,
¿e realna zdolno�æ procesu zosta³a zani¿ona, co w konse-
kwencji mo¿e skutkowaæ bierno�ci¹ w podejmowaniu dzia-
³añ doskonal¹cych dla procesu, który nie spe³nia oczekiwañ
jako�ciowych. W obu przypadkach zmniejszy³a siê równie¿
ró¿nica miêdzy warto�ci¹ c*p oraz c*pk, a w przypadku po-
miaru 2 ró¿nica ta jest znacz¹ca. Niska warto�æ cpk w sto-
sunku do wysokiego cp wskazuje na s³abe wy�rodkowanie
procesu wzglêdem oczekiwanej warto�ci �redniej.

5. Podsumowanie
Przeprowadzone badania w przedsiêbiorstwie produkcyj-
nym potwierdzi³y niejako badania symulacyjne innych au-
torów, ¿e wska�niki CPI s¹ wra¿liwe m.in. ze wzglêdu na
sko�no�æ rozk³adu. Aby mo¿liwa by³a realna ocena zdolno-
�ci jako�ciowej, nale¿y bezwzglêdnie sprawdzaæ, czy za³o-
¿enia dedykowane do danego podej�cia wyznaczania PCI
s¹ spe³nione, czy te¿ nie. Opisany przyk³ad pokazuje wy-
ra�nie, ¿e ignorowanie tych za³o¿eñ mo¿e mieæ powa¿ne
skutki w realnej ocenie, czy dany proces spe³nia w sposób
akceptowalny stawiane mu wymagania, czy te¿ nie.
Na podstawie analizowanego przyk³adu dostrze¿ono nastê-
puj¹ce zagro¿enia wynikaj¹ce z niew³a�ciwego wykorzy-
stywania dostêpnych metod:

Tab. 2. Etapy produkcji stela¿u siedziska samochodowego

Tab. 3. Test Shapiro-Wilka dla badanych charakterystyk

Tab. 4. Warto�ci klasycznych PCI dla rozk³adu normalnego
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1. W przypadku niezgodnym z rozk³adem normalnym na-
le¿y spodziewaæ siê nieprzewidywalno�ci pod wzglê-
dem zdolno�ci jako�ciowej � wyznaczenie warto�ci PCI
klasyczn¹ metod¹ mo¿e powodowaæ jego zawy¿enie
b¹d� zani¿enie.

2. Niew³a�ciwa metoda wyznaczania warto�ci PCI mo¿e
doprowadziæ do sytuacji, w której kierownictwo przed-
siêbiorstwa bêdzie podejmowa³o decyzje w oparciu
o fa³szywe przekonanie o spe³nieniu przez charaktery-
stykê stawianych wymagañ, co w konsekwencji mo¿e
prowadziæ nie tylko do uniemo¿liwienia w³a�ciwej kon-
troli charakterystyki, ale wrêcz do jej rozregulowania.

3. Zani¿enie realnej warto�ci zdolno�ci jako�ciowej, tak
jak w analizowanym przypadku z c*p=1,53 na warto�æ
cp=1,45, mo¿e spowodowaæ, ¿e kierownictwo przedsiê-
biorstwa produkcyjnego bêdzie b³êdnie ocenia³o poziom
jako�ci wybranych charakterystyk produktów. Przyk³a-
dowo, kontrahent mo¿e postawiæ warunek, ¿e wspó³-
czynnik zdolno�ci jako�ciowej dla d³ugo�ci rury po for-
mowaniu powinien spe³niaæ warunek: cp³1,5. W tej sy-
tuacji, bior¹c pod uwagê warto�æ cp wyznaczon¹ na
podstawie metody klasycznej, kierownictwo przedsiê-
biorstwa bêdzie w prze�wiadczeniu, ¿e nie spe³nia tego
warunku, choæ realnie jest on spe³niony.

Rys. 4. PCI wyznaczone metod¹ klasyczn¹

Tab. 6. Warto�ci klasycznych PCI oraz wyznaczonych metod¹ Clements�a wraz z metod¹ percentyli Burra typu XII

Tab. 5. Warto�ci standaryzowanej sko�no�ci i kurtozy, wspó³czynników c, k, m, s oraz percentyli
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Dodatkowo, metoda Clements�a zmodyfikowana o metodê
percentyli Burra typu XII mo¿e zostaæ z powodzeniem apli-
kowana do przedsiêbiorstw produkcyjnych, w przypadku
ma³ej liczebno�ci próby oraz rozk³adów sko�nych badanej
charakterystyki, z uwagi na swoj¹ prostotê oraz ³atwo�æ in-
terpretacji uzyskiwanych wyników.
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PROCESS CAPABILITY INDEX FOR SKEWED
DISTRIBUTION - CASE STUDY
Key words:
skewed distribution, PCI, Process Capability Index, Cle-
ment�s method, Clement�s method modified of the Burr XII
percentiles method

Abstract:
The main aim of the paper is analysis of the selected me-
thod for determining the Process Capability Index (PCI)
due to skewed measurement data, including analysis of the
risks associated with erroneous interpretations of these in-
dicators. In the first part of the article describes the classic
method of determining PCI. Then briefly discusses diffe-
rent approaches to their determination, with a detailed de-
scription of the method Clements modified the method of
percentiles Burr type XII, dedicated to the small sample
size and skewed distribution.
The research in the production company confirmed other
authors simulation studies that the CPI are sensitive to
skewness of a distribution. In order to assess the process
capability it is absolutely necessary to check whether the
assumptions dedicated approach to the determination of the
PCI are fulfilled or not. Described, in this paper, example
clearly shows that ignoring these assumptions could have
a serious impact on the real assessment of whether the pro-
cess meets the relevant requirements or not.
Based on the analyzed example was noticed following ha-
zards of improper use of the available methods:
1. In case of inconsistent with the normal distribution sho-

uld expect unpredictability in terms of assessment of
process capability � determination of the value of PCI
using classical method may result in overestimation or
underestimation of this PCI�s.

2. Improper method of determining the value of PCI may
lead to a situation that management of the company will
be took decisions based on a false belief about the fulfil-
lment by the characteristics of the requirements, which
in turn may lead not only to prevent adequate control of
characteristics, but even deregulation of this characte-
ristic.

3. Understatement of real value of PCI may result in the
incorrect assess of quality level selected characteristics
of products by company management.
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