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Streszczenie. W pracy zaproponowano opis modelowy propagacji podtuznych nieliniowych plastycz-
nych fal naprezenia w pétnieskoficzonym cienkim precie lub alternatywnie w drucie. Material preta
w zakresie odksztalcen plastycznych charakteryzuje sie nieliniowym wzmocnieniem z malejacym
modutem wzmocnienia. Czolowy koniec preta (drutu) jest uruchomiony nagle do predkosci V;
i nastepnie przemieszcza si¢ ruchem jednostajnym. Przedstawiono ogdlne analityczne rozwigzanie
problemu we wspotrzednych Lagrange’a (opis materialny) i Eulera (opis przestrzenny). Przeprowadzono
fizyczng interpretacje wynikéw uzyskanych za pomoca metod Lagrange’a i Eulera. Praca moze by¢
wykorzystana w charakterze wstepnej lektury, miedzy innymi przez studentéw, doktorantéw i inzynie-
réw-konstruktoréw zajmujacych sie aktualng nieliniowa dynamika plastycznoéci i jej zastosowaniami.
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1. Wprowadzenie

Od drugiej potowy ubieglego wieku ciagle rosnie zainteresowanie dynamicznymi
zagadnieniami teorii plastyczno$ci i efektami rozprzestrzeniania sie fal naprezenia
w o$rodkach ciagltych. Juz w 1953 roku problematyka ta pojawila si¢ w monografii
poswieconej falom naprezenia [1], a nastepnie stala si¢ przedmiotem rozwazan
zamieszczonych w wielu opracowaniach monograficznych [2-13]. Potrzeba prowa-
dzenia takich badan wynika migdzy innymi z zapewnienia niezawodnosci dziata-
nia réznych czgs$ci maszyn i obiektéw specjalnego przeznaczenia, narazonych na
dynamiczne obcigzenia w warunkach ekstremalnych.
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Wysitki badaczy rozpatrujacych te zagadnienia skoncentrowaly sie¢ w duzej
mierze na opracowaniu zwigzkéw konstytutywnych w oparciu o zjawiska towarzy-
szace propagacji fal plastycznych w osrodkach stalych, np. w metalach. W licznych
eksperymentach przeprowadzonych przez wielu badaczy wykazano, ze w niektorych
metalach obcigzonych udarowo stan plastyczny osiggany jest przy znacznie wigkszym
naprezeniu niz dla obcigzenia statycznego. Zjawisko to zauwazone zostalo po raz
pierwszy przez J. Hopkinsona [14] i jego syna, B. Hopkinsona [15]. Autorzy tych
prac wykazali, ze dynamiczna granica plastycznosci dla niektdrych stali jest prawie
dwa razy wigksza od granicy statycznej.

Wazne miejsce w tych zagadnieniach zajmuje uderzeniowy test Taylora. W 1948 r.
G.I. Taylor opracowal jednowymiarows teorie plastycznych odksztalcen ptasko
zakonczonego, diugiego preta po prostopadtym uderzeniu nim w nieodksztatcalng
przegrode (plyte) [16]. Pozwala ona za pomoca geometrycznych pomiaréw odzy-
skanego po udarze odksztalconego preta oszacowa¢ w przyblizeniu dynamiczng
granice plastycznosci jego materialu. Obszerna eksperymentalna ilustracje metody
przedstawiono w [17].

Prezentowany aktualnie w literaturze poglad wskazuje, ze jednowymiarowa teoria
Taylora charakteryzuje si¢ pewnymi brakami w dokltadnym szacowaniu dynamicz-
nej granicy plastycznosci, szczegélnie w przypadku duzych predkosci uderzenia.
Z tej przyczyny wielu badaczy koreluje wyniki eksperymentalne z nowoczesnymi
analizami komputerowymi, ktére umozliwiaja stosowanie skomplikowanych postaci
réwnan konstytutywnych opisujacych material preta [12]. Za pomoca tych pro-
gramow mozna aproksymowac uzyskane podczas badan geometryczne wymiary
probki i dos¢ doktadnie okresli¢ dynamiczne wlasciwosci jej materialu. Wada metod
komputerowych jest znaczny koszt programoéw i to, ze bardzo czesto wymagaja one
duzo czasu do ich realizacji.

Pomimo duzych mozliwosci wspolczesnych technik obliczeniowych, proste
jednowymiarowe teorie inzynierskie, dajace mozliwo$¢ analitycznych rozwigzan,
nie stracily na znaczeniu. Takie teorie daja czesto badaczom mozliwos¢ wgladu
we wzajemne oddzialywania fizycznych parametréw badanego problemu i ich
relacje do wyniku analizowanego zdarzenia. Te wzajemne oddzialywania sg czesto
trudne do okreslenia za pomocg obliczenn komputerowych. Ponadto, proste teo-
rie inzynierskie dostarczaja rdwniez podstaw do projektowania eksperymentéw
i fizycznej interpretacji ich wynikow.

Wigkszos$¢ analitycznych rozwigzan zagadnien granicznych prezentujacych
propagacje sprezysto-plastycznych fal naprezenia jest opisana liniowymi réwnaniami
rézniczkowymi, w ktérych zaklada sie, ze amplituda odksztalcenia jest dostatecznie
mala. Natomiast zagadnienia rozprzestrzeniania si¢ fal plastycznych ze skonczonymi
odksztalceniami w osrodkach nieliniowych sg ekstremalnie trudne i dlatego uzyskano
niewiele analitycznych rozwigzan z tego zakresu. Znane sg analityczne rozwigzania
propagacji podtuznych nieliniowych fal plastycznych w cienkim precie lub drucie
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obcigzonych udarowo. Problem rozwigzano w opisie materialnym (H. Kolsky [1]
i X.A. Rachamatulin [9]) oraz w opisie przestrzennym (G.I. Taylor [18] i [19],
H. Kolsky [1]). W niniejszej pracy dokonano analizy tych opracowan ze szczeg6lnym
zwrdceniem uwagi na fizyczng interpretacje uzyskanych wynikéw za pomoca opisow:
materialnego (wspolrzedne Lagrangea) i przestrzennego (wspotrzedne Eulera).

2. Sformulowanie problemu i zalozenia

Rozpatrzymy propagacje podiuznych, sprezysto-plastycznych fal naprezenia
w cienkim pétnieskonczonym precie lub alternatywnie w drucie. Koniec preta (drutu)
jest nagle uruchomiony w chwili ¢ = 0 do predkosci V i nastepnie przemieszcza
sie ruchem jednostajnym w okresie t > 0, powodujac jego rozciagganie. Zaklada sig,
ze zwigzek naprezenie-odksztalcenie, o - ¢, charakteryzujacy materiat preta (drutu),
jest liniowy do granicy sprezystosci, o = o,, natomiast dla o > o jest jednoznaczna
nieliniowa funkcja odksztalcenia, o = o(¢), przy czym pochodna do/de maleje wraz
ze wzrostem &. Poza tym funkcja o(¢) nie zalezy od szybkosci obcigzenia. Ponadto
przyjmuje sig, ze pole poprzecznego przekroju preta jest dostatecznie male i mozna
nie uwzglednia¢ wplywu radialnej energii kinetycznej na jego podtuzny ruch.

Skupimy uwage na matym elemencie preta 8¢, ktory w chwili ¢ = 0 potozony
jest w odleglosci & od jego konca; & oznacza wspdtrzedna Lagrange’a. Wyjsciowe
polozenie swobodnego konca preta stanowi poczatek uktadu wspolrzednych.
Wspétrzedna & wzrasta wzdluz osi preta.

Jezeli w chwili t przemieszczenie elementu preta jest u, to zgodnie z druga
zasada dynamiki Newtona mamy:

Pu_o

Poar ~ae

gdzie p, jest gestoscig materialu nieodksztalconego preta, natomiast o oznacza nomi-

nalne (inZynierskie) naprezenie, ktore jest okreslone za pomoca wypadkowej sity

dzialajacej na pret podzielonej przez poczatkowe pole jego poprzecznego przekroju.

Zgodnie z zalozeniem, naprezenie o jest jednoznaczng funkcja odksztalcenia e
podczas obcigzania preta, zatem réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci:

(1)

d’u _ do de

- _Z 7% 2
PO~ oe 0 @

gdzie ¢ jest wzglednym wydtuzeniem elementu preta &8¢, tj. € = aéiri}o (d&-dE,)/dE, =

= au/ 0& . Tak jest zdefiniowane odksztalcenie nominalne — inzynierskie, przy czym
nie zaklada si¢ tutaj, ze ¢ jest koniecznie matg wielko$cia. Z kolei pochodna do/de jest
modutem odksztalcenia sprezystego lub wzmocnienia plastycznego, ktéry oznaczamy
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literg S. Poniewaz o = o(¢) jest z zalozenia jednoznaczng funkcja € podczas obciaze-
nia preta, stagd wynika réwniez jednoznacznos¢ funkeji S(e). Po uwzglednieniu tego
faktu réwnanie podtuznego ruchu preta we wspotrzednych Lagrange’a &, ¢ przyjmuje
ostateczny ksztatt:

pog%:S(g—gj%, S=S(e), ezg—g. (3)
Warunki brzegowe s3 nastepujace:

u=Vitdlaé=0it>0, V, = const, (4a)
u=0dlaé=owit>0. (4b)

Zagadnienie polega na rozwigzaniu réwnania (3) z warunkami (4a) i (4b) oraz
znang funkcjg S (du/d€)=S(e).

3. Rozwiazanie problemu we wspolrzednych Lagrange’a
— opis materialny

Okazuje sie, ze istnieja dwa rozwigzania sformulowanego wyzej zagadnienia.
Bezposrednie sprawdzenie dowodzi, ze funkcja
u=Vt+eé (5)

spelnia réwnanie (3) i warunek brzegowy (4a), przy czym to rozwigzanie okresla
stale odksztalcenie w precie, ¢;, zatem nie spelnia warunku (4b).
Drugie rozwigzanie mozna okresli¢, jezeli przyja¢, ze

0.4

Z postaci wyrazenia (6) bezposrednio wynika, ze nominalne odksztalcenie ¢ jest
funkcja zmiennej, B =£/t, tj. € = f(fB). Wowczas przemieszczenie u mozna wyrazi¢
za pomocy funkgji f (¢) w nastepujacy sposob:

u(&.1) f Jf da—rff B.)dp,. dE =1dp,. %)

Granice calek wynikajg z faktu, ze (du/d&)>0 (rozciaganie), a przemieszczenie
u < 0 (przeciwne do osi 0£).
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Po dwukrotnym rézniczkowaniu wyrazenia (7) wzgledem czasu otrzymuje sie:

W[ (g )ap v S5 (8)aB~E 1 (8) |= [ r(8)ag —25 1 (8)
a 1 1 2 ) 1 1T ) 1 1 : >
2 2 (8)
Ju_ & £ E igyaB gy 9
atz_ 2t2f(ﬁ)+2t2f(ﬁ)+2t3f(ﬂ)_z ¢ f(lB)’ f(ﬁ)_dﬂ’
i analogicznie: Pu 2,
@—7f (B)- )
Po podstawieniu wartos$ci drugich pochodnych (8) i (9) do réwnania (3) mamy:
20,51 (p)=22 1(p) 10
Réwnania (3) i (10) beda spelnione, jesli:
f(B)=0 (11a)
lub
pB’=S. (11b)

Réwnanie (11a) spelnia rozwigzanie (5), bowiem (azu/atz) = (2ﬁ2 /t)f’(ﬁ) =0,
czyli f”(B)=0, natomiast wyrazenie (11b) odpowiada rozwigzaniu, w ktérym
1

(/1)=(S/po)> (6.

Dla pelnego przedstawienia postaci rozwigzania problemu wzdluz preta nalezy

wyrézni¢ w nim cztery obszary czasowo-przestrzenne, a mianowicie:

a) 0<&< Cit. W tym przedziale odksztalcenie ma stalg wartos¢ €, okreslong
przez predkos¢ Vi, natomiast C, jest predkoscia propagacji tylnego frontu
fali plastycznej z maksymalnym odksztalceniem e;.

b) Ct<& < Cyt. W tym zakresie zmiany wspolrzednej £ ma miejsce zwigzek
(&/ t)2 = S/p, ipropaguje sie w tym odcinku preta nieliniowa centrowana
fala plastyczna ze zmienng w sposéb ciagly predkoscia C w przedziale
C, < C < Cy, przy czym C, jest predkoscia propagacji przedniego frontu fali
plastycznej. Wartosci plastycznych odksztalcen elementdw preta rozprze-
strzeniajg si¢ w nim wedtug peku rodziny prostych okreslonych réwnaniem
(&/t) = C(e) = B(¢) na plaszczyznie £0f (rys. 1). Odksztalcenie reprezentujace
dang prosta w peku przemieszcza sie w precie z uptywem czasu wzdluz tej
prostej & = fle)t bez zmiany wartosci. Na rysunku 1 pokazane s réwniez
profile rozktadu odksztalcen wzdluz preta zawarte miedzy frontem fali
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sprezystej, £ = Cit, przednim, & = Cyt, i tylnym, & = C,t, frontem fali pla-
stycznej dla wybranych chwil czasu: ¢y, t, t, (£, < t; < t,).

c) Cyt<&< Cyt, gdzie C,jest predkoscia propagacji fali sprezystej. Obszar ten
jest wynikiem nieréwnosci predkosci frontéw fal: sprezystej C; i plastycznej
Co. Poniewaz C; > C,, zatem miedzy tymi frontami powstaje obszar stalego
odksztalcenia sprezystego .. W przypadku gdy C; = C, przedzial ¢) znika.
Front fali sprezystej jest silng nieciagloscig spowodowang warunkiem brze-
gowym, na ktdrej odksztalcenie zmienia si¢ w sposob skokowy od 0 do &,

1

amodut S jest réwny modutowi Younga Ei C, =(E/p, )?.

d) Cit <& < o0, e=0— obszar niezaburzony.

A

t

Citgr 1 1Cstg I o1 Cot,

Cito City G Gon Cst1 Gt g=ct

Rys. 1. Rodzina peku prostych na plaszczyznie £0t dla naglego obciazenia konica preta i malejacego
modulu wzmocnienia oraz profile rozkladu odksztalcenia € wzdluz preta w wybranych chwilach
czasu: ty, t) i ty, przy czym ty < t; < t, i C; < Cy < C
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Na zakonczenie rozwigzania problemu w opisie materialnym nalezy okresli¢
jeszcze zaleznos$¢ predkosci propagacji frontu tylnej czesci fali plastycznej C; od
predkosci przemieszczania si¢ czolowego konca preta V. Z warunku (4a) i wyrazenia
(7) wynika, Ze czotowy koniec preta przemieszcza si¢ jednostajnie z predkoscia V7,

a mianowicie:
0

u(0,0)=Ve=1[ 1 (B)dp. (12)

oo

Z wyrazenia (12) otrzymuje sig:
vi=[r(B)ap=-[r(B)ap=-[(B)dp. (13)

Z wykreséw zamieszczonych na rysunu 1 wynika, ze pole pod krzywa ¢ = e(§/t)
mozna okresli¢ za pomoca nastepujacej catki:

4 Z—]Lﬂdsz_]l[s(e)/pojé de. (14)

Znak ,,—” wynika z faktu, ze czotowy koniec preta przemieszcza si¢ w kierunku
przeciwnym do zwrotu osi 0.

Zgodnie z zalozeniem modul S jest znang funkcja odksztalcenia ¢, zatem catka
(14) okresla zwigzek predkosci V; z maksymalnym odksztalceniem €, rozprzestrze-
niajacym si¢ w precie wraz z tylnym frontem fali plastycznej, ktorego predkos¢
okresla wzor:

C, =[S(el)/p0}%. (15)

Z kolei zwigzek konstytutywny o = o(e) determinuje rozklad naprezenia w precie,

ktéry ma postac:
O-:O{f(éj] (16)

W rozkladzie tym wystepuje maksymalne odksztalcenie ¢;,,,, przy ktérym
pret peka. Tej warto$ci odksztatcenia odpowiada maksymalna graniczna predkos¢
przemieszczania konca preta Vi, przy ktorej pret jest niszczony.
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4. Rozwigzanie problemu we wspoélrzednych Eulera
— opis przestrzenny

W metodzie Lagrange’a réwnania ruchu i cigglosci wyprowadza si¢ dla matego
fragmentu preta 6&, ktory przemieszcza sie¢ w przestrzeni i zmienia swojg dtugo$¢
oraz pole poprzecznego przekroju podczas rozciggania preta. Przy podejsciu Eulera
rozpatruje si¢ ustalony obszar przestrzeni, a rwnania ruchu i ciagtosci otrzymuje
sie dla elementu preta dx, przemieszczajacego si¢ przez ten obszar w okreslonym
przedziale czasu.

Wspdlrzedna Eulera oznaczamy literg x. Reprezentuje ja odlegtos¢ od poczat-
kowego polozenia konca preta, ktéra rosnie od zera wzdluz jego osi. Réwnanie
ruchu elementu preta zawartego pomiedzy x i x + 0x otrzymuje si¢ z przyrownania
réznicy sit dzialajacych na konce elementu preta znajdujacego sie w tym obszarze
w chwili t do iloczynu jego masy przez przyspieszenie. Niech nominalne naprezenie
w przekroju x wynosi o, wowczas w przekroju x + dx mamy:

a+a—o-5x
Oox

i wypadkowa sifa dzialajaca na element dx wynosi:

AO(G—U—?)—O(Sx)z—AOg—O(Sx, (17)
X X

gdzie A oznacza pole poprzecznego przekroju nieodksztalconego preta. Kierunek
dzialania wypadkowej sily jest przeciwny do osi Ox i dlatego jest znak ,,—” w prawej
stronie rownania (17). Jesli element preta w chwili £ = 0 ograniczony jest ptaszczy-
znami x i x + x, to w chwili ¢ osiggng one wsp6trzedne x" i x* + 8x*. Poniewaz
x' = x + u, wiec 8x* = 8x + (9u/dx) 8x = (1 + &) 8x. Nastepnie, z prawa zachowania
masy wynika, ze:

poAddx=p A0x =p A (1+€)ox (18a)
lub
< _ Pody
4 == 18b
p Tie (18b)

gdzie iloczyn p’A” okreéla mase jednostki dtugosci preta w chwili ¢, a € jest odksztat-
ceniem nominalnym. Niech aktualna predkos¢ elementu dx* w chwili t wynosi V,
wowczas jego srodek przemiesci sie w okresie 0t 0 odcinek V' 8t i predko$¢ elementu

w chwili t + &t wynosi:
v +a—VV6t +a—V<§t
ox o
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zatem jego przyspieszenie mozna okresli¢ za pomocg wyrazenia:

(19)

AV (E)V Va_V)
or ot ox

Po podstawieniu wyrazen (17), (18b) i (19) do drugiej zasady dynamiki Newtona
otrzymuje si¢ koicowa posta¢ rownania ruchu elementu preta we wspotrzednych
Eulera, a mianowicie

AO(aV aV)(S —Aoa—aé
1+¢e\ of ox ox
lub
(avwav) do 0o ¢ (20)
1+e\ ot ox ) ox e ox

Jesli przez M oznaczymy liniowa mase (ggsto$¢ — masa na jednostke dlugosci)
preta w dowolnej chwili ¢, to zgodnie z prawem zachowania masy mamy (18b):

M=pa =Pt 1)
1+¢

Zmiane masy liniowej M w elemencie przestrzeni §x* w okresie 6t mozna
okresli¢ za pomocg réznicy mas: wchodzacej i opuszczajacej element przestrzeni
Ox* w czasie 8t, a mianowicie:

- =VMSt — -
” Otdx VMOt ( + Ox J( —0Ox jé

X X
. S o - oV oM 2 _
Z tej zaleznosci, po pominieciu matej wyzszego rzedu ——(3 , otrzy-
muje si¢: dx Ox
oM aV oM 0
ot ox ox 8x( ) (22)

Podstawienie wyrazenia (21) do zaleznosci (22) daje ostateczng posta¢ rownania
cigglosci (zachowania masy) we spoirzednych Eulera, x, t, a mianowicie:

oe de 14
+V—=(1 _— 23
FrRLiemal G 23)
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Réwnania (20) i (23) s3 podobne do réwnan opisujacych rozprzestrzenienie sie
plaskiej fali o skonczonej amplitudzie w idealnej cieczy $cisliwej, ktére majg postac:

ap ap aV
TayE=—p—— 24
o . P 29

w1 -
ot ox p ox

Gdzie p i p odpowiednio oznaczajg ci$nienie i biezaca gestos¢ cieczy.
Réwnania (24) i (25) mozna przeksztalci¢ do postaci (20) i (23) za pomoca
podstawien:

e=LY 1io=—p (26)

p

Rzeczywiscie z relacji (26) wynika, ze:

de__po9p 0t __pop
o  p*ot’ ox  pox
1+8=&, a—az—a—p.
p  Ox ox

Po podstawieniu tych wyrazen do réwnan (20) i (23) otrzymuje si¢ zaleznosci (24)
i(25). Z podobienstwa réwnan wynika wniosek, ze w obydwdch przypadkach mozna
stosowac te same metody catkowania.

W dalszym ciggu rozwazan zatozymy, ze predkos¢ czastek preta jest funkeja tylko
odksztalcenia, tj.

V=1(e). (27)

Woéweczas réwnanie (20) mozna zapisa¢ w postaci:

P, df (o€ 88) do de
2| =gy = === 28
1+£d8(8t+ ox) deox’ 8)
a z (23) otrzymuje sie:
de _de df de
Z ==L (1+¢). 29
o o dear ) 29)
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Po podstawieniu wyrazenia (29) do réwnania (28) mamy:

(d_f)z _Ldo
de p, de

dar _ _(Ld_"f _ _[&T. (30)

de P, de Po

lub

W celu okreslenia predkosci V' scatkujemy wyrazenie (30) wzdluz osi preta
od jego nieruchomego konca, gdzie ¢ =0, do rozwazanego przekroju z aktualnym
odksztalceniem e. Woéwczas mamy:

1oy, i(S()
V= I(po dej de = {( P J de. (31)

N =

0

Wyrazenie (31) potwierdza wynik wigzacy predkos¢ konca preta z maksymalnym
odksztalceniem otrzymany metoda Lagrange’a (14).
Z zaleznoéci (27) wynika, ze

W _dr

= . 32
ox deox (32)

Po podstawieniu (32) i wartoéci pochodnej df /de okreslonej wzorem (30) do
réwnania (23) otrzymuje sig:

de 1 do ) |oe
—+|V +(1 —— | |=—=0 33
8t+ +( +8)(p0 dsJ ox (332)
lub
de de
= V)—=0 33b
at+(c+ )ax ’ (33b)
gdzie 1
1 do |?
=(1+¢)| —— 34
c=( +8)(p0 de] (34)

jest predkoscia rozprzestrzenienia si¢ fali przemieszczenia w precie. Dla krzywej
(dx/dt) = ¢ + V réwnanie (33b) redukuje si¢ do postaci
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de  dx oe
—+——=de=0— &¢=const.
ot dt ox

Zatem dla czastek preta przemieszczajacych sie w przestrzeni z predkoscia ¢ + V/
odksztalcenie €, a tym samym naprezenie o i predkos¢ V sg stale.

Praca realizowana w ramach dzialalno$ci statutowej Wojskowej Akademii Techniczne;.

Artykut wplyngl do redakcji 20.10.2016 r. Zweryfikowang wersje po recenzjach otrzymano 28.03.2017 r.
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Propagation of the nonlinear plastic stress waves in semi-infinite bar

Abstract. This paper presents the propagation longitudinal nonlinear plastic stress in thin semi-infinite
rod or in wire. The rod is characterized by a nonlinear strain hardening model within the scope
a plastic strain. The modulus of strain hardening is a decreasing function of the strain. The frontal bar
end is suddenly launching to the velocity V, and subsequently moves with this one. General solution
of this boundary value problem of the Lagrangian coordinate (material description) and of the Eulerian
one (spatial description) has been presented. There has been carried out the physical interpretation
of the obtained results by means of Lagrangian and Eulerian methods. The results of this paper may
be utilized in scientific researches and in engineering practice.

Keywords: dynamic plasticity, nonlinear continuum mechanics, longitudinal elastic-plastic stress waves
DOI: 10.5604/01.3001.0009.9303






