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Rozszerzony potencjat plastyczny Druckera-Pragera
do modelowania gruntéw i betonu

Streszczenie

W artykule zosta? przedstawiony potencjat plastyczny adekwatny do modelowania konstytutywnego wybranych
typow gruntow i betonu. Propozycja jest oparta na gladkiej modyfikacji obrotowej powierzchni ztozonej z dwoch
stozkow warunku Druckera-Pragera. Ponadto ksztaft przekroju dewiatorowego uwzglednia réznice zachowania sie
materiatow na potudnikach Sciskania i rozciggania. Podano mozliwe zakresy wartosci parametrow materiatowych
oraz ich wplyw na ksztalt powierzchni plastycznosci. Przedyskutowano rozniczkowalnosé zaproponowanej funkcji
oraz pokazano szkic dowodu jej wypuktosci. Znaleziono analityczne formuly opisujgce parametry materiatowe
potencjatu (warunku plastycznosci), opierajgc sie na wartosciach granic plastycznosci uzyskiwanych w typowych

testach doswiadczalnych.

WSTEP

Zachowanie si¢ materiatéw konstrukcyjnych i podtoza grunto-
wego jest istotnym czynnikiem branym pod uwage w procesie pro-
jektowania konstrukcji. Cato$ciowy opis wtasnosci mechanicznych
osrodka materialnego zwykle wymaga uwzglednienia efektéw spre-
zystych, plastycznych i lepkich [4,6,15,18]. Aby sformutowa¢ zagad-
nienie procesu uplastyczniania materiatu stosuje sie skalarne funk-
cje stanu naprezenia okreslajace powierzchnie plastycznosci.

Potencjat plastyczny, w zalezno$ci od kontekstu, stuzy do zde-
finiowania warunku plastycznosci lub prawa ptyniecia (w tym przy-
padku nazywamy go funkcjg ptyniecia). Dla materiatow izotropo-
wych jest on izotropowa funkcjg tensora naprezenia (czyli jego
trzech niezmiennikow). Przyjmuje sie, ze potencjat plastyczny jest
funkcja wypukig i gtadka [8], co jest zgodne z wynikami doswiad-
czen dla gruntéw i betonu. Jednocze$nie wypukios¢ jest cechg
dogodng z punktu widzenia obliczeh — gwarantuje istnienie sformu-
towania dualnego oraz monotoniczno$¢ prawa plyniecia. W przy-
padku plastycznosci niestowarzyszonej definiuje sie dwie funkcje —
osobno dla warunku plastycznosci oraz prawa plynigcia. W tym
wypadku wymaga sie, aby obie byty wypukte [4,18]. Nalezy zazna-
czy¢, ze ani wypukios¢ ani gtadko$¢ potencjatu nie sg cechami
koniecznymi do sformutowania zagadnienia plastycznosci. Aczkol-
wiek gtadkos¢ istotnie upraszcza formutowanie algorytméw metody
elementéw skoriczonych, ktéra jest obecnie standardowym sposo-
bem analizy zachowania konstrukcji [3,5].

Celem niniejszego artykutu jest zaproponowanie takiego wa-
runku plastycznosci (potencjatu plastycznego), ktéry odzwierciedla
charakterystyczng ceche zachowania sie czesci gruntéw oraz beto-
nu, . znaczaco inne wiasnosci przy Sciskaniu i rozcigganiu
[6,7,14,18]. Przekfada sie to na przyblizony do trojkatnego przekr
dewiatorowy powierzchni plastyczno$ci i zalezno$¢ od pierwszego
niezmiennika tensora naprezenia [12,14,15]. Nachylenie potudnikow
w takich materiatach maleje przy zwigkszaniu hydrostatycznego
Sciskania, por. np. [2]. Przedstawiony potencjat, bedacy rozszerze-
niem potencjatu Druckera-Pragera, spetnia wymienione warunki,
jednoczesnie cechuje sie do$¢ prostg postacig, w zwigzku z czym
mozliwe jest analityczne uzyskanie wyrazeh na state materiatowe.
Pokazano takze, ze proponowana funkcja jest gtadka oraz wypukia,
przy czym do dowodu wykorzystano odpowiednig przestrzen nie-
zmiennikéw tensora naprezenia.

1. DEFINICJA POTENCJALU PLASTYCZNEGO

1.1. Potencjat Druckera-Pragera

Jednym z najprostszych potencjatdéw plastycznosci dla gruntéw
jest potencjat Druckera-Pragera, postaci:

fop (1 0,8)=fop (r.&)=¢+ar—4, (1)
gdzie:

1
E=—_tro, r=.trs*>0,

N

3 2)

0= 1arccos @ € <0,£>
3 Jtr’s? 3

sq niezmiennikami tensora naprezenia, przy czym s jest dewiato-

rem tensora naprezenia, a « i ﬁ sq parametrami materiatowymi.

Warto$ci parametréw materiatowych wyznacza si¢ na podstawie

wynikéw dwdch wybranych testéw dodwiadczalnych.

W przestrzeni naprezen gtéwnych (takze w przestrzeni nie-
zmiennikéw (2)) powierzchnia plastycznosci o, (r,&) =0 jest
stozkiem, jej przekroje dewiatorowe — okregami, a potudnikowe —
prostymi, por. rys. 1. Funkcja (1) moze byé uzyta do zgrubnych
obliczen, nie oddaje jednak prawidlowo pozadanych cech po-
wierzchni plastycznosci. Dodatkowo, potencjat nie jest funkcjg
gtadka — w wierzchotku r =0 gradient nie jest okre$lony.

W przypadku, gdy powierzchnia (albo warunek) plastyczno$ci
foe (r,&) =0 przechodzi przez punkty reprezentujace testy jedno-
osiowego $Sciskania i rozciggania state materiatowe przybierajq
nastepujace wartosci:

O, +0; ~ 20, oy
o, = _, ﬂ =, 3
' ‘/E(GC_GT) ' \/g(gc ~o7) “
gdzie o jest granicg plastycznosci przy jednoosiowym $ciskaniu,
natomiast o, — granicqg plastyczno$ci przy jednoosiowym rozcia-
ganiu. Gdy testami wybranymi do kalibracji statych sg test jednoo-
siowego $ciskania oraz test dwuosiowego réwnomiernego Sciska-
nia, otrzymuje sie:
20, — O, ~ Ogc O
a, = __—“BC “C ﬂz = B¢ (4)

\/E(O'Bc _O'c) ’ V@(O'Bc _O'c)
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Badania

przy czym o, jest granicg plastycznosci przy dwuosiowym row-
nomiernym $ciskaniu.

Kalibracja warunku plastycznosci (1) wg (3) poprawnie charak-
teryzuje wytezenie materiatu przy umiarkowanych wartociach
ciSnienia hydrostatycznego, za$ kalibracja wg (4) dobrze odzwier-
ciedla zachowanie materialu przy jego duzych wartosciach. Aby
potgczy¢ dobre cechy obu opiséw, definiuje sie zmodyfikowany
warunek Druckera-Pragera ztozony z dwéch platdw stozkowych
zgodnych z kalibracjg (3) i (4):

E+ar—£,=0 dla 0<r<r,,
fDPz(ryg):{ 1 1 P

Eta,r—pB,=0 dla r>r,
gdzie r, jest wspoirzedng potaczenia stozkéw odpowiadajacq
wspdlnemu testowi Sciskania. Powierzchnia (5) rowniez nie jest
funkcjg gtadka w wierzchotku r =0 ina potaczeniu ptatow r =, .

(%)

tI=const r

¢

Rys. 1. Powierzchnia plastyczno$ci Druckera-Pragera — widok
trojwymiarowy w przestrzeni naprezei gtownych o, przekroje
potudnikowy oraz dewiatorowy.

1.2.  Potencjat plastyczny

Aby skorygowa¢ wady potencjatéw (1) i (5) skonstruowano no-
wa funkcje w oparciu o dwa stozki Druckera-Pragera o réznych
nachyleniach. W tym celu zdefiniowano obwiednie, por. rys. 2:

E+ar-p5,=0 da 0<r<r,
for (1,6) = ' _ _ ’ (6)
E+a,r—p,=0 dla r>r,

gdzie:

_ ﬂz _ﬂ1
O Y

O<ay<a,, B <P,

Na tej podstawie zaproponowano potencjat f, (r, <), por. [16],
ktérego warstwica zerowa jest wpisana w powierzchnie (6):
fo(r.g)=¢-FR(r) (®)
gdzie:

(0= (1) (1) -R(1)].
flo(r)=ﬂl—0!1 A +12,
fzo(r):ﬁ2 _az\/m,

R (r) =B +[ f (1)~ f ()] -
A i B sg dodatkowymi parametrami materiatowymi. Modyfikacji

ulegna tez parametry 3, — f3,, 3, — 3,

Zmodyfikowana powierzchnia plastycznosci odwzorowuje
zmiany nachylenia potudnikéw ze zmiang naprezenia hydrostatycz-
nego. Prawidtowy potencjat plastyczny opisywanych materiatow
powinien uwzglednia¢ jednak wptyw wszystkich trzech niezmienni-
kow tensora naprezenia (2). Aby dopasowaé przekrdj dewiatorowy

do wynikéw doswiadczenr zastosowano funkcie g(6) [14,15],

zalezng jedynie od trzeciego niezmiennika. Proponowany potencijat
plastyczny ma postaé:

f(r.0,&)=£-F(r,6), (10)

gdzie obecnie:

Rys. 2. Przekroje potudnikowe i dewiatorowe przez powierzchnie plastycznosci dla proponowanego potencjatu i jego obwiedni.
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P(r.0) =B +] fuu (r.0)— £, (r.6) . (11)
Wprowadzono nowe parametry materiatowe a oraz b, przy czym:
a>0, -1<b<l. (12)

Widok powierzchni plastyczno$ci wg funkcji (10), j.:
f(r.6,£)=0 (13)

przedstawiono na rys. 3.

Rys. 3. Widok powierzchni plastycznosci (13) w przestrzeni nie-
zZmiennikdw tensora naprezenia.

Potudniki (krzywe przy 6 = const) powierzchni plastycznosci
(13) sq podobne do potudnikdw powierzchni obrotowe;
fo (r,&)=0 wedtug (8), por. rys. 2. Asymptoty ukosne potudnikow
proponowanej powierzchni plastycznosci dla r — +oo majg posta-
cie:
@,
9(9)

Przekroj dewiatorowy powierzchni (13) przedstawiono na
rys. 4, gdzie uzgodniono wartosci dla potudnika rozciggania. Zalez-
nie od warto$ci parametrow, moze on dostosowywaé swoj ksztatt do
charakterystyki materiatu. W skrajnych przypadkach jest kotem
(b=0) lub tréjkatem (|b| =1), por. [14,15].

E(r,0)=- r+4,. (14)

Rys. 4. Przekroj dewiatorowy powierzchni plastyczno$ci w zalezno-
$ci od parametru b .

Parametry ¢, oraz a, odpowiadajg za nachylenie potudnikow,

a ich wartosci przyjeto jak dla warunku Druckera-Pragera, por.
wzory (3) oraz (4). B, okresla asymptote ukosng potudnika poten-

cjatlu (14), zas g, okre$la graniczne pofozenie wierzchotka po-

wierzchni plastycznosci. Parametr A wplywa gtéwnie na promien
krzywizny wierzchotka — przy A =0 wierzchotek powierzchni pla-
stycznosci jest taki, jak w warunku Druckera-Pragera, por. rys. 5.
Wraz ze wzrostem warto$ci parametru, promien krzywizny w wierz-
chotku powierzchni plastyczno$ci wzrasta, a jego odcieta na osi &

maleje. Natomiast parametr B okre$la sposéb potaczenia w pobli-
zu krawedzi przeciecia sie stozkéw (6). Jak wida¢ na rys. 5, gdy
B =0 dwie powierzchnie tworzace powierzchnig plastycznoSci
odpowiadajaca potencjatowi (10) potaczone sa w sposéb niegtadki,
natomiast przy zwiekszaniu parametru ro$nie promien krzywizny
pofaczenia.

W przypadku, gdy b=0 oraz o, =, i S, =3, potencjat
(10) redukuije sie do potencjatu plastycznego uzywanego w modelu
Concrete Damaged Plasticity [1]. Po dalszym uproszczeniu
A =B =0 otrzymuje si¢ potencjat Druckera-Pragera wg (1).

Na rys. 6 przedstawiono przekroj powierzchni plastyczno$ci w
przypadku ptaskiego stanu naprezenia. Pokazano takze przekroje
powierzchni Druckera-Pragera, skalibrowane wediug wzoréw (3)
oraz (4). Pokazany przekroj pokazuje wyraznie mozliwe do osig-
gniecia duze rozbieznosci przy zachowaniu podczas $ciskania i
rozciggania, obserwowane w gruntach i betonie [11,12,17].

Rys. 5. Wptyw zmiany parametrow A oraz B na ksztaft potudnika
powierzchni plastycznosci.

pow. D-Pwg (3)
| pow. D-Pwg (4)

'r/powierzchnia (13)

Rys. 6. Pfaski stan naprezenia — przekrdj przez powierzchnie pla-
stycznosci o, =0.
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2. ROZNICZKOWALNOSC | WYPUKLOSC POTENCJALU

2.1. Roézniczkowalnosé
Gradient rozpatrywanego potencjatu ma nastepujacg reprezen-

tacje w bazie uktadu wspétrzednych walcowych (r, 0, 5) , Wg (2):

e
f, gQP

of 1 f.g'r

— =1, =2 , 15

o6 r’ g’ QP (19)
f‘é 1

gdzie dla zwieztosci pominigto argu_menty fu_nkcji oraz wprowadzono
o0znaczenia:

fy = fy +a, Ty _(a1+a2)|: ;
(16)
Q=4(Ag) +r.

Jesli |b|#1, A=0 oraz B0, to gradient jest okreslony we

wszystkich punktach r =0, a dla r =0 jego dwie pierwsze skia-
dowe sg zerowe — powierzchnia plastyczno$ci jest gtadka.

W przypadku, gdy A=0 nie da si¢ jednoznacznie okreslic¢
gradientu w wierzchotku potencjatu, natomiast jesli B =0, to jest
on nieokreslony w punkcie przeciecia sie asymptot r,. |b|=1
pocigga za sobg brak rozniczkowalnosci funkcji na potudnikach
Sciskania (@ = 7 / 3) lub rozciggania (6 =0).

Zmiang sktadowych gradientu (15) w uktadzie cylindrycznym w
zalezno$ci od normy dewiatora r dla wybranych potudnikéw przed-
stawiono na rys 7. Jesli prawo plyniecia jest stowarzyszone z wa-
runkiem plastycznosci (13), wyniki obliczen numerycznych bedg
przypominaé wyniki uzyskane dla warunku Lublinera, jednak w
przeciwienstwie do funkcji Lublinera, proponowany potencjat (10)
jest gtadki, nastrecza wiec mniej trudnosci obliczeniowych.

»
>

0=0), promieniowa

0=mn/3,
promieniowa

sktadowa
gradientu

D~
T
1
I
1

0=0 oraz 0=xr/3, obwodowa S

P
!

O=n/6, promieniowa

= ~ Sktadowa
gradientu

7

»
| o

O=r/6, obwodowa

Rys. 7. Skiadowe gradientu (15) w zaleznodci r od dla réznych
potudnikow.
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2.2. Wypuklosé

Aby udowodni¢ wypukto$¢ potencjatu (10) wystarczy pokazac,
ze wszystkie minory gtéwne tensora krzywizny powierzchni o repre-

zentacji:

1

f =f f

r (r ,er ré
1 1 1
K— [F f,ej 2 f,ea"'_fr _fra (17)

1

f = f f

i ré r ,ré && |

w bazie uktadu cylindrycznego (r,H, <§) sq nieujemne [9]. Nieze-
rowe minory gtowne (17) majg postacie:

Azg f3 +(a2 _al)z BZrZ

D :f =
1 T PQZ ZQZPSQ
Dz_izfae"'lfr:
2 .

294P3Q2

2
1 1 1 D f,f
D3 = f,rr |:|'_2 f,HB +F fri|_|:(F fﬂ),r:| = 912;Q4 y

gdzie: f,=9*-9g9"+2(g ')2 .
Poniewaz P, Q oraz g s nieujemne w catej dziedzinie, aby
minory gtéwne (18) byly nieujemne wystarczy udowodni¢, ze
f,201i f, 20.
Funkcje f, mozna sprowadzi¢ do postaci:
f3:(a2_a1)(f2N —f1N+P)+0(1P, (19)

co jest nieujemne na mocy (11) i nieréwnosci (7), natomiast funkcje
f, mozna zastgpi¢ nastepujacym wyrazeniem:

. 2(1-b*)g®sin(2T )(1-cos(2T))

4

a( 1—(bcos 39)2 )3 (20)

T= %arccos(b cos36)e <0, %>

Badane wyrazenie (20) jest nieujemne, poniewaz wszystkie czynniki
S nieujemne.
Z przedstawionych zalezno$ci wynika, Ze:
D,20 A D,20 A D,20 (21)
dla calego badanego zakresu r i @, a wigc potencjat (10) jest

wypuktg funkcja tensora naprezenia.
Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadkach granicznych wartosci pa-

rametrow |b|=1, B=0 lub A=0 nalezy lokalnie zbada¢ wypu-

kto§C w miejscach, w ktérych funkcja nie jest rézniczkowalna, por.
[9,13].

3. DOBOR PARAMETROW MATERIALOWYCH

Przedstawiony potencjat zawiera osiem parametréw: «;, «,,
B, B, A, B, a oraz b. Ich wartosci okre$lono tak, aby po-
wierzchnia (13) zawierata punkty reprezentujgce moment upla-



stycznienia w testach jednoosiowego $ciskania i rozciggania,
a takze w te$cie dwuosiowego réwnomiernego $ciskania.

Parametry o, oraz «, okre$laja kat rozwarcia dwéch stozkow
Druckera-Pragera, bedacych obwiednig powierzchni okreslonej na
podstawie potencjatu (8), a ich warto$ci wyznaczono zgodnie z (3)
oraz (4). Aby wyznaczy¢ parametry £, i S, wprowadzono dodat-
kowy parametr geometryczny d . Szukane wartosci sg tak dobrane,
aby mierzone w przekroju potudnikowym odlegtosci d migdzy

potudnikami powierzchni (6) a punktem przecigcia potudnikow
powierzchni (5) byty sobie réwne, por. rys. 8. Stad:

20, -1
B = J_j% o +d,/1+a12 :
Ba -1 (22)
i =%a€ +dyl+a; .
Ar
pow, (6)-' ér:ﬂ N
S - B
pow(5) ‘~~--_£ikdu\ g,
5 \\\\ &
\\\ 01,_,@.
S B
o}l%}\\ Q»X
rT..‘ >
Sae ce ¢r ¢

Rys. 8. Dobér parametrow p, i p, , gdzie & =20, 13,
e =N2130,, & =—0, 1B, 1. =\2130,, & =0, 13,
r,=+2/30;.

Parametry A i B dobrano tak, aby przy zatozeniu, ze
g(O) =1 powierzchnia plastyczno$ci zwigzana z proponowanym

potencjatem (10) przechodzita przez punkty reprezentujace testy
jednoosiowego rozciggania i dwuosiowego réwnomiernego $ciska-

nia, tj.:
2
f ( —o;,0 \/_ ]

f {EGBC’O’_%GJ:O'

Warunki (23) prowadza do réwnania dwukwadratowego na pa-
rametr A postaci:

cfA“+2{§cfcac4—cza§}A2+
2 2
o 2es-at ) Zei-at -
2 B 2 B
a1=a1[ jgc +ﬂ2j+az( jgc +131J,
a zal(ﬂz_%j+a2(ﬁl_%J7

(23)

gdzie:

1% ﬂzJ( f%l

2 2 2 2
C=8 -8, 6, =& +8;,
C; = 0pc +8,07, € =80 —&,07 -
Szukane warto$ci parametréw to:

Azi\/c al —iaiaqagc —Eclc c, , gdzie:
Cl 2 \/§ 6 3 34
=,/3a§—20105 , B=2.d,d,

CS=G§C—GT2, Cs
26)
20 2 2 (
+B -« ’A +—=0pc
’—3 ﬂl 1 3 BC

Funkcje opisujaca przekrdj dewiatorowy dobrano w taki spo-
sob, aby:

oraz: d, =

9(0)=1, g(%)=kc, 27)

przy czym k. jest wspotczynnikiem ksztattu przekroju dewiatoro-
wego [1,10] i przyjeto go tak, zeby:

2 r 1
f[\/go'mgv_ﬁo'cjzo- (28)

Rozwigzanie (28) prowadzi do réwnania dwukwadratowego, ktérego
pierwiastkami sg;

K —\E—,_"C
C 3 th_AZ
a,p+a.p, +%(a1 +a2)i\/K

b = 20, a, ' (29)

, gdzie:

A ={a2/5’1 +a,5, +%(al+a2):| +

o8 5]

Nalezy wybra¢ pierwiastek (29) spemiajacy (28). Na tej podstawie
wyznacza si¢ state:
Bk,

2\kZ —k¢ +1

3\/§kc (1_ kc)
2 (ké —ke +1)3

Nalezy podkresli¢, ze state mozna znalez¢ analitycznie, ale
szybsze jest rozwigzanie numeryczne. Wzory (3), (4), (22), (26)
oraz (30) sg przydatne, jesli rozpatruje sie wzmocnienie materiatu i
wartosci parametrdw materiatowych nalezy wyznacza¢ osobno w
kazdym kroku analizy.

a= , b=

(30)

PODSUMOWANIE

W artykule zaproponowano potencjat plastyczny oraz warunek
plastyczno$ci, bedacy rozszerzeniem funkcji Druckera-Pragera,
czesto stosowanej w mechanice gruntu i betonu. Warunek plastycz-
nosci jednoznacznie separuje stany bezpieczne i niebezpieczne
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materiatu poprzez definicie jednej powierzchni, ktéra zalezy od
trzech niezmiennikéw stanu naprezenia. Przyjeta funkcja umozliwia
oddanie zachowania si¢ do$¢ duzej klasy materiatow, dla ktérych
obserwuje sie istotne réznice odpowiedzi przy Sciskaniu i rozcigga-
niu. Przedstawiony potencjat jest wypukty i rézniczkowalny w catej
swojej dziedzinie, z wyjatkiem szczegolnych (granicznych) przypad-
kéw doboru parametréw. Jest to pozadana cecha ze wzgledu na
mozliwo$¢ przeprowadzenia obliczen analitycznych dla prostych
przypadkdw obcigzenia, jak réwniez z uwagi na dogodng implemen-
tacje w algorytmach metody elementéw skoriczonych. Zaletg poten-
cjatu (10) jest jego wzgledna prostota oraz klarowna interpretacja
parametréw materiatowych. Przyjeta funkcja pozwala na znalezienie
zamknigtych formut opisujacych te parametry na bazie klasycznych
testéw doswiadczalnych.
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Extended drucker-prager potential
for modeling
soil and concrete

Abstract

In the paper a new plastic potential for soil and
concrete is proposed, which reflects basic features that
yield surface for the mentioned material exhibits.
The introduced function is based on smoothed two
Drucker-Prager cones with modified deviatoric section.
An influence of eight material parameters on the shape
of the yield surface is shown. Closed formulas for val-
ues of those parameters are derived. Differentiability of
the presented potential is discussed and draft of proof
of convexity of the potential is shown.
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