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Rozszerzony potencjał plastyczny Druckera-Pragera  
do modelowania gruntów i betonu 

Streszczenie 

W artykule został przedstawiony potencjał plastyczny adekwatny do modelowania konstytutywnego wybranych 

typów gruntów i betonu. Propozycja jest oparta na gładkiej modyfikacji obrotowej powierzchni złożonej z dwóch 

stożków warunku Druckera-Pragera. Ponadto kształt przekroju dewiatorowego uwzględnia różnice zachowania się 

materiałów na południkach ściskania i rozciągania. Podano możliwe zakresy wartości parametrów materiałowych 

oraz ich wpływ na kształt powierzchni plastyczności. Przedyskutowano różniczkowalność zaproponowanej funkcji 

oraz pokazano szkic dowodu jej wypukłości. Znaleziono analityczne formuły opisujące parametry materiałowe 

potencjału (warunku plastyczności), opierając się na wartościach granic plastyczności uzyskiwanych w typowych 

testach doświadczalnych. 

 

WSTĘP 

Zachowanie się materiałów konstrukcyjnych i podłoża grunto-
wego jest istotnym czynnikiem branym pod uwagę w procesie pro-
jektowania konstrukcji. Całościowy opis własności mechanicznych 
ośrodka materialnego zwykle wymaga uwzględnienia efektów sprę-
żystych, plastycznych i lepkich [4,6,15,18]. Aby sformułować zagad-
nienie procesu uplastyczniania materiału stosuje się skalarne funk-
cje stanu naprężenia określające powierzchnie plastyczności.  

Potencjał plastyczny, w zależności od kontekstu, służy do zde-
finiowania warunku plastyczności lub prawa płynięcia (w tym przy-
padku nazywamy go funkcją płynięcia). Dla materiałów izotropo-
wych jest on izotropową funkcją tensora naprężenia (czyli jego 
trzech niezmienników). Przyjmuje się, że potencjał plastyczny jest 
funkcją wypukłą i gładką [8], co jest zgodne z wynikami doświad-
czeń dla gruntów i betonu. Jednocześnie wypukłość jest cechą 
dogodną z punktu widzenia obliczeń – gwarantuje istnienie sformu-
łowania dualnego oraz monotoniczność prawa płynięcia. W przy-
padku plastyczności niestowarzyszonej definiuje się dwie funkcje – 
osobno dla warunku plastyczności oraz prawa płynięcia. W tym 
wypadku wymaga się, aby obie były wypukłe [4,18]. Należy zazna-
czyć, że ani wypukłość ani gładkość potencjału nie są cechami 
koniecznymi do sformułowania zagadnienia plastyczności. Aczkol-
wiek gładkość istotnie upraszcza formułowanie algorytmów metody 
elementów skończonych, która jest obecnie standardowym sposo-
bem analizy zachowania konstrukcji [3,5].  

Celem niniejszego artykułu jest zaproponowanie takiego wa-
runku plastyczności (potencjału plastycznego), który odzwierciedla 
charakterystyczną cechę zachowania się części gruntów oraz beto-
nu, tj. znacząco inne własności przy ściskaniu i rozciąganiu 
[6,7,14,18]. Przekłada się to na przybliżony do trójkątnego przekrój 
dewiatorowy powierzchni plastyczności i zależność od pierwszego 
niezmiennika tensora naprężenia [12,14,15]. Nachylenie południków 
w takich materiałach maleje przy zwiększaniu hydrostatycznego 
ściskania, por. np. [2]. Przedstawiony potencjał, będący rozszerze-
niem potencjału Druckera-Pragera, spełnia wymienione warunki, 
jednocześnie cechuje się dość prostą postacią, w związku z czym 
możliwe jest analityczne uzyskanie wyrażeń na stałe materiałowe. 
Pokazano także, że proponowana funkcja jest gładka oraz wypukła, 
przy czym do dowodu wykorzystano odpowiednią przestrzeń nie-
zmienników tensora naprężenia. 

1. DEFINICJA POTENCJAŁU PLASTYCZNEGO  

1.1. Potencjał Druckera-Pragera 

Jednym z najprostszych potencjałów plastyczności dla gruntów 
jest potencjał Druckera-Pragera, postaci: 
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są niezmiennikami tensora naprężenia, przy czym s  jest dewiato-

rem tensora naprężenia, a   i   są parametrami materiałowymi. 

Wartości parametrów materiałowych wyznacza się na podstawie 
wyników dwóch wybranych testów doświadczalnych.  

W przestrzeni naprężeń głównych (także w przestrzeni nie-

zmienników (2)) powierzchnia plastyczności ( , ) 0DPf r    jest 

stożkiem, jej przekroje dewiatorowe – okręgami, a południkowe – 
prostymi, por. rys. 1. Funkcja (1) może być użyta do zgrubnych 
obliczeń, nie oddaje jednak prawidłowo pożądanych cech po-
wierzchni plastyczności. Dodatkowo, potencjał nie jest funkcją 
gładką – w wierzchołku 0r   gradient nie jest określony.  

W przypadku, gdy powierzchnia (albo warunek) plastyczności 

( , ) 0DPf r    przechodzi przez punkty reprezentujące testy jedno-

osiowego ściskania i rozciągania stałe materiałowe przybierają 
następujące wartości: 
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gdzie C  jest granicą plastyczności przy jednoosiowym ściskaniu, 

natomiast T  – granicą plastyczności przy jednoosiowym rozcią-

ganiu. Gdy testami wybranymi do kalibracji stałych są test jednoo-
siowego ściskania oraz test dwuosiowego równomiernego ściska-
nia, otrzymuje się: 
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przy czym 
BC  jest granicą plastyczności przy dwuosiowym rów-

nomiernym ściskaniu. 
Kalibracja warunku plastyczności (1) wg (3) poprawnie charak-

teryzuje wytężenie materiału przy umiarkowanych wartościach 
ciśnienia hydrostatycznego, zaś kalibracja wg (4) dobrze odzwier-
ciedla zachowanie materiału przy jego dużych wartościach. Aby 
połączyć dobre cechy obu opisów, definiuje się zmodyfikowany 
warunek Druckera-Pragera złożony z dwóch płatów stożkowych 
zgodnych z kalibracją (3) i (4): 
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gdzie 
Pr  jest współrzędną połączenia stożków odpowiadającą 

wspólnemu testowi ściskania. Powierzchnia (5) również nie jest 

funkcją gładką w wierzchołku 0r   i na połączeniu płatów 
Pr r . 

 

 
 

Rys. 1. Powierzchnia plastyczności Druckera-Pragera – widok 

trójwymiarowy w przestrzeni naprężeń głównych 
i , przekroje 

południkowy oraz dewiatorowy. 

1.2. Potencjał plastyczny 

Aby skorygować wady potencjałów (1) i (5) skonstruowano no-
wą funkcję w oparciu o dwa stożki Druckera-Pragera o różnych 
nachyleniach. W tym celu zdefiniowano obwiednię, por. rys. 2: 
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Na tej podstawie zaproponowano potencjał ( , )Of r  , por. [16], 

którego warstwica zerowa jest wpisana w powierzchnię (6): 

   0 0,f r F r    (8) 

gdzie: 
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(9) 

A  i B  są dodatkowymi parametrami materiałowymi. Modyfikacji 

ulegną też parametry 
1 1  , 

2 2  .  

Zmodyfikowana powierzchnia plastyczności odwzorowuje 
zmiany nachylenia południków ze zmianą naprężenia hydrostatycz-
nego. Prawidłowy potencjał plastyczny opisywanych materiałów 
powinien uwzględniać jednak wpływ wszystkich trzech niezmienni-
ków tensora naprężenia (2). Aby dopasować przekrój dewiatorowy 

do wyników doświadczeń zastosowano funkcję  g   [14,15], 

zależną jedynie od trzeciego niezmiennika. Proponowany potencjał 
plastyczny ma postać: 
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Rys. 2. Przekroje południkowe i dewiatorowe przez powierzchnię plastyczności dla proponowanego potencjału i jego obwiedni. 
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1 2, , ,N NP r B f r f r       . (11) 

Wprowadzono nowe parametry materiałowe a  oraz b , przy czym: 

0a  ,   1 1b   . (12) 

Widok powierzchni plastyczności wg funkcji (10), tj.: 

 , , 0f r     (13) 

przedstawiono na rys. 3. 
 

 
 

Rys. 3. Widok powierzchni plastyczności (13) w przestrzeni nie-
zmienników tensora naprężenia. 
 

Południki (krzywe przy const  ) powierzchni plastyczności 

(13) są podobne do południków powierzchni obrotowej 

 0 , 0f r    według (8), por. rys. 2. Asymptoty ukośne południków 

proponowanej powierzchni plastyczności dla r   mają posta-

cie: 
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Przekrój dewiatorowy powierzchni (13) przedstawiono na 
rys. 4, gdzie uzgodniono wartości dla południka rozciągania. Zależ-
nie od wartości parametrów, może on dostosowywać swój kształt do 
charakterystyki materiału. W skrajnych przypadkach jest kołem 

( 0b  ) lub trójkątem ( 1b  ), por. [14,15]. 

 

 
Rys. 4. Przekrój dewiatorowy powierzchni plastyczności w zależno-

ści od parametru b . 

 

Parametry 
1  oraz 

2 odpowiadają za nachylenie południków, 

a ich wartości przyjęto jak dla warunku Druckera-Pragera, por. 

wzory (3) oraz (4). 
2  określa asymptotę ukośną południka poten-

cjału (14), zaś 
1  określa graniczne położenie wierzchołka po-

wierzchni plastyczności. Parametr A  wpływa głównie na promień 

krzywizny wierzchołka – przy 0A   wierzchołek powierzchni pla-

styczności jest taki, jak w warunku Druckera-Pragera, por. rys. 5. 
Wraz ze wzrostem wartości parametru, promień krzywizny w wierz-
chołku powierzchni plastyczności wzrasta, a jego odcięta na osi   

maleje. Natomiast parametr B  określa sposób połączenia w pobli-
żu krawędzi przecięcia się stożków (6). Jak widać na rys. 5, gdy 

0B   dwie powierzchnie tworzące powierzchnię plastyczności 

odpowiadającą potencjałowi (10) połączone są w sposób niegładki, 
natomiast przy zwiększaniu parametru rośnie promień krzywizny 
połączenia.  

W przypadku, gdy 0b   oraz 
1 2   i 

1 2   potencjał 

(10) redukuje się do potencjału plastycznego używanego w modelu 
Concrete Damaged Plasticity [1]. Po dalszym uproszczeniu 

0A B   otrzymuje się potencjał Druckera-Pragera wg (1). 

Na rys. 6 przedstawiono przekrój powierzchni plastyczności w 
przypadku płaskiego stanu naprężenia. Pokazano także przekroje 
powierzchni Druckera-Pragera, skalibrowane według wzorów (3) 
oraz (4). Pokazany przekrój pokazuje wyraźnie możliwe do osią-
gnięcia duże rozbieżności przy zachowaniu podczas ściskania i 
rozciągania, obserwowane w gruntach i betonie [11,12,17]. 

 
 

 
 

Rys. 5. Wpływ zmiany parametrów A  oraz B  na kształt południka 
powierzchni plastyczności. 

 

 
 

Rys. 6. Płaski stan naprężenia – przekrój przez powierzchnie pla-

styczności 3 0  . 
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2. RÓŻNICZKOWALNOŚĆ I WYPUKŁOŚĆ POTENCJAŁU 

2.1. Różniczkowalność 

Gradient rozpatrywanego potencjału ma następującą reprezen-

tację w bazie układu współrzędnych walcowych  , ,r   , wg (2): 
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gdzie dla zwięzłości pominięto argumenty funkcji oraz wprowadzono 
oznaczenia: 

 3 1 2 2 1 1 2N Nf f f F       , 

 
2 2Q A g r  . 

(16) 

Jeśli 1b  , 0A   oraz 0B  , to gradient jest określony we 

wszystkich punktach 0r  , a dla 0r   jego dwie pierwsze skła-

dowe są zerowe – powierzchnia plastyczności jest gładka.  
W przypadku, gdy 0A   nie da się jednoznacznie określić 

gradientu w wierzchołku potencjału, natomiast jeśli 0B  , to jest 

on nieokreślony w punkcie przecięcia się asymptot 
0r . 1b   

pociąga za sobą brak różniczkowalności funkcji na południkach 

ściskania ( / 3  ) lub rozciągania ( 0  ). 

Zmianę składowych gradientu (15) w układzie cylindrycznym w 
zależności od normy dewiatora r  dla wybranych południków przed-
stawiono na rys 7. Jeśli prawo płynięcia jest stowarzyszone z wa-
runkiem plastyczności (13), wyniki obliczeń numerycznych będą 
przypominać wyniki uzyskane dla warunku Lublinera, jednak w 
przeciwieństwie do funkcji Lublinera, proponowany potencjał (10) 
jest gładki, nastręcza więc mniej trudności obliczeniowych. 

 

 
 

Rys. 7. Składowe gradientu (15) w zależności r  od dla różnych 
południków. 
 

2.2. Wypukłość 

Aby udowodnić wypukłość potencjału (10) wystarczy pokazać, 
że wszystkie minory główne tensora krzywizny powierzchni o repre-
zentacji: 
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w bazie układu cylindrycznego  , ,r    są nieujemne [9]. Nieze-

rowe minory główne (17) mają postacie: 
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gdzie:    
22

4 '' 2 'f g g g g   . 

(18) 

Ponieważ P , Q  oraz g  są nieujemne w całej dziedzinie, aby 

minory główne (18) były nieujemne wystarczy udowodnić, że 

3 0f   i 
4 0f  . 

Funkcję 
3f  można sprowadzić do postaci: 

  3 2 1 2 1 1N Nf f f P P       , (19) 

co jest nieujemne na mocy (11) i nierówności (7), natomiast funkcję 

4f  można zastąpić następującym wyrażeniem:  

      

  
 

2 3

4 3
2

2 1 sin 2 1 cos 2
,

1 cos3

1
arccos cos3 0, .

3 3

b g T T
f

a b

T b






 




 

 (20) 

Badane wyrażenie (20) jest nieujemne, ponieważ wszystkie czynniki 
są nieujemne. 

Z przedstawionych zależności wynika, że: 

1 2 30 0 0D D D      (21) 

dla całego badanego zakresu r  i  , a więc potencjał (10) jest 

wypukłą funkcją tensora naprężenia. 
Należy zaznaczyć, że w przypadkach granicznych wartości pa-

rametrów 1b  , 0B   lub 0A   należy lokalnie zbadać wypu-

kłość w miejscach, w których funkcja nie jest różniczkowalna, por. 
[9,13]. 

3. DOBÓR PARAMETRÓW MATERIAŁOWYCH  

Przedstawiony potencjał zawiera osiem parametrów: 1 , 2 , 

1 , 2 , A , B , a  oraz b . Ich wartości określono tak, aby po-

wierzchnia (13) zawierała punkty reprezentujące moment upla-
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stycznienia w testach jednoosiowego ściskania i rozciągania, 
a także w teście dwuosiowego równomiernego ściskania. 

Parametry 
1  oraz 

2  określają kąt rozwarcia dwóch stożków 

Druckera-Pragera, będących obwiednią powierzchni określonej na 
podstawie potencjału (8), a ich wartości wyznaczono zgodnie z (3) 

oraz (4). Aby wyznaczyć parametry 
1  i 

2  wprowadzono dodat-

kowy parametr geometryczny d . Szukane wartości są tak dobrane, 

aby mierzone w przekroju południkowym odległości d  między 

południkami powierzchni (6) a punktem przecięcia południków 
powierzchni (5) były sobie równe, por. rys. 8. Stąd: 
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Rys. 8. Dobór parametrów 
1  i 

2 ,  gdzie 2 / 3BC BC   ,  

2 / 3 / 3 2 / 3 / 3BC BC C C C C T Tr , , r , ,         

2 / 3T Tr  . 

 
Parametry A  i B  dobrano tak, aby przy założeniu, że 

 0 1g   powierzchnia plastyczności związana z proponowanym 

potencjałem (10) przechodziła przez punkty reprezentujące testy 
jednoosiowego rozciągania i dwuosiowego równomiernego ściska-
nia, tj.: 
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Warunki (23) prowadzą do równania dwukwadratowego na pa-
rametr A  postaci: 
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Szukane wartości parametrów to: 
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Funkcję opisującą przekrój dewiatorowy dobrano w taki spo-
sób, aby: 
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przy czym 
Ck  jest współczynnikiem kształtu przekroju dewiatoro-

wego [1,10] i przyjęto go tak, żeby: 
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Rozwiązanie (28) prowadzi do równania dwukwadratowego, którego 
pierwiastkami są: 
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(29) 

Należy wybrać pierwiastek (29) spełniający (28). Na tej podstawie 
wyznacza się stałe:  
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Należy podkreślić, że stałe można znaleźć analitycznie, ale 
szybsze jest rozwiązanie numeryczne. Wzory (3), (4), (22), (26) 
oraz (30) są przydatne, jeśli rozpatruje się wzmocnienie materiału i 
wartości parametrów materiałowych należy wyznaczać osobno w 
każdym kroku analizy. 

PODSUMOWANIE 

W artykule zaproponowano potencjał plastyczny oraz warunek 
plastyczności, będący rozszerzeniem funkcji Druckera-Pragera, 
często stosowanej w mechanice gruntu i betonu. Warunek plastycz-
ności jednoznacznie separuje stany bezpieczne i niebezpieczne 
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materiału poprzez definicję jednej powierzchni, która zależy od 
trzech niezmienników stanu naprężenia. Przyjęta funkcja umożliwia 
oddanie zachowania się dość dużej klasy materiałów, dla których 
obserwuje się istotne różnice odpowiedzi przy ściskaniu i rozciąga-
niu. Przedstawiony potencjał jest wypukły i różniczkowalny w całej 
swojej dziedzinie, z wyjątkiem szczególnych (granicznych) przypad-
ków doboru parametrów. Jest to pożądana cecha ze względu na 
możliwość przeprowadzenia obliczeń analitycznych dla prostych 
przypadków obciążenia, jak również z uwagi na dogodną implemen-
tację w algorytmach metody elementów skończonych. Zaletą poten-
cjału (10) jest jego względna prostota oraz klarowna interpretacja 
parametrów materiałowych. Przyjęta funkcja pozwala na znalezienie 
zamkniętych formuł opisujących te parametry na bazie klasycznych 
testów doświadczalnych. 
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Extended drucker-prager potential 
for modeling  

soil and concrete 

Abstract 

In the paper a new plastic potential for soil and 

concrete is proposed, which reflects basic features that 

yield surface for the mentioned material exhibits. 

The introduced function is based on smoothed two 

Drucker-Prager cones with modified deviatoric section. 

An influence of eight material parameters on the shape 

of the yield surface is shown. Closed formulas for val-

ues of those parameters are derived. Differentiability of 

the presented potential is discussed and draft of proof 

of convexity of the potential is shown. 
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