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Sławomir STACHURA 

WYZNACZANIE SPRĘŻYSTEGO MOMENTU KRYTYCZNEGO  
NA ZWICHRZENIE BELKI DWUTEOWEJ 

Streszczenie 

Zginana belka może utracić stateczność ogólną lub miejscową środnika bądź pasa ściskanego w zależności od 

rodzaju i sposobu obciążenia, kształtu i cech geometrycznych przekroju poprzecznego, długości, warunków podpar-

cia czy też pośrednich więzów sprężystych.  

Przy ocenie nośności przekroju belki, należy wyznaczyć moment krytyczny zwichrzenia tj. utraty płaskiej postaci 

zginania ze skręceniem względem osi wzdłużnej. Tylko dla przypadku obciążenia stałym momentem gnącym znane 

jest rozwiązanie analityczne w postaci zamkniętej [1]. Inne przebiegi momentów gnących są uwzględniane we wzorze 

analitycznym poprzez współczynnik C1 [4].  

W pracy przedstawiono rozwiązanie analityczne, zamieszczone w normie [4] ENV 1993-1-1: Eurocode 3 do 

wyznaczania momentu krytycznego zwichrzenia oraz metodą elementów skończonych z zastosowaniem elementu bel-

kowego na zwichrzenie i powierzchniowego powłokowego. Dla obciążenia siłą skupioną zamieszczono porównanie 

wyników momentu krytycznego zwichrzenia z obliczeń z wartością wyznaczoną doświadczalnie. Zestawiono również 

wyniki obliczeń z zamieszczonych metod obliczeń. 

W literaturze krajowej znane są opracowania z wynikami badań doświadczalnych, wykonanymi przez m.in. prof. 

J. Żmuda [2].  

WSTĘP 

Przekroje, dla których momenty bezwładności znacznie się róż-

nią zy JJ   oraz mają relatywnie małą sztywność na skręcanie, 

przy obciążeniu w płaszczyźnie większej sztywności giętnej ulegają 
wygięciu względem osi słabszej, jest to utrata płaskiej postaci zgina-
nia, której towarzyszy skręcenie względem osi wzdłużnej, taką defor-
mację nazywamy zwichrzeniem.  

W obliczeniach stanu granicznego elementu zginanego wyzna-
cza się współczynnik LT  redukcyjny dla nośności przekroju na zgi-

nanie, do obliczenia którego potrzebna jest wartość momentu kry-
tycznego zwichrzenia crM . W artykule przedstawiono różne obli-

czeniowe metody wyznaczania momentu krytycznego zwichrzenia 
poprzez normowy wzór, obliczenia programami metody MES i wynik 
uzyskany z doświadczenia. 

Przedstawiono wyniki obliczeń parametrów zwichrzenia ze 
wzoru [4, 8], programów LTBeam [7] oraz Robot [9], dla trzech przy-
padków obciążeń: siła skupiona, obciążenie ciągłe na długości belki 
oraz jednoczesne działanie skupionego i ciągłego obciążenia. 

1. DOŚWIADCZALNE WYZNACZENIE OBCIĄŻENIA 
KRYTYCZNEGO ZWICHRZENIA 

Stanowisko do badań siły krytycznej zwichrzenia przedstawia 
rys.1 [3]. Obciążenie Q  wykonywała maszyna, mierzone były prze-

mieszczenia pionowe na podstawie, których wyznaczony był kąt 
skręcenia   przekroju względem osi wzdłużnej. Następnie, za po-

mocą metody Southwella wyznaczono wartości 
kNQcr 2327,9

                        
kNmLQM crcr 08,52,22327,9
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Rys.1. Stanowisko badawcze zwichrzenia dwuteownika I80 wyko-

nanie stanowiska: dr inż. K. Dziewiecki, mgr inż. Z. Mazur: U 
T-H w Radomiu 

2. WYZNACZENIE MOMENTU ZWICHRZENIA WEDŁUG 
NORMY ENV 1993-1-1. EUROKODE 3. 

Sprężysty moment krytyczny jest obliczany według formuły wy-
prowadzonej z teorii zwichrzenia [4] 
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1C - współczynnik równoważności rozkładu stałego momentu  

        gnącego względem rzeczywistego rozkładu momentu gnącego, 

2C - współczynnik określający wpływ współrzędnej przyłożenia siły 

        skupionej względem środka ścinania, 

gz - odległość między punktem przyłożenia siły a środkiem ścinania, 
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k  i wk  - współczynniki długości efektywnej, dla podparcia wideł-

kowego wartości są jednostkowe. 
Podstawiając do wzoru dane liczbowe dwuteownika zwykłego 

I80, dla obciążenia siłą skupioną Q (rys.1) otrzymamy 
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Siła krytyczna zwichrzenia  
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Natomiast, w przypadku obciążenia ciągłego q, otrzymamy 
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Obciążenie ciągłe krytyczne zwichrzenia  
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Następnie, rozpatrzono równoczesne działanie obciążenia sku-
pionego P i ciągłego q.  

W celu wyznaczenia wartości współczynnika równoważności 

momentów 1C  należy z wykresu momentów gnących wyznaczyć 

wartości iM  i podstawić do wzoru [6] 

 
Rys.2. Wykres momentu gnącego 
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W tym przypadku obciążeniowym, zasadniczym problemem jest 

określenie wartości 2C , w literaturze można zaleźć różne wzory na 

wartość 2C , należy wówczas zwrócić uwagę, że są to opracowania 

na podstawie badać autorów i odnoszą się do zakresu tych badań 
i mogą nie być poprawnymi do ogólnego zastosowania. 

3. NUMERYCZNE WYZNACZANIE MOMENTU  
KRYTYCZNEGO ZWICHRZENIA 

Zastosowano: program LTBeam [7] i program Autodesk Robot 
Structural Analysis [9]. 

3.1. Obliczenia programem LTBeam  

LTBeam jest darmowym programem służącym do wyznaczania 
wartości momentu krytycznego metodą elementów skończonych, 
przy zastosowaniu elementu belkowego o 7 stopniach swobody 
w każdym węźle. Dodatkowy stopień swobody w stosunku do stan-
dardowych (6 st. swobody) modeli belkowych wynika z uwzględnie-
nia deplanacji przekrojów.  

Program umożliwia m.in. uwzględnienie podatności podpór, do-
wolnego rozkładu momentu zginającego, dodatkowych podpór po-
średnich, czy miejsca przyłożenia obciążenia. Wynik uzyskuje się 
rozwiązując zagadnienie uogólnionego problemu własnego związa-
nego z utratą stateczności.  

Z obliczeń programem LTBeam [7] (zalecanego w ENV 1993-1-
1: Eurocode 3) otrzymano wartość momentu krytycznego 

kNmMcr 3775,5        

oraz siły krytycznej 
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Rys.3. Wyniki obliczeń z programu LTBeam 
 

W przypadku obciążenia ciągłego q belki, otrzymamy z LTBeam 
kNmM cr 6442,4        

oraz obciążenie ciągłe o wartości krytycznej 
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Rys.4. Wyniki obliczeń z programu LTBeam 
 

W przypadku obciążenia skupionego P i ciągłego q, otrzymamy 
z LTBeam 
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Rys.5. Wyniki obliczeń z programu LTBeam 
 
Poszczególne momenty krytyczne wynoszą 
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Łączne działające obciążenia, dają wartość momentu krytycznego 
 

kNmMMM q
cr

Q
crcr 9851,46112,23739,2   

3.2. Obliczenia za pomocą programu Autodesk Robot 
Structural Analysis 

Program ten jest zaawansowanym narzędziem służącym do 
analiz statycznych, stateczności, dynamiki i innych, korzystającym 
z metody elementów skończonych. Program dedykowany jest do ob-
liczeń konstrukcji budowlanych, ponieważ posiada moduł obliczeń 
normowych, możliwe jest sprzężenie z innymi programami do wyko-
nania rysunków budowlanych firmy Autodesk. 

Modelując zginaną belkę za pomocą elementów powłokowych 

(rys.6), uzyskano rozwiązanie utraty stateczności ogólnej zwanej zwi-

chrzeniem belki.  

 
 

 
 

 
Rys.6 Modele obliczeniowe belki z obciążeniami 

 

 
Rys.7 Postać zwichrzenia belki 
 
Wyznaczona z programu wartość siły krytycznej dla obciążenia sku-
pionego  

kNQcr 7438,9  

oraz wartość momentu krytycznego  

kNmLQM crcr 359,52,27438,9
4

1

4

1
  

W przypadku obciążenia ciągłego q, otrzymamy  
mkNqcr /7,7442  

oraz wartość momentu krytycznego  

kNmLqM crcr 685,42,27442,7
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W przypadku obciążenia skupionego P i ciągłego q 
)(4,3299)( qQqQ cr   

Poszczególne momenty krytyczne wynoszą 
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Łączne działające obciążenia, dają wartość momentu krytycznego 
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PODSUMOWANIE 

W przedstawionych wynikach widoczna jest bardzo dobra zgod-
ność wartości crM  z obliczeń wzorem normy ENV [4] oraz z progra-

mów metody elementów skończonych Autodesk Robot Structural 
Analysis i LTBeam.  

Wyniki otrzymane z programów numerycznych LTBeam i Robot 
są praktycznie identyczne. Zatem można przeprowadzić takie obli-
czenia zwłaszcza w sytuacjach bardziej złożonego obciążenia, czy 
innych warunków podparcia belki.  

Tab. 1. Zestawienie wyników obliczeń 

 ENV1993-1-1 LTBeam Robot 

][kNQcr  

][kNmM cr  

9,7437 
5,359 

9,7772 
5,3775 

9,7438 
5,359 

]/[ mkNqcr  

][kNmM cr  

7,4165 
4,487 

7,6764 
4,6442 

7,7442 
4,685 

crqQ )(   

][kNmM cr  

 
5,202 

 
4,9851 

 
5,001 

 
Natomiast, niezgodność wyników teoretycznych obliczeń z wy-

nikami doświadczenia, wynosząca około 5%, może być spowodo-
wana: imperfekcjami geometrycznymi belki, sposobem przyłożenia 
obciążenia poprzez łącznik, którego kierunek ukośny wprowadza do-
datkową składową poziomą obciążenia, a ta działa destabilizująco 
powodując pomniejszenie odporności belki na zwichrzenie, a tym sa-
mym zmniejszając wartości crQ i crM . 
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DETERMINATION OF THE LATERAL 
BUCKLING MOMENT OF I-SHAPED BEAM 

Abstract 

An analytic solution that served for formulation of 

the formulas contained in PN-90/B-03200 and PN-EN 

1993-1-1: 2006 standards for determination of the lat-

eral buckling moment is presented in the paper. The val-

ues of that moment were verified by getting a solution 

with use of Finite Element Method and by experimental 

measurements. A laboratory stand for testing lateral 

buckling of I-shaped beam 80 is shown. The results from 

measurements served for determination of the lateral 

buckling moment and the obtained value was compared 

to the results from the formulas and from the FEM pro-

gram calculations. 
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