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Modelowanie gumy za pomocq metody elementow
skonczonych

W artykule przedstawiono sposob modelowania stanu naprezenia i odksztatcenia elementéw wykonanych
z gumy. Do modelowania wykorzystano metode elementoéw skonczonych (MES). Dokonano przegladu
najbardziej znanych modeli fenomenologicznych opisujacych gestos¢ energii odksztatcenia materiatu hi-
perelastycznego. Przedstawiono rodzaje testow eksperymentalnych, ktore muszg zosta¢ wykonane, aby
poprawnie modelowac¢ materiat gumy. Na podstawie otrzymanych wynikow eksperymentalnych dokonano
weryfikacji przyjetych w procesie symulacji modeli materiatéw. Podano przyktad symulacji komputerowej,
ktora wykorzystano w procesie optymalizacji konstrukcji kompensatora gumowo-metalowego.

Stowa kluczowe: guma, metoda elementéw skonczonych, kompensator, hipersprezystosc.

Modelling of the rubber in Finite Element Method

Paper presents the modelling of the strain and stress state of the elements made of rubber. In modelling used
Finite Element Method (FEM). Overview of the most popular phenomenological model of the strain energy
density in hyperelastic material was presented. The test procedure which have to be carry out to define
material model were explained and discussed. Verified and valid the numerical outcome was based on the
experimental results. The useful example of the numerical simulation of the rubber component was shown
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based on design way of the rubber bellow.

Keywords: rubber, finite element method, compensator, hyperelasticity.

1. Wprowadzenie

Obecnie metoda elementéw skonczonych (MES)
stanowi podstawowe narzedzie w rekach inzyniera kon-
struktora badz analityka prowadzacego symulacje stanu
wytezenia konstrukcji mechanicznych. Do przeprowa-
dzenia symulacji z wykorzystaniem (MES) wystarczy
wykona¢ kilka podstawowych krokéw, a mianowicie:
zbudowaé¢ model geometryczny (przy uzyciu technik
CAD), dokona¢ podziatu geometrii na elementy skon-
czone, zdefiniowa¢ model materiatu (z ktérego wykona-
no element), wprowadzi¢ tzw. warunki brzegowe w po-
staci utwierdzenia i obcigzenia analizowanego modelu.
W przypadku cz¢$ci wykonanych z metalu, w zakresie
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odksztalcen czysto sprezystych, do utworzenia modelu
przestrzennego stanu naprezenia (Rys. 1) - jako modelu
materialu - wystarczy wprowadzi¢ dwie wielko$ci: mo-
dut Younga E oraz liczbe Poissona v.

Dla takiego stanu, odksztatcenie w danym kierunku
osi moze zosta¢ obliczone z zalezno$ci:
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Rys. 1. Wieloosiowy stan naprezenia w elemencie odksztalcanym w zakresie sprezystym: a) charakterystyka
naprezenie-odksztalcenie w zakresie czysto sprezystym; b) element poddany tr6josiowemu stanowi odksztat-
cenia/naprezenia [4]

Fig. 1. Multiaxial state of stress in element under linear stretch: a) uniaxial characteristic in linear strain;
b) element subjected to triaxial strain/stress [4]
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€ 'E.:;

Rys. 2. Charakterystyki naprezenie-odksztatcenie typowych materiatéw hipersprezystych: a) charakterystyka
odksztatcenia nieliniowego materiatu hipersprezystego; b) pole powierzchni pod krzywa reprezentujace ilo$¢
energii zgromadzonej w materiale hipersprezystym [4]

Fig. 2. Typical the stress and strain characteristic of the hyperelastic material: a) characteristic of nonlinear
hyperelastic material; b) area under curve determines the among of energy stored in hyperelastic material [4]

Guma w zakresie odksztatcen powyzej 5% jest ma-
teriatem o nieliniowym przebiegu relacji naprezenie-
odksztatcenie (Rys. 2a). Z tego wzgledu zdefiniowanie
takiego materiatu jest bardziej ztozone.

Do zdefiniowania materiatu gumy wykorzystuje
sie modele konstytutywne oparte na tzw. wielomianie
opisujacym gesto$¢ energii odksztalcenia W, zgro-
madzonej w objeto$ci materiatu. Wielko$¢ tej ener-
gii opisuje pole powierzchni pod wykresem krzywej
(Rys. 2b). Relacja naprezenie odksztatcenie jest otrzy-
mywana z zaleznosci (2).
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W ciagu kilkudziesieciu lat powstalo wiele propo-
zycji wielomianu opisujacego gestos$¢ energii odksztat-

cenia gumy [1]. Wiekszo$¢ tych modeli bazuje na tzw.
niezmiennikach odksztatcenia (3) lub wspoétczynnikach
rozciggania (4).

W=(71,72, zgj .

4
W= (k.2 1)
gdzie:

I, = A + 2 + X} - pierwszy niezmiennik odksztalcenia,
1, =42 + ZA - drugi niezmiennik odksztatcenia,
L=2L20 =1 +(A—VV)— trzeci niezmiennik odksztatcenia,
A A Ay wspbtezynniki rozciggania dla trzech kierunkéw
osi kartezjanskiego uktadu wspdtrzednych.

Dla jednego kierunku osi wspétczynnik rozciagania
jest wyrazony jako:
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ly 0
gdzie: [ — poczatkowa dlugos¢ rozciaganej probki,
1, — dlugos¢ probki pod zadanym obcigzeniem.

Fenomenologiczny model energii odksztatcenia hi-
persprezystych materiatéw niescisliwych z reguty przyj-
muje posta¢ wielomianu N-rzedu:

N _ i Y
w=>C, (11+ 3) (12— 3) 6)
i+j

gdzie: Ci]. - stata materiatowa.

Do najbardziej znanych naleza modele: Neo-Ho-
okean, Mooneya-Rivlina czy Arruda-Boyce. Nalezy tez
podkresli¢, ze wybor wlasciwego modelu zalezy przede
wszystkim od zakresu, w ktérym przewiduje sie prze-
prowadzenie symulacji odksztalcenia. W przypadku
niewielkich odksztatcen, tj. do 10%, najlepszym odwzo-
rowaniem wlasciwosci materiatu jest model Neo-Ho-
okean (zaproponowany przez Rivlina):

W= cw(il - 3) )

Przy wiekszych zakresach odksztatcenia (od 10%
do 300%) lepsze przyblizenie zapewnia model zapropo-
nowany przez Mooneya i Rivlina:

W=C10(11—3)+Cm(12—3j ®)

Bardzo duze odksztalcenia, dochodzgce do 700%,
z dobrg doktadno$cig mozna odwzorowaé przy zastoso-
waniu modelu zaproponowanego przez Yeoha:

2 3
W= CIO[II— 3J +Cy (11— 3} +Cy [11— 3] (€)

Ponadto wybo6r wlasciwego modelu zalezy od gatun-
ku i rodzaju kauczuku (Tabela 1).

Tabela 1. Rodzaje gumy i modele dajace ich najlepsze odwzorowa-
nie w symulacji [4]
Table 1. Different types of the rubber and the best material model of
their simulation [4]

Rodzaj kauczuku Symbol Model
Nitrylowy NBR Neo-Hookean
Chloroprenowy CR Arruda—Boyce
Naturalny NBR Yeoha
Etylenowo-propylenowo-dienowy| EPDM | Mooneya—-Rivlina

Sam wyb6r modelu materiatu nie gwarantuje jesz-
cze pelnego sukcesu w doktadnym odwzorowaniu od-
ksztatcenia gumy. Kolejnym niezbednym krokiem jest
wlasciwe zdefiniowanie statych wielomianéw (6-9).
W niektorych Zrodtach [4], mozna znalezé zaleznosc
tych wspolezynnikow od takich wielkosci fizycznych jak

modut Younga czy twardo$¢ Shore’a. Niemniej jednak
najbardziej miarodajna metoda na okreslenie tych sta-
tych jest przeprowadzenie testéw eksperymentalnych,
polegajacych m.in. na jednoosiowym oraz dwuosiowym
rozciaganiu gumowych probek. W przypadku materia-
16w charakteryzujacych sie $cisliwoscig dodatkowym te-
stem jest przeprowadzenie $ciskania hydrostatycznego.

2. Metody badan gumy

Podstawowym testem laboratoryjnym w badaniach
gumy jest proba jednoosiowego rozciagania. Probe te
wykonuje sie zgodnie z obowigzujaca norma [12], ktora
$cisle precyzuje warunki prowadzenia badan i okresla
wymiary probek. Na Rysunku 3 przedstawiono maszyne
wytrzymato$ciowa oraz ksztatt i wymiary probki. W wy-
niku przeprowadzonych badan i obliczen analitycznych
otrzymuje sie krzywa rozciagania jak na Rys. 3c.
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Rys. 3. Préoba jednoosiowego rozciggania gumy: a) ma-
szyna wytrzymato$ciowa Instron model 5967; b) wy-
miary probki wiosetkowej; c) typowa charakterystyka
jednoosiowego rozciggania gumy EPDM i NBR

Fig. 3. Uniaxial test of rubber: a) test rig Instron model
5967; b) sample dimension; c) typical characteristic of
the uniaxial curve of EPDM and NBR rubber
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Préba dwuosiowego rozciggania daje bardziej prak-
tyczny i szerszy obraz zachowania sie gumy pod obcia-
zeniem, zwlaszcza wielokierunkowym. W wigkszosci
przypadkéw, elementy wykonane z gumy, takie jak:
membrany, elastyczne powloki, mieszki ostonowe czy
uszczelnienia, pracuja w wieloosiowym stanie napreze-
nia/odksztatcenia. W przypadku przeprowadzenia te-
stu realizujacego wieloosiowe odksztatcenie pojawia sie
pewna niescisto$¢, poniewaz — jak dotad - nie sprecy-
zowano zadnej normy, ktora okreslataby, w jaki sposob
nalezy prowadzi¢ badania i jaki przyja¢ ksztalt probek.
W zwigzku z powyzszym, w ostatnich latach zapropo-
nowano kilka rozwigzan przeprowadzenia tego testu
[2, 3, 7, 10]. Jedna z metod polega na uzyciu specjal-
nego uchwytu zamontowanego w szczekach maszyny
do jednoosiowego rozciggania. W miare przesuwania sie
szczek maszyny rozciaganie probki przebiega w dwoch
kierunkach (Rys. 4).

Rys. 4. Dwuosiowe rozcigganie gumowej probki [10]
Fig. 4. Biaxial stretch of the rubber

Powstaly takze bardziej zlozone konstrukcje maszyn
do przeprowadzania tego rodzaju badan (Rys. 5).

Rys. 5. Maszyna do dwuosiowego rozciggania gumy [7]
Fig. 5. Test rig used to determination of the biaxial cha-
racteristic of the rubber [7]

Probka w ksztalcie rozety jest chwytana w kilku
punktach na obwodzie. Przesuwajgcy sie w gére beben
maszyny powoduje rozcigganie rozety. Na kazdej ze sta-
lowych linek chwytakéw sa zamocowane czujniki reje-
strujgce site, natomiast pomiaru odksztatcenia mozna
dokonywac réznymi technikami, np. ekstensometryczna
lub optyczna.

Pewnego rodzaju alternatywa préby dwuosiowego
rozciggania jest metoda BIM (Bubble Inflation Method)
[6], zmodyfikowana przez autora niniejszego artykutu
w stosunku do zaproponowanych wczesniej sposobow
jej realizacji. Idea pomiaru polega na tzw. nadmuchi-
waniu ,banki”. Prébka w postaci gumowego krazka
umieszczona migdzy dwoma metalowymi kotnierza-
mi potaczonymi §rubami, tworzy z nimi szczelng ko-
more (Rys. 6). Procedura badan polega na podawaniu
do komory gazu o odpowiednim ci$nieniu (Rys. 6a).
Na skutek wzrostu ci$nienia w komorze gumowy kra-
zek zaczyna sie stopniowo odksztatcaé, tworzgc banke
(Rys. 6b). Dzieki rejestracji obrazu za pomocg kamery,
w dowolnej chwili mozna otrzymaé niezbedne dane,
takie jak promien banki oraz jej wysoko$¢ od bazy po-
miarowej (Rys. 7). Zgodnie z zalozeniem napompowa-
na membrana/barika jest poddana dwuosiowemu na-
prezeniu. Dla takiego zalozenia stuszne jest spetnienie
warunku [6]:

2
8x=8y=—i=—%ln(L]=ln 1+(ﬁj (10)

g, t, a

gdzie: €, €, € - odksztatcenia dla trzech kierunkow
osi kartezjafiskiego uktadu wspotrzednych, t; - po-
czatkowa grubo$¢ probki, ¢ — grubos¢ probki pod ob-
cigzeniem, h — wysoko$¢ banki od podstawy kotnierza,
a - promien otworu w kotnierzu.

Ponadto, korzystajac ze wzoré6w na naprezenie
w cienko$ciennych powtokach, mozna okresli¢ napre-
zenie obwodowe rozciagnietej ,banki” (Rys. 8):

__ _DPR
0,=0,= 21, (11)

Nastepnie z zalezno$ci (10) i (11) wyznacza sie krzy-
wa naprezenia w funkeji odksztalcenia w prébie dwu-
osiowego rozciggania gumowej probki.

Uzupelieniem wsp6lczynnikéw obliczeniowych
réwnania wielomianu mogg by¢ charakterystyki otrzy-
mane z testow realizujacych czyste $cinanie lub $ciska-
nie hydrostatyczne gumy. Wybér wlasciwego testu zalezy
przede wszystkim od przewidywanego stanu obcigzenia,
jakiemu bedzie poddany analizowany element.
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a) Badana membrana b)

Cisnienie z butli Wyjscie do manometru

)
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Rys. 6. Stanowisko do badan dwuosiowego rozciagania gumy metoda BIM: a) model ztacza kotnierzowego; b) widok
napompowanej membrany; c) schemat stanowiska badawczego: 1 —butla z gazem, 2 — zawor regulacyjny, 3 — podzial-
ka milimetrowa, 4 — gumowa proébka, 5 - polaczenie kotnierzowe, 6 — manometr, 7 — kamera, 8 - stolik

Fig. 6. Test rig to biaxial stretch of rubber by means of BIM method: a) flange joint; b) view of inflated diaphragm;
c) scheme of the test rig: 1 - reservoir, 2 - regulating valve, 3 - milimetric scale, 4 — rubber sample, 5 - flange joint;
6 — manometer, 7 — camera, 8 — table

Rys. 7. Rejestracja obrazu pompowanej banki w kolejnych krokach wzrostu ci$nienia
Fig. 7. The picture registration of the inflated bubble on the subsequence increasing of the pressure

Elastomery nr3 lipiec — wrzesien 2016 TOM 20
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a)

Rys. 8. Rozklad naprezenia i odksztatcenia w membranie wskutek wzrostu ci$nienia
Fig. 8. Stress and strain distribution in the diaphragm due to pressure increase

3. Wyznaczanie statych materiafowych

Majac do dyspozycji ré6znego rodzaju charakterysty-
ki mechaniczne gumy, do okreslenia wspétczynnikéw
obliczeniowych korzysta si¢ z tzw. metody dopasowania
krzywej. Metoda ta polega na dopasowaniu krzywej re-
gresji do punktéw uzyskanych z pomiaréw. Procesu tego
mozna dokonywac metodg prob i btedow, wprowadzajac
intuicyjnie warto$ci wspotczynnikéw danego modelu fe-
nomenologicznego lub skorzysta¢ z odpowiedniego na-

rzedzia. Jednym z nich jest darmowe oprogramowanie
Hyperfit [13]. Po wprowadzeniu danych z eksperymentu
i wyborze wlasciwego modelu, program automatycznie
dopasowuje krzywa regresji i wyznacza wspotczynniki
obliczeniowe wielomianu. Mozna takze odwzorowaé
model materiatu z uwzglednieniem efektu ttumienia
tarciem wewnetrznym - petli histerezy (Rys. 9). Niekie-
dy krzywe rozciagania, szczeg6lnie przy bardzo duzym
zakresie odksztalcenia, majg wiele punktéw przegiecia,
dlatego tez, aby uzyska¢ wtasciwe dopasowanie, nalezy
wybra¢ modele wielomianéw o wyzszych rzedach.
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Rys. 9. Okno programu Hyperfit [13]
Fig. 9. Window of the Hyperfit software [13]
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4. Weryfikacja danych eksperymen-
talnych

Po kompletnym sprecyzowaniu danego modelu
materiatu gumy, ostatnim krokiem jest sprawdzenie,
czy dany model oraz wyznaczone stale zostaty do-
brane prawidtowo. Najlepszym potwierdzeniem jest
poréwnanie zachowania si¢ materialu rzeczywiste-

mm
147,89 Max
1H
u 1502
S8591

 EL159
65727

32864
16433
0 Min

Sifa F [daN]

o 20 0 &0 &\ 100
Wydtuzenie AH [mm]

go z przeprowadzong symulacjg. Definiujgc ten sam
poziom obciazenia, mozna poréwnaé, czy odksztat-
cenia mieszcza si¢ w tym samym zakresie. Ogoélnie
przyjmuje sig, ze wyniki uzyskane na drodze symu-
lacji sa prawidtowe, jezeli blad nie przekracza 5%
w stosunku do przeprowadzonego eksperymentu
[8]. Na Rysunku 10 poréwnano symulacje jedno-
osiowego rozciagania préobki wiostowej z wynikami
eksperymentalnymi.

Sita 100 N

130 160

Rys. 10. Por6wnanie wynikéw symulacji jednoosiowego rozciagania gumowej probki z danymi eksperymentalnymi
Fig. 10. The comparison of the numerical result of uniaxial strech of rubber in respect to experimental data

Jak wida¢, przy obciazeniu probki sita 100 N jej
przemieszczenie wyniosto 147,89 mm. Analizujac
charakterystyke rozciagania préobki, mozna stwier-
dzi¢, ze przy tym samym obciazeniu przemiesz-
czenie jest zblizone do rezultatéw otrzymanych
w symulacji.

Na Rysunku 11 przedstawiono poréwnanie wynikow
symulacji rozciggania dwuosiowego z wynikami testu.
Jak wida¢, natozenie profilu odksztatcenia banki uzy-
skanego na drodze symulacji oddaje bardzo dokladnie
symetrie profilu obrazu zarejestrowanego przez kamere
podczas eksperymentu.

Unit: MPa

7,3285 Max
65146
57006
48867
40727
32588
244489
L6309
081699
0,0030524 Min

= |

Rys. 11. Poréwnanie symulacji dwuosiowego rozciagania elastycznej membrany

z wynikami otrzymanymi eksperymentalnie

Fig. 11. The comparison of the numerical results of biaxial stretch of rubber diaphragm

in respect to experimental result
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5. MES w projektowaniu kompen-
satora gumowo-metalowego

Guma jako element konstrukcyjny ma wiele za-
let, takich jak: dobre ttumienie drgan, bardzo dobre
wlasciwosci uszczelniajace, odznacza sie¢ wysokim
poziomem elastyczno$ci, dzigki czemu znajduje za-
stosowanie w roéznego rodzaju ostonach przegubow

czy amortyzatorach itp. Ponizej przedstawiono pro-
ces modelowania stanu naprezenia i odksztatcenia
kompensatora gumowo-metalowego. Kompensator
taki jest elementem instalacji rurociggowej, ktéra
odpowiada za kompensacje przemieszczen rurociggu
wynikajacych z odksztatcen cieplnych. Ponadto redu-
kuje sily osiowe, a takze tlumi drgania. Konstrukcje
typowego kompensatora gumowo-metalowego przed-
stawiono na Rys. 12.

pierscien mocujacy

wew. warstwa gumy

\_|

\ \
kohierze
/stalowe
| - ;
1
|

Zew. warstwa gumy

wzmocnienie
Rys. 12. Schemat budowy kompensatora gumowo-metalowego
Fig. 12. Scheme of the metal-rubber bellow

a) b)

9,00024971 Min

cisnienie 3 bar

Przemieszczenie 20 mm

c) MPa

LASTT Max
L0293
090088

0,77248
064407
0,51567
038727
025886
013046

4 0,0020543 Min

Rys. 13. Symulacja stanu odksztatcenia i naprezenia w kompensatorze gumowo-metalowym: a) warunki brzegowe;
b) naprezenie w membranie wskutek ci$nienia i rozciggania kompensatora; c) naprezenie w membranie wskutek
ci$nienia i przemieszczenia katowego kompensatora

Fig. 13. The numerical simulation of the bellow under different load case: a) boundary condition; b) stress distri-
bution in bellow’s diaphragm due to internal pressure and longitudinal deflection; c) stress distribution in bellow’s
diaphragm due to internal pressure and angular deflection
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Kompensator gumowy jest przeznaczony gtéwnie
do instalacji transportujacych gorgca wode uzytkowa,
o stosunkowo niskim ciénieniu, tj. do 16 bar. Opisa-
ne wyzej techniki symulacji komputerowej, z wykorzy-
staniem zaawansowanych modeli odzwierciedlajacych
wlasciwos$ci gumy, a takze przeprowadzone testy ekspe-
rymentalne pozwolity zaprojektowa¢ kompensator prze-
znaczony do wyzszej klasy ci$nienia, tj. 25 bar. Optyma-
lizacja konstrukeji polegata miedzy innymi na doborze
odpowiedniej grubo$ci warstwy wzmacniajacej gumowa
membrang¢ kompensatora. Oceny poprawnosci kon-
strukeji dokonywano za pomoca symulacji komputero-
wej z wykorzystaniem nieliniowego modelowania meto-
da elementéw skonczonych. Dysponujac pozyskanymi
uprzednio danymi eksperymentalnymi, zdefiniowano
model materiatu gumy oraz cze¢sci sktadowych kompen-
satora, zadano wlasciwe warunki brzegowe w postaci ci-
$nienia wywieranego na wewnetrzng cze$¢ membrany,
zdefiniowano stosowane przemieszczenia (Rys. 13a).
W efekcie obliczen MES otrzymano rozktad naprezenia
obwodowego w warstwie gumy (Rys. 13b i 13c). Oczy-
wiscie w ostatniej fazie prac badawczych prototyp kom-
pensatora powinien zosta¢ przebadany na stanowisku
badawczym, poniewaz kazda symulacja komputerowa
jest pewnym przyblizeniem rzeczywistosci. Takie podej-
$cie w konstruowaniu elementéw wykonanych z gumy
pozwala przede wszystkim ograniczy¢ liczbe prototypow
finalnej konstrukgji.

6. Podsumowanie

Jak wykazano w artykule, modelowanie nielinio-
wych zagadnien w metodzie elementéw skonczonych
ma bardzo obszerne zastosowanie. W wigkszo$ci zespo-
16w mechanicznych guma jest elementem nieodzownym.
Charakteryzuje si¢ bowiem dobrymi wtasciwos$ciami me-
chanicznymi oraz izolacyjnymi, w szczegélnosci thumia-
cymi drgania. Poprawny model jej stanu naprezenia czy
odksztatcenia sprowadza sie do odpowiedniego zdefinio-
wania modelu materiatu. Jako uzupemhienie danych ma-
terialowych jest niezbedne przeprowadzenie testow labo-
ratoryjnych. Czesto wybor odpowiedniego testu decyduje
o poprawnosci uzyskanych rezultatoéw. Nalezy podkresli¢,
ze MES jest metoda przyblizona, obarczona pewnym bte-
dem. Niemniej jednak wyniki uzyskane ta metodg daja
bardzo dobre przyblizenie do rzeczywisto$ci.
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