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Streszczenie

Harmonogramowanie cykliczne rozumiane jako harmonogramowanie powtarzajacych zdarzen,
jak np. zaje¢ lekcyjnych, rozktadéw jazdy, itp. wiaze si¢ z poszukiwaniem odpowiedzi na dwie
klasy pytan: odpowiednio o charakterze dedukcyjnym i abdukcyjnym. Pierwsza grupa probleméw
dotyczy wyboru zasad rozstrzygania konfliktéw zasobowych ekstremalizujacych wielokryterialng
funkcj¢ celu (minimalizacja cyklu, maksymalizacja przepustowosci, itp.) przy zadanych
ograniczeniach narzucanych na struktur¢ systemu, druga z kolei poszukuje struktur, ktdére przy
zadanych regulach rozstrzygania konfliktéw zasobowych gwarantuja zadane ilo$ciowe i
jako$ciowe parametry wielokryterialnej funkcji celu. Przedstawione rozwazania koncentrujg si¢
na drugiej klasie probleméw. Podkreslajac ich diofantyczny charakter wyjasnia kwestie zwigzane
z nierozstrzygalno$cia szeregu probleméw harmonogramowania cyklicznego, w szczegdlno$ci
tych zwigzanych z préba uzyskania oczekiwanych zachowan systemu przy arbitralnie zadanych
ograniczeniach strukturalnych.

1. Wstep

Zagadnienia zwigzane z planowaniem dyzuréw, programdéw zaje¢ szkolnych,
rozkladow jazdy, itp. naleza do najczesciej wystgpujacych w praktyce wielokryterialnych
probleméw szeregowania, tzw. problemdw ,timetabling’u” [7, 8, 9, 15]. W dziedzinach
liczb catkowitych i/lub liczb wymiernych problemy te sprowadzaja si¢ do probleméw
diofantycznych. Nierozstrzygalnos¢ tego typu probleméw wymusza konieczno$¢
wyznaczenia warunkéw  wystarczajacych  istnienia  poszukiwanych rozwigzan
wielokryterialnych.

Celem przyblizenia tej kwestii rozwazmy sytuacj¢ planowania cotygodniowych
zaje¢ dwodch grup studenckich. Studenci tych grup uczgszczaja na te same zajgcia,
prowadzone przez tych samych wyktadowcéw, w réznych salach. Przyjmujac trzy
kryteria oceny zwiazane np. z minimalizacja liczby ,,okienek” poszczegdlnych grup
studenckich, wyktadowcéw oraz obcigzenia sal wyktadowych, poszukiwany jest taki
rozklad zaje¢, ktéry minimalizuje te kryteria; w szczegdlnosci taki w ktérym zajgcia grup
studenckich odbywaja si¢ bez przerw, wyktadowcy prowadzg swoje zajecia bez przerw



oraz obcigzenie sal jest ciagte. Latwo wida¢, ze przy ograniczeniach zwigzanych z liczba
dostepnych sal i wykladowcéw (a takze zakresem kompetencji umozliwiajagcym
wyktadowcom prowadzenie r6znych zaje¢) poszukiwany ,,.bezokienkowy” rozktad zajeé
nie istnieje. Mozna tez pokazaé, ze dopuszczajac pewna elastyczno$¢ okreslajaca
minimalny okres prowadzenia zaj¢¢ (na ogét rozny od zwyczajowego 45 minutowego
modutu) rozwigzanie takie jednak istnieje.

Latwo tez zauwazy¢, ze brak rozwigzan ekstremalizujacych wszystkie kryteria
wynika, w rozwazanym przypadku, z przyjetej ,,ziarnistosci” czasu trwania zajeé oraz
ograniczen narzucanych badz to na godziny rozpoczynania zaje¢, badz tez dostgpnos¢
kadry czy sal wykladowych. W tym kontekscie wydaje si¢ réwniez, ze sformutowanie
problemu odwrotnego, koncentrujagcego si¢ np. na poszukiwaniu odmiennych od
dotychczasowych (tzn. 45 minutowych) czasowych modutéw prowadzenia zaje¢ pozwo-
litoby znalez¢ rozwiazania ekstremalizujace wybrane klasy kryteriéw optymalizacji.

W przedstawionym kontekscie, niniejsza praca podkreslajac diofantyczny
charakter probleméw harmonogramowania cyklicznego wyjasnia kwestie zwigzane
z nierozstrzygalnos$cia szeregu probleméw nalezacych do tej klasy, w szczeg6lnosci tych
zwigzanych z proba uzyskania oczekiwanych zachowan systemu przy arbitralnie zada-
nych ograniczeniach strukturalnych (np. determinujacych dlugo$¢ minimalnego modutu
okreslajacego czas prowadzenia zaj¢c, dostepnos¢ sal, wyktadowcéw i ich kompetencji.

2. Problemy harmonogramowania cyklicznego

Celem ilustracji zagadniefi zwigzanych z problemami ,timetabling’u” (3, 15]
rozwazmy nastgpujacy problem planowania zajgé. Dany jest zbidr zajeé: P={P,,P}
realizowanych w dwdch grupach studenckich E,, E,, E={E,E,}. Znane sg czasy trwania
zaje¢ w poszczegélnych grupach T, = (1,2) (czas trwania zaje¢ P, dla grupy E; wynosi 1
jednostke, a czas trwania zaje¢ P, dwie jednostki), T> = (3,2). Przyjmuje si¢, ze migdzy
zaj¢ciami nie wystgpuja przerwy, a zaje¢cia dla obu grup rozpoczynaja si¢ o tej samej
godzinie. Poszukiwana jest odpowiedz na pytanie: Czy istnieje rozwigzanie (kolejno$¢
realizacji zaje¢) spelniajace narzucone wyzej ograniczenia?

W celu wyznaczenia odpowiedzi rozwazono 4 przypadki (dla
dwuelementowych zbioréw P i E oraz przy zatozeniu braku okienek istniejg tylko 4
alternatywne warianty rozklady zaje): A; = (P,Py), Ay = (Py,P)); A; = (Py,P)),
Ay = (Py,P1); Ap=(P1Py), Ay=(PP)) oraz A; = (Pp,P)); A; = (P1,Py); Zostaly one
zilustrowane na Rys. 11 Rys. 2.

Rys. 1 ilustruje przestrzenie obszaréw zabronionych (uktad wspétrzednych Ej,
E;) oraz diagramy Gantta odpowiadajace mozliwym rozktadom zaje¢ preferujacym
zajecia grupy E, (plan zaje¢ tej grupy nie zawiera okienek). Przyjmujac, ze kazde z zajeé
prowadzone jest przez jednego wykladowce, pierwszy z plandw przedstawiony na Rys.
1b) gwarantuje ciagly przebieg tylko dla wyktadowcy prowadzacego zajecia P, z kolei



drugi z plandw przedstawionych na Rys. 1b) gwarantuje ciagly przebieg zajeé
prowadzonych juz przez obu wyktadowcéw.

Z kolei Rys. 2 ilustruje mozliwe plany zaje¢ preferujace grupe E;. Latwo
zauwazy¢, ze poszukiwane (,bezokienkowe”) rozwigzanie istnieje, jezeli w ukladzie
wspétrzednych E;, E, (przestrzeni obszaréw zabronionych) udaje si¢ poprowadzi¢ prosta
w pod katem 45°(patrz Rys. la) i Rys. 2) tak, aby nie przechodzita przez obszary
zabronione. W zadnym z rozwazanych przypadkéw nie jest to mozliwe - nie istnieje
zatem harmonogram spetniajacy zadane ograniczenia (oczekiwane wartosci kryteriow).
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Legenda:

- obszar zabronionych zaj¢é P, (te same zajgcia nie mogg odbywac sig
\ jednoczes$nie w roznych grupach)

- przedzial czasowy realizacji zaje¢ P; A1~ (P2.P ). A2 = (P2.P)) - permutacje zajeé

Rys. 1. Mozliwe rozktady zaje¢ preferujace grupg E, wraz z odpowiadajacymi im diagramami
Gantt’a.
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Legenda:

- obszar zabronionych zaje¢ P; (te same zajgcia niec moga odbywac si¢
jednoczesnie w roznych grupach)

A;=P2.Py), A;=(P2,P)) - permutacje zajeé

Rys. 2.  Przestrzenie obszaréw zabronionych preferujace grupg E;.

W rozwazanym przypadku nie istnieje wigc rozwigzanie optymalizujgce zajecia obu
grup. Powstaje pytanie czy, w ogéle jest mozliwy przypadek, w ktérym zajgcia w obu
grupach moga odbywac si¢ bez ,,okienek”. A jezeli tak to, jakie warunki wystarczajace
beda to gwarantowaty?

Alternatywne, sygnalizowane we Wstepie podejscie sugeruje pytanie odwrotne
[3]: Przy jakich zalozeniach narzuconych na wielkosci dyskretnych zmiennych
decyzyjnych (np. przy jakich wielokrotno$ciach przyjetego modutu czasu zajeé) mozliwe
jest uzyskanie ,,bezokienkowych” planéw zaje¢? Celem ilustracji tego podejscia
rozwazmy zajecia typu P4, Pp, Pc 1 Pp oraz dwie grupy studenckie E;, i E,
zainteresowane tego typu zajeciami. Wiedzac ile trwaja poszczegdlne zajecia (mogace
taczy¢ w ciagi np. wykltad-Ewiczenia, laboratorium-seminarium, itp.) oraz znajac
dopuszczalny limit dzienny obcigzenia studentéw, wyktadowcow (lub dostgpnosci sal)
K, nalezy wyznaczy¢ ,.bezokienkowe” harmonogramy zaje¢ obu grup.

Przyjmujac, ze w grupie E, odbywajg si¢ zajecia w podanej sekwencji
A, = (Ps, Py, Pc, Pp) trwajace odpowiednio 7, = (1, 2, 3, 1, 3) jednostek czasu,
a w grupie E; zajecia odbywajace si¢ w sekwencji A; = (P¢, P4, Pp, Pr, Pp) trwaja
odpowiednio T; = (1, 2, 3, 1, 3) jednostek czasu fatwo wida¢ (patrz Rys. 3),
ze odpowiednie ,,bezokienkowe” plany zaje¢ istnieja.
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Legenda:

- obszar zabronionych zaje¢ P; (te same zajgcia nie mogg odbywac si¢
jednoczes$nie w réznych grupach)

Ay = Pc, Pa.Pp, Py, Pg) ;A2 = (Pa. Pp. Pc . Pp) - permutacje zajeé
Rys. 3. Rozwiazanie optymalizujace plany zajg¢ obu grup

Z przedstawionego na Rys. 4 diagramu wynika, ze przy obsadzie dwéch wykta-
dowcéw (L; i L,), gdzie jeden z nich prowadzi zajecia Py, Pp i Pp, a drugi prowadzi
zajecia P4, Pc 1 Pr istnieje réwniez plan zapewniajacy cigglta prace wyktadowcéw. Latwo
tez zauwazy€, ze prowadzone zajecia, wymagaja minimum dwéch sal wyktadowych
(wowczas sale zajmowane s3 non-stop), badz tez 5 specjalistycznych (wéwczas sale do
zaje¢ Py, Ppi Pp beda wykorzystywane przez dwie grupy bez przerwy).
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Rys. 4. Diagram Gantt’a planu zaje¢ odpowiadajacy rozwiazaniu z Rys. 3



Innym przykladem obiektéw wiazacych si¢ z potrzeba harmonogramowania
cyklicznego sa systemy wspétbieznie przebiegajacych proceséw cyklicznych [2,4, 10,
12, 16]. Model takiego systemu obejmujacego trzy procesy cykliczne zadane
sekwencjami czynno$ci P, = (CLEF)), P, = (B,,C),D,), P; = (D3A3E;), gdzie:
X; — czynnos$¢ j-tego procesu wykowana na X-tym zasobie, przedstawia Rys. 5 a). Wsrdd
zasobéw systemu A, B, C, D, E, F zasoby C, D, 1 E s3 zasobami wspdtdzielonymi, to
znaczy zasoby wykorzystywane w trybie wzajemnego wykluczania przez konkurujace
w dostepie do nich procesy.
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Rys.5. System proceséw cyklicznych: stan poczatkowy a), diagram Gantt’a cyklicznego
przebiegu ustalonego b)

v

W stanie poczatkowym z Rys. 5 a) system ten znajduje si¢ w stanie (cyklicznym
przebiegu) ustalonym o cyklu 7=5 (przy zalozeniu, ze tci= tg = tr) = ter=tgy = Iy = tp3=
ty3 = tgy =1), co ilustruje Rys. 5 b) . Latwo zauwazy¢, ze istnienie przebiegu cyklicznego
zalezy od stanu poczatkowego (tzn. poczatkowe] alokacji procesow do zasobow,
charakteryzowanej w postaci sekwencji S, = (F,C,A) — Rys. 5), przyjetego kierunku
obiegu proceséw oraz od regut priorytetu (regut okreslajacych pierwszenstwo dostepu
proceséw do zasobéw wspdtdzielonych, np.: dla zasobu D, op = (P,,P;) — regula ta
oznacza, ze do zasobu D pierwszefistwo dostgpu przydzielone jest procesowi P,
nastepnie procesowi P;, potem P, i znowu P, itd.).

Przyktadowo, zmieniajac reguly priorytetu z postaci gwarantujacej przebieg
z Rys. 5 b), tzn. regul: o¢ = (P,P)), 0p = (P2,P3), 0 = (P3,P)), na reguty: o¢ = (P,,P)),
op = (P3,Py), ox=(P,,P;), rozwazany system znajduje si¢ w stanie blokady. Z kolei
w poczatkowej alokacji procesow: S, = (F,B,A) (proces P; rozpoczyna prac¢ na zasobie



F, proces P, na B proces P; na A) otrzymuje si¢ kolejny stan ustalony, tym razem
o okresie T = 6. Przebieg ustalony odpowiadajacy temu przypadkowi ilustruje Rys. 6.

r=g_
I I

F
E
D
C
B
A

=12 "3 '4 5|6|7|891011 12713
- zasob X L o L
|:|- realizacja procesu P, I:l- realizacja P, . - realizacja P
( 1}%) .Zasil“r :gigilséifrl;fe{o)\ianm l:l oczekiwanic procesu P, |:| oczekiwanie P277] - oczekiwanic Ps
Rys. 6. Diagram Gantt’a cyklicznego przebiegu ustalonego o okresie 6.

W ogdlnym przypadku okresy cyklicznych przebiegéw ustalonych (a takze postaci regut
priorytetowania) fatwo uzyska¢ rozwiazujac liniowe réwnanie diofantyczne postaci:
3y +3x =T + z [2, 4]. Przykladowe rozwigzania przedstawia Tabela 1.

Tabela 1. Przykladowe rozwigzania réwnania diofantycznego: 3y + 3x =T +z.

T X y VA
5 1 1 1
6 1 2 3
10 2 2 2

Praktycznymi przykladami obiektéw modelowanych jako systemy wspot-
bieznych proceséw cyklicznych sg systemy organizacji ruchu ulicznego [4] wykorzystu-
jace zasade systemu zsynchronizowanych fal zielonych o strukturach zamknigtych Rys.
7. Przedstawiony przypadek ilustruje mozliwo$¢ rozwiazania organizacji ruchu
miejskiego, w ktérym kazda ulica (w jednym kierunku) posiada zielona falg. Latwo
zauwazy¢, ze w zaleznosci od wyboru struktury systemu lokalnych, zamknigtych fal
zielonych istnieje mozliwos¢ tworzenia zielonych fal taczacych dowolne punkty
infrastruktury miejskiej. Przyktadowo, przejezdzajac z kwartalu A do kwartatu C mozna
skorzysta¢ z odcinkéw zielonej fali, odpowiednio: 1, 2 i 3, jak zaznaczono linig przery-
wang (Rys. 7) . Rozwiazanie takie wydaje si¢ by¢ szczegdlnie wygodne przy organizacji
imprez masowych, roztadowywania porannych i popotudniowych szczytéw
komunikacyjnych.
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Legenda

G - kwartal mieszkalny,
C¢— - kierunek zielonej fali,

______ - trasa przejazdu z punktu 4 do C (wykorzystujac strukture zielonych fal)

Rys. 7. Tlustracja rozwigzania ruchu ulicznego wykorzystujacego zasad¢ systemu zsynchronizo-
wanych fal zielonych o strukturach zamknigtych.

Ciekawa konsekwencja powyzszego przyktadu jest proba odpowiedzi na pytanie; Czy
dowolnym miescie mozna zorganizowa¢ ruch uliczny oparty na sygnalizacji $wietlnej
w sposGb gwarantujacy, ze kazda ulica, w kazdym kierunku bedzie tworzyta zielona fale.
Korzystajac z ilustracji mechanizmu organizacji ,,zielonej fali” przedstawionego na
Rys. 8 a) tatwo widaé, ze odpowiedz na tak postawione pytanie jest pozytywna przy
spetnieniu warunku regularnoéci struktury komunikacyjne;.

b)

Adroga Aczas

Rys. 8. Tlustracja organizacji ruchu opartej na mechanizmie ,,zielonej fali”.



3. Problemy diofantyczne

Réwnanie diofantyczne (od Diofantosa [14, 17]) to réwnanie, ktérego
rozwigzania szuka si¢ w zbiorze liczb catkowitych lub liczb naturalnych. Odpowiedni
problem diofantyczny sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania postaci F(x,y)=0, gdzie
F(x,y) jest wielomianem o wspdtczynnikach catkowitych lub wymiernych. Jego
rozwigzanie sprowadza si¢ do stwierdzenia czy ma ono rozwigzanie wymierne, czy tez
nie ma zadnego rozwigzania. Jezeli ma, nalezy znalez¢ wszystkie jego rozwigzania, tzn.
podac sposéb efektywnego znalezienia jednego z nich, a nastgpnie znalez¢ ogdlne wzory
albo opisa¢ sposdb znalezienia pozostatych.

Przyktadem réwnania diofantycznego jest réwnanie x" + y" = 7". Dla n = 2
klasycznym problem tej klasy jest problem tzw. tréjkatéw pitagorejskich. Poszukiwane
s3 rozwigzania w liczbach naturalnych réwnania: x* + y* = z°. Przykladowe rozwiazania
to nastgpujace trojki pitagorejskie: (3, 4, 5), (5, 12, 13). Rozwigzania niebedace
wielokrotno$ciami innych rozwigzan to tzw. "rozwiazania wlasciwe". Takich trdjkatow
pitagorejskich (o bokach catkowitej dlugosci) jest nieskonczenie wiele. Wszystkie
rozwigzania wlasciwe réwnania Pitagorasa w liczbach naturalnych (x, y, z) mozna
uzyskaé¢ ze wzoréw, ktére znat juz Diofantos: x=k2-lz, y=2kl, z=k2+l2; gdzie k, [ to liczby
naturalne, przy czym k > [. Jesli k i [ sa wzglednie pierwsze uzyskuje si¢ rozwigzania
wlasciwe, nie bedgce wielokrotno$cia innych rozwigzan [17], [18]. Dla n > 2 réwnanie to
nie ma rozwigzan — jest to tres¢ stynnego twierdzenia Fermata.

Innym przykltadem liniowego, réwnania diofantycznego jest réwnanie
nx + my =k, gdzie n, m, k € N, x,y € Z, ktére ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
najwigkszy wspélny dzielnik liczb m i n dzieli k.

Okazuje si¢, ze nie istnieje algorytm, ktéry w kazdym przypadku prowadzitby
do rozwigzania réwnania diofantycznego. Czgsto nie mozna nawet odpowiedzie¢ na
podstawowe pytania: czy dane réwnanie diofantyczne ma cho¢ jedno rozwiazanie?, czy
liczba tych rozwigzan jest skoficzona?, czy jest ich nieskonczenie wiele? W ogélnym
przypadku badajac réwnania diofantyczne poszukiwane sg odpowiedzie¢ na pytania [14,
17]: czy ma ono rozwigzania? jesli tak, to ile ich jest (skoficzenie, czy nieskonczenie
wiele)? czy istnieje algorytm na ich wyznaczanie?

Godel pokazal, ze w kazdym systemie formalnym obejmujacym arytmetyke
musi si¢ znalezé wyrazenie réwnowazne twierdzeniu: "Tego zdania nie mozna
udowodni¢ - patrz analogia do paradoksu Epimenidesa ("to zdanie jest fatszywe")”. Oba
zdania nie maja okreslonej wartosci logicznej. Oznacza to, ze dowolny system logiczny,
w ktérym mozna je sformutowac, nie moze by¢ niesprzeczny.

Przyktadem problemu nie rozstrzygalnego jest m.in. dziesigty problem Hilberta:
czy dane rownanie diofantyczne posiada rozwigzanie w liczbach catkowitych?
W rozwazanym wyzej liniowym réwnaniu diofantycznym rozwiazaniem jest zbidr
wszystkich n-tek liczb spetniajacych rozwazany uktad. Problem niesprzeczno$ci danego



réwnania sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie, czy jest chociaz jedna n-ka liczb
spelniajaca ten uklad. Zadania te majg rézne wiasnosci w zalezno$ci np. od tego, czy
poszukiwane jest rozwigzanie w zbiorze liczb wymiernych, czy tez w zbiorze liczb
catkowitych lub naturalnych. Problem niesprzecznosci diofantycznych réwnan liniowych
(a wigc o rozwigzaniach naturalnych) jest NP-zupelny, a problem niesprzecznosci
réwnan o rozwigzaniach catkowitych jest wielomianowy. Niektére problemy sg silnie
NP-zupetne, inne sa pseudowielomianowe. Maja wiele zastosowan praktycznych, w tym
technicznych i ekonomicznych.

Klasycznym przyktadem problemu rozstrzygalnego jest zbidr liczb pierwszych.
Istnieje, bowiem metoda sprawdzenia czy dana liczba jest pierwsza sprowadzajaca si¢ do
sprawdzenia wszystkich jej potencjalnych dzielnikéw. Alan Turing wykazal, ze tzw.
problemem stopu tzn. sytuacja, w ktérej dla danego algorytmu nalezy stwierdzié, czy
program realizujacy dany algorytm zatrzyma si¢ ($cisle zwigzany z twierdzeniem Godla)
jest problemem nierozstrzygalnym.

Oznacza to, ze nie mozna przewidzie¢, czy dana procedura obliczeniowa
(algorytm) zostanie wykonana w skonczonej liczbie krokéw. Wspomniany problem
stopu moze odnosi¢ si¢ albo do konkretnych danych wejsciowych, albo do wszystkich
mozliwych danych. Jesli program zatrzymuje si¢ dla wszystkich danych to spetnia
wlasno$¢ stopu. Jezeli problem jest rozstrzygalny to wiadomo, ze dla konkretnych
danych wejsciowych jego rozwiazanie istnieje lub nie. W tym kontekscie oznacza to, ze
kwestia rozstrzygalno$ci réwnan diofantycznych pozostaje w ogélnosci problemem
otwartym. Tak byto, np. w przypadku réwnania diofantycznego x" + y" = 7", n > 2.

Zaktadajac, ze liczba zmiennych, ksztatt i stopien réwnania diofantycznego
charakteryzujg struktur¢ systemu, a rozwigzanie réwnania odpowiada spetnieniu
odpowiedniej wlasciwosci funkcjonowania (zachowania) modelowanego tym réwnaniem
systemu, mozna przyja¢, ze réwnania tego typu opisuja zwiazki zachodzace miedzy
strukturg a zachowaniem, modelowanych przy ich pomocy, obiektéw. Uwaga ta wynika
z obserwacji, ze wartosci zmiennych i parametréw wystepujacych w problemach
diofantycznych, sa ograniczone do pewnych podzbioréw liczb naturalnych. Oznacza to,
ze pozadane zachowanie (wartoSci funkcji celu), na ogét tatwiej osiaga si¢ na drodze
syntezy odpowiedniej struktury systemu (gwarantujacej oczekiwane jego funkcjono-
wanie), niz na drodze analizy potencjalnych (z reguty rosnacych wykladniczo)
wariantéw zachowania, wariantéw implikowanych zadang struktura obiektu. Przyktadem
ilustrujgcym te tez¢ jest wspomniany wczesniej problem takiej organizacji ruchu
miejskiego, w ktorej kazda ulica w kazdym kierunku stanowitaby czes¢ zielonej fali.
Bezowocnos¢ tego typu poszukiwan, w arbitralnie zadanej strukturze ulic i arterii ruchu
miejskiego, tatwo wida¢. Pozadane zachowanie mozna, bowiem obserwowaé tylko
w pewnych klasach struktur, np. gwarantujacych te same odleglosci migedzy kolejnymi
skrzyzowaniami w obu prostopadle przecinajacych si¢ kierunkach, typu Manhattan.



4. Modele diofantyczne probleméw harmonogramowania cyklicznego

Jak juz wspomniano, czgsto wystgpujacy w praktyce problem harmonogramo-
wania cyklicznego wiaze si¢ z wyznaczaniem planu zaje¢. Poszukiwane plany
determinuja czas i miejsce prowadzonych zaje¢ — doktadniej méwiac okreslaja to: jaka
grupa, przez kogo prowadzona, w jakiej sali winna odbywa¢ swoje cotygodniowe
zajecia. Latwo widaé, ze problem ten jest problemem wielokryterialnym — wystepuja
trzy, zwykle optymalizowane kryteria ,,bezokienkowej” pracy wyktadowcow, obciazenia
sal oraz obstugi grup studenckich. Celem ilustracji diofantycznego charakteru tej klasy
probleméw rozwazamy nastepujacy przyktad [4]:

Dany jest czteroelementowy zbidr realizowanych zaje¢: P={A,, B;, A, B,}. Zaj¢cia
A; 1 A; naleza do bloku wyktadéw A, zajecia B;, B, do bloku B. Dane s3 dwie grupy
wyktadowe E;, E,. Dla grupy E, przeznaczonych jest 5 jednostek czasu zajgé z grupy A
(tacznie dla zajg¢ A; 1 Ay) 1 4 jednostki z grupy B (tacznie dla zaje¢ B, i B,). Dla grupy E,
przeznaczonych jest 8 jednostek czasu zaje¢ z grupy A i 6 jednostek z grupy B.
Przyjmuje si¢, ze znane s3 czasy trwania zaje¢ dla kazdej z grup. Dla grupy E; czas
trwania zaje€ Ay, t;4; = 2; czas zajeC By, t;p; = 2; czas zaj¢é A,, t140 = 3; czas zajet By,
tp2 = 2; czasy te reprezentowane sg kolejno jako elementy sekwencji T; = (2,2,3,2). Dla
grupy E, czasy trwania zaje¢ reprezentowane s3 analogicznie w postaci sekwencji
T,=(4,2,4,4). Oznacza to, ze [2]:
farttia2=5;
gt =4
hartt a2 =8;
bprttap2 = 0.

Uktad réwnan charakteryzujacy rozwazany problem, obejmujacy miedzy
innymi wymienione powyzej rownania [2], jest typowym ukiadem liniowych réwnan
diofantycznych. Nie wiadomo tez oczywiscie, czy uklad taki posiada rozwigzanie
w dziedzinie liczb catkowitych.

Przyjmujac, ze zajecia A;, B;, prowadzi wyktadowca L;, a zajgcia A,, B,
wyktadowca L,, poszukiwany jest rozklad zaje¢ gwarantujacy ciagtos¢ prowadzonych
zajeé, tzn. brak ,okienek”, tak dla grup studenckich jak i prowadzanych zajgcia.
Komputerowa implementacja tak sformufowanego problemu w jezyku Oz Mozart
prowadzi do komunikatu: brak rozwigzan.

Okazuje si¢, ze wszystkie mozliwe warianty realizacji zaje¢ prowadza do
wystepowania ,,okienek” badz to wsréd grup studenckich, badz tez wyktadowcow.
Przyktad takiej realizacji ilustruje Rys. 9. W przedstawionym przypadku wyktadowca L,
ma przerwe¢ (trwajacg 1 jednostke czasu) migdzy zajgciami A, grupy E; i zajeciami B,
grupy E.



Przerwa w zaje¢ciach wykltadowey L
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Rys. 9. Wykres Gantt’a rozwiazania z ,,okienkiem” dla wyktadowcow

Brak ,,bezokienkowych” rozwigzaf nie oznacza, ze nie mozna rozwaza¢ komple-
mentarnych, odwrotnych probleméw planowania — probleméw zwiazanych z wyznacza-
niem czasOw trwania zaje¢ i ich kolejnosci wykonania gwarantujacych istnienie
»bezokienkowych” planéw zaje¢. Celem ilustracji tej mozliwo$ci rozwazmy problem,
w ktérym nieznane s3 czasy trwania poszczegllnych zaje¢, jednak suma godzin
przypadajaca na blok wyktadowy postaje nie zmieniona:

trartt a2 =5, (5 jednostek dla bloku A grupy E));

t1p1+t; 2 =4, (4 jednostki dla bloku B grupy E));

bartt 4 =8, (8 jednostek dla bloku A grupy E»);

i+t 2 = 6, (6 jednostek dla bloku B grupy E)).
Poszukiwana jest odpowiedz na pytanie: Czy istnieje taki zbiér czaséw trwania
czynnosci T, T, oraz taka ich kolejno$¢ realizacji, ktéra umozliwia ,bezokienkowg”
(zar6wno dla wyktadowcdw jak i dla grup studenckich) realizacje zajgc?

Komputerowa implementacja tak sformutowanego problemu prowadzi do
nastgpujacych czasow trwania zaje¢ E;, Ex: T) = (3,3,2,1), T, = (4,4,4,2), gwarantujaca
»bezokienkowa” realizacje zaje¢. Dla grupy E; sekwencja okre$lajaca kolejno$¢
realizacji zadan tej grupy ma posta¢ (4,, B;, A, B»), z kolei dla grupy E, sekwencja
okreslajaca kolejno$¢ realizacji zadan tej grupy ma postac (A,, By, A;, B;). Otrzymane
rozwigzanie ilustruje Rys 10.
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Rys. 10. Wykres Gantt’a “bezokienkowego” rozwigzania.

Latwo zauwazy¢, Zze uzyskane rozwigzanie T, = (3,3,2,1), T, = (4,44,2)
przedstawia warunki wystarczajagce dla istnienia poszukiwanego rozwigzania
dwukryterialnego problemu harmonogramowania zaje¢ lekcyjnych. Warto tez zwrécié
uwage na relacje wystepujace pomigdzy struktura (liczba grup studenckich, wykla-
dowcéw, kompetencjami wyktadowcédw, modutdéw zajec, itp.), a zachowaniem (oczeki-
waniami ciaglej, ,.bezokienkowej” pracy, obcigzen, zachowaniem indywidualnych
priorytetéw, itp.) rozwazanego systemu. W szczegdlnosci fatwo wida¢, ze nie przy
kazdej strukturze mozna uzyska¢ oczekiwane zachowanie, co znaczy, Ze chcac
zagwarantowaé okreslone zachowanie warto rozwazy¢ problem odwrotny zwigzany
z poszukiwaniem odpowiedniej struktury.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, Ze diofantyczny charakter probleméw
harmonogramowania cyklicznego tlumaczy rdwniez nierozstrzygalno$¢ pewnych,
spotykanych w praktyce, probleméw decyzyjnych, jak np. problemu wyznaczania
okreslonej dlugosci cyklu systemu zlozonego z podsysteméw o arbitralnie zadanej
dtugosci cykli. Uwaga ta wskazuje na fakt, ze rozwigzafn dopuszczalnych (w tym
optymalnych) nalezy poszukiwa¢ w pewnej wektorowej przestrzeni liczb naturalnych.
W praktyce oznacza to konieczno$¢ okreSlenia procedury generujacej elementy tej
przestrzeni. Przykladowy problem mozna sformutowaé w nastgpujacy sposob: dany jest
system wspotbieznych proceséw cyklicznych, znane sg cykle proceséw sktadowych.
Poszukiwany jest stan poczatkowy i zbi6r regut priorytetu gwarantujacy cykliczne
zachowanie systemu o zadanej (minimalnej) dtugosci cyklu.

Rozwigzanie tego problemu sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie: Czy istnieje
rozwigzanie odpowiedniego uktadu réwnan diofantycznych? W ogdlno$ci oznacza to,
konieczno$¢ kazdorazowej weryfikacji sformutowan probleméw harmonogramowania
cyklicznego pod katem ich rozstrzygalnosci.



5. Zakonczenie

Diofantyczny  charakter probleméw harmonogramowania cyklicznego,
w szczegolnosei probleméw ,timetablingu”, uniemozliwia wykorzystanie standardowych
narz¢dzi implementujacych metody programowania matematycznego czy tez metody
implementujace paradygmaty sztucznej inteligencji (typu tabu serach, evolutionary
computation, simulated annealing) [1, 2, 9, 11, 15]. Nierozstrzygalny charakter tych
probleméw i zwigzana z tym niepewno$¢ co do istnienia jakichkolwiek rozwigzan
dopuszczalnych implikuje konieczno$¢ wyznaczania warunkéw wystarczajacych
gwarantujacych istnienie rozwiazan tego typu zdan, warunkéw umozliwiajacych budowe
metod bazujacych na paradygmacie wnioskowania abdukcyjnego. Metod zwigzanych
z syntezg struktur obiektéw spetniajacych oczekiwane zachowanie. Oznacza to
konieczno$¢ poszukiwania warunkéw jakie winna spetniaé struktura systemu aby jego
zachowanie odpowiadato przyjetym oczekiwaniom.

Narzucony konieczno$cig uwzglednienia wyzej wymienionych ograniczen (tzn.
odpowiednich warunkéw wystarczajacych) sposéb reprezentacji problemu decyzyjnego
(przyjmujacy posta¢ swoistej bazy wiedzy) pozwala wykorzysta¢ techniki programo-
wania z ograniczeniami [6, 13] do weryfikacji jego niesprzeczno$¢ w kontekscie
arbitralnie zadanego zbioru pytan rutynowych. Komputerowe implementacje tak
specyfikowanych probleméw (przyjmujacych posta¢ problemdéw spetniania ograniczen
[1, 5]) pozwalaja rozwiazywaé rézne (w tym réwniez i rewersyjne) wielokryterialne
problemy decyzyjne. W szczegdlnosci oznacza to mozliwo§¢ wykorzystania tego typu
reprezentacji przy budowie dedykowanych systemdéw interakcyjnego wspomagania
decyzji, np. tych zwigzanych z planowaniem inwestycji wystepujacych w matych
i $rednich przedsigbiorstwach produkcyjnych.
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