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Stabilnos¢ nieliniowych ukiadow

dynamicznych

Jacek Kabzinski, Przemystaw Mosiotek

eoria stabilno$ci nieliniowych ukladéw dynamicznych

wchodzi w zakres podstawowego kursu teorii sterowania
dla studentéw automatyki i robotyki oraz mechatroniki. Zazwy-
czaj omawia sie podstawowe definicje stabilnosci i twierdzenia
najwazniejsze dla bezposredniej metody Lapunowa, stuzace
do badania stabilno$ci punktéw réwnowagi ukladéw stacjo-
narnych i autonomicznych. Tymczasem w ostatnich dziesie-
cioleciach teoria stabilnosci uktadéw nieliniowych byta ciagle
rozwijana i sukcesywnie pojawialy si¢ twierdzenia rozszerzajace
jej zastosowania. Rozdzialy w tej czesci ksiazki maja charakter
encyklopedycznego przegladu aktualnego stanu wiedzy w tym
zakresie. Podano najpierw definicje precyzujace rézne pojecia
stabilnosci (rozdzial pierwszy), a nastepnie twierdzenia, ktdre
mozna zastosowa¢ przy badaniu stabilnosci uktadéw stacjo-
narnych (rozdziat drugi) i niestacjonarnych (rozdzial trzeci).
Przedstawione pojecia zilustrowano kilkoma przyktadami.
Dowody twierdzen podano jedynie wtedy, gdy ulatwiaja one
zrozumienie istoty zjawisk. Sporo miejsca po$wiecono ograni-
czonoéci i ostatecznej ograniczonosci trajektorii, ktére sa bar-
dzo ,praktycznym” rodzajem stabilno$ci uktadéw nieliniowych.

Nieliniowe uklady dynamiczne, punkty réwnowagi
i stabilnos¢

Pojecie stabilnosci ma kluczowe znaczenie w teorii sterowa-
nia i w praktyce projektowania ukladéw regulacji. W jezyku
potocznym ,,stabilny” jest bez watpienia przymiotnikiem pozy-
tywnym. ,,Stabilne konstrukcje” uwazamy za bezpieczne, lepiej
czujemy sie w towarzystwie oséb ,,stabilnych emocjonalnie”,
cenimy ,stabilne uczucia” Wolimy tez, by systemy ekono-
miczne, biologiczne i spoteczne, w ktorych zyjemy, byly sta-
bilne, czyli zgodnie z definicja Stownika jezyka polskiego ,Yatwo
powracajace do réwnowagi po wczesniejszym jej zaktoceniu”.

O ile mozna si¢ zgodzi¢, ze uklady dynamiczne, ktére s
tworami natury, zwykle charakteryzuja si¢ stabilnoscia i tylko
wyjatkowo przejawiaja zachowania niestabilne, réwnoznaczne
katastrofie, o tyle w przypadku uktadéw skonstruowanych przez
czlowieka utrata stabilnosci jest catkiem mozliwa. Wiadomo, ze
nawet liniowe sprzezenie zwrotne wokoét liniowego i stabilnego
obiektu moze prowadzi¢ do utraty stabilnosci uktadu zamknie-
tego i trzeba specjalnie zadba¢ o to, by taka sytuacja nie wysta-
pila. Stabilnos¢ jest podstawowym wymaganiem stawianym
ukladom sterowania i warunkiem bezpieczenstwa ich pracy.

W odniesieniu do ukladéw dynamicznych stabilno$¢ mozna
definiowac i opisywac¢ na wiele sposobéw. Mozliwe jest definio-
wanie stabilnosci na podstawie relacji wejscie — wyjscie ukladu,
to jest jako cechy polegajacej na tym, ze wyjscie ukladu zacho-
wuje sie ,poprawnie” w okreslonym sensie, jesli tylko wejscie
zachowuje sie ,poprawnie”. W ujeciu przyjetym w tej ksiazce
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stabilno$¢ jest definiowana na podstawie analizy asymptotycz-
nego (czyli dla czasu dazacego do nieskonczonosci) zachowania
trajektorii wektora stanu ukfadu, w relacji do trajektorii obo-
wigzujacych w stanie ustalonym - to jest punktéw réwnowagi
lub cykli granicznych. W tym rozdziale sg zebrane definicje
stabilno$ci rozumianej w rézny sposob.

Przedmiotem rozwazan sa nieliniowe uklady dynamiczne,
ktére moga by¢ opisane skoficzonym ukladem réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych, nazywanym réwnaniem stanu

X = f(t,x,u) (1)

w ktoérym t oznacza czas,

X1
X2
=1 (2)

Xn

jest n-wymiarowym wektorem zmiennych stanu, x pochodna
zmiennych stanu x wzgledem czasu, a

ui
u

ip

p-wymiarowym wektorem sygnaléw wejsciowych (sterowan)
oraz

fit, x,u)
ot x,u)

flt,x,u) = (4)

f,,(t,.x, u)

Jezeli nie wszystkie zmienne stanu sg dostgpne, to przyjmiemy,
ze wyjécie ukladu jest opisane rdwnaniem algebraicznym

y = h(t, x,u) (5)
w ktorym
i
Y2
y=1 (6)
Ym

jest m-wymiarowym wektorem wyjs¢ oraz
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hi(t, x, u)

ho(t, x, u)
h(t, x,u) = )

hon(t, x, 1)

Rozwazane sg uklady dynamiczne, w ktorych funkcja f(t, x, u)
spelnia zalozenia odpowiedniego twierdzenia o istnieniu i jed-
noznaczno$ci rozwigzania rdwnania rézniczkowego (twierdze-
nie D2.2 z dodatku D2), to znaczy, ze przy okreslonym warunku
poczatkowym x(t,) = x, istnieje dokladnie jedno rozwigzanie
x(t) rébwnania (1) okreslone dla t>t,, nazywane trajektorig
ukladu. By podkresli¢ zalezno$¢ rozwigzania réwnania stanu
od warunkéw poczatkowych, bedzie stosowane oznaczenie
x(t; t, %) dla trajektorii spelniajacej warunek x(f,) = x,.

Jezeli w opisie modelowanego ukladu nie wyrdzniono
w jawny sposob sygnatow wejsciowych, to jest

X = f(t,x) ®)

to taki uklad jest nazywany swobodnym. Posta¢ modelu (8) nie
musi oznaczad, ze ukfad jest pozbawiony sterowania. Model (8)
jest odpowiedni w sytuacji, gdy okreslone sterowanie u = u(t)
zostato uwzglednione w zalezno$ci funkeji f od czasu, lub kiedy
sterowanie w postaci sprzezenia od zmiennych stanu u = u(x)
zostalo uwzglednione w zaleznosci funkgeji f od zmiennych
stanu x, lub w bardziej ogélnym przypadku taczacym dwa
poprzednie, to jest gdy okreslono sterowanie u = u(t, x). Jesli
w réwnaniu (8) nie wystepuje jawna zalezno$¢ funkgji f od
czasu, to jest

X =fx) ©)

to uklad jest nazywany stacjonarnym. Parametry ukfadu sta-
cjonarnego pozostaja state w funkcji czasu, a jego zachowanie
nie zalezy od chwili poczatkowej t,.

Definicja 1. Punktem réwnowagi ukladu (8) nazywamy kazdy
stan x,, dla ktérego f(t, x,) = 0 dla kazdego ¢ > .

Stala trajektoria x(f) = x, jest wigc rozwigzaniem réwnania
(8) z warunkiem poczatkowym x(t,) = x,. Gdy uklad jest stacjo-
narny (obowiagzuje model (9)), wéwczas punkty réwnowagi sa
rzeczywistymi pierwiastkami rownania algebraicznego f(x) = 0.
Punkt x = 0 nie musi by¢ punktem réwnowagi ukladu (9). Jezeli
jednak x, # 0 jest punktem réwnowagi uktadu (9), to zamiana
zmiennych okre§lona réwnaniem z = x — x, prowadzi do ukfadu

2= flz+x)=9@) (10)
w ktérym z = 0 jest punktem réwnowagi. Tak wiec zalozenie, ze
punkt réwnowagi znajduje sie w poczatku ukladu wspédtrzed-
nych, nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan, o ile badamy wlasci-
wosci jednego, konkretnego punktu réwnowagi.

Definicja 2. Punkt réwnowagi x, jest nazywany izolowanym
punktem réwnowagi, jesli istnieje jego otoczenie niezawierajace
innych punktéw réwnowagi.

O ile w stacjonarnym ukladzie liniowym istnieje pojedynczy
izolowany punkt réwnowagi (albo kontinuum nieizolowanych
punktéw réwnowagi), o tyle w ukladzie nieliniowym moze
wystepowac wiele izolowanych punktéw réwnowagi.

Oproécz punktéw réwnowagi ukladu nieliniowego mozna
wyrézni¢ okresowe trajektorie opisujace jego zachowanie w sta-
nie ustalonym, czyli dla > eo.

Definicja 3. Jezeli istnieje zmienne w czasie rozwigzanie réw-
nania (8) spelniajace warunek

x(t+T)=x(t) (11)
dla pewnego T > 0 i kazdego t > t,, to nazywamy je cyklem
granicznym.

Trajektoria w przestrzeni stanéw odpowiadajaca cyklowi gra-
nicznemu ma postaé zamknietej krzywej.

Dla uktadéw liniowych ,,stabilno$¢” jest rozumiana jako
wlasciwos¢ calego uktadu polegajaca na zanikaniu sktadowej
przejéciowej odpowiedzi ukltadu. W przypadku uktadéw nie-
liniowych wlasciwo$¢ nazywana stabilnoscig dotyczy poszcze-
golnych trajektorii uktadu, a w szczegélnosci stuzy do opisu
zachowania trajektorii uktadu nieliniowego w otoczeniu punk-
tow rownowagi. Zachowanie to moze by¢ rézne w poszczegodl-
nych punktach réwnowagi tego samego ukladu. Inaczej niz
w przypadku ukladéw liniowych, dla ktérych wszystkie defi-
nicje stabilnosci s réwnowazne, dla ukladéw nieliniowych
mozna sformulowal wiele istotnie rdzniacych sie definicji
stabilnosci.

Definicja 4. Punkt réwnowagi x, uktadu (8) nazywamy stabil-
nym w sensie Lapunowa, jesli dla dowolnych ;> 0, € > 0 istnieje
liczba §, > 0 (zalezna by¢ moze od ¢, €) taka, ze

llxe = Xoll < 66 = llxe — x(2: 20, x0)ll < & (12)
Definicja 5. Punkt réwnowagi x, ukladu (8) nazywamy niesta-
bilnym, jesli nie jest stabilny w sensie definicji 4.

Definicja 6. Punkt réwnowagi x, ukladu (8) nazywamy jed-
nostajnie stabilnym, jezeli §, > 0 w definicji 4 nie zalezy od .

Definicja 7. Punkt réwnowagi x, ukladu (8) nazywamy sta-
bilnym asymptotycznie, jesli jest stabilny w sensie definicji 4,
a ponadto istnieje § > 0 (zalezna by¢ moze od t,) taka, ze

e = xoll <6 = lim [lx, = x5 10,3 =0 (13)

Definicja 8. Punkt réwnowagi x, ukladu (8) nazywamy jed-
nostajnie stabilnym asymptotycznie, jezeli jest jednostajnie
stabilny, a ponadto istnieje § > 0, niezalezna od t, i taka, ze
dla wszystkich ||x. — x| < 8 trajektoria x(¢; t,, x,) zbiega do x,
jednostajnie wzgledem t,, to znaczy dla dowolnego #, > 0, & >0
istnieje t(e) > 0 takie, ze

lxe = xoll < 6 = Visigur(e) l1Xe — x(85 10, X0)| < € (14)
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Punkt réwnowagi jest globalnie jednostajnie asymptotycznie
stabilny, jesli warunki tej definicji sa spelnione dla dowolnych
par liczb (g, 9).

Definicja 9. Punkt réwnowagi x, ukadu (8) nazywamy wyktad-
niczo stabilnym, jezeli istnieje liczba a > 0 taka, ze dla dowol-
nego ¢ > 0 istnieje § > 0 (zalezna by¢ moze od ¢) taka, ze dla
dowolnego t > t,
Yoz 15 20, X0)Il < B (15)
Z definicji 9 1 7 wynika bezposrednio, ze wyktadniczo stabilny
punkt réwnowagi jest asymptotycznie stabilny.

Przyklad 1
Wezmy pod uwage uklad nieliniowy

X1 =x (10xf + X2+ 0,3)

K = —6x1 (10x] + 23 +0,3) - bx (16)

Na rysunku 1 pokazano trajektorie ukladu dla b = 0.

W takim przypadku trajektorie ukladu tworza krzywe
zamkniete — elipsy, ktérych pélosie zalezg od warunkéw poczat-
kowych. Dla dowolnie matego okregu o promieniu ¢ mozna
wybraé okrag o promieniu § taki, ze trajektorie ukiadu (elipsy)
zaczynajace sie w tym okregu nie wyjda poza okrag o promieniu
e. Narysunku 1 linig kreskowg zaznaczono przykladowy okrag
o promieniu ¢, a linig kropka-kreska odpowiadajacy mu okrag
o promieniu 8. Zgodnie z definicjg 7 punkt réwnowagi x; = 0,
X, = 0 jest stabilny w sensie Lapunowa.

Gdy b > 0, wowczas otrzymujemy trajektorie jak na rysunku 2.
Dla dowolnego okregu o promieniu ¢ (linia kreskowa) mozna
wskazaé okrag o promieniu § (linia kropka-kreska) taki, ze
kazda zaczynajaca sie w nim trajektoria nie opusci okregu
o promieniu ¢, a ponadto dazy do punktu réwnowagi x; = 0,
x, =0, gdy ¢ dazy do nieskoriczonosci. Punkt réwnowagi x; = 0,
X, = 0 jest wiec asymptotycznie stabilny.

Definicja 10. Zbior wszystkich takich punktéw x, w przestrzeni
stanéw, dla ktérych lim, ;.. ||x, — x(t; ty, x)|| = 0 dla pewnego
ty = 0 nazywamy zbiorem przyciggania punktu réwnowagi x..

Definicja 11. Jezeli punkt rGwnowagi x, ukladu (8) jest asymp-
totycznie stabilny i jego zbidr przyciggania jest calg przestrzenia
stanow, to punkt réwnowagi nazywamy globalnie asymptotycz-
nie stabilnym.

W przypadku ukladéw stacjonarnych, opisanych réwnaniem
(9), znika zaleznos¢ trajektorii od chwili poczatkowej t,, wiec
stabilny punkt réwnowagi ukladu stacjonarnego jest jednostaj-
nie stabilny, a asymptotycznie stabilny jest jednostajnie asymp-
totycznie stabilny.

Stabilno$¢ w sensie Lapunowa, zgodnie z definicjg 4, jest
doé¢ stabym wymaganiem wobec zachowania uktadu dyna-
micznego — nie pocigga nawet zbiezno$ci trajektorii do punktu
réwnowagi, a tylko ogranicza obszar wokot punktu réwnowagi,
w ktérym trajektoria pozostaje. Zgodnie z tg definicjg mate
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Rys. 1. Graficzna ilustracja definicji 7: linia ciagta - trajektorie uktadu;

kropka-kreska - okrag o promieniu §; kreskowa - okrag o promieniu &

zaburzenie warunku poczatkowego daje malg zmiang rozwig-
zania. Stabilno$¢ asymptotyczna oznacza, ze wokot punktu

réwnowagi istnieje obszar przyciaggania — trajektoria startujaca

w tym obszarze dazy do punktu réwnowagi. Stabilnos¢ asymp-
totyczna nie mowi nic o tym, jak szybko uklad zbiega do punktu

réwnowagi, ani nie oznacza, ze zbiezno$¢ jest ,monotoniczna” -
uklad moze poczatkowo oddali¢ si¢ od punktu réwnowagi, by
ostatecznie do niego powrdci¢. Takie trajektorie pokazano na

rys. 2. Informacja o szybkoéci zbieznosci wynika natomiast
z definicji stabilnosci wykladniczej — decyduje o niej parametr
a we wzorze (15).
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Rys. 2. Graficzna ilustracja definicji 8: linia ciagta - trajektorie ukladuy;
kropka-kreska - okrag o promieniu §; kreskowa - okrag o promieniu ¢;

o - wartosci poczatkowe
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Dla stacjonarnych uktadéw liniowych koniecznym i dosta-
tecznym warunkiem stabilno$ci asymptotycznej jest polozenie
wszystkich wartosci wlasnych macierzy stanu w lewej pélplasz-
czyznie zmiennej zespolone;.

O tym, ze wymaganie stabilnoéci umieszczone w definicji
stabilno$ci asymptotycznej jest konieczne, przekonuje podany
w [Hahn, 1967] przyklad uktadu, w ktérym punkt réwnowagi
ma obszar przyciagania, ale nie jest stabilny.

Przyklad 2
Rozwazmy system nieliniowy drugiego rzedu opisany
réwnaniami

xlz(xz - X1)+ xg

<xf + x%)(l + <x% + x§)2)

x%(xz —2x1)

<xf + x%)(l + <x% + x§)2)

X =

(17)

Xy =

System (17) ma jeden punkt réwnowagi (x,;, x.,) = (0, 0). Na
rysunku 3 pokazano kilka wybranych trajektorii stanu rozwa-
zanego uktadu.

Jak pokazano w [Hahn, 1967], obszarem przyciggania jest
cala plaszczyzna R% Mimo to nie sg spelnione warunki defi-
nicji 4 i punkt réwnowagi nie jest stabilny w sensie Lapunowa.
Zostanie pokazana taka liczba € > 0, dla ktérej nie istnieje §
dajaca prawdziwos¢ implikacji (12) - trajektoria rozpoczyna-
jaca si¢ dowolnie blisko punktu réwnowagi opuszcza jego oto-
czenie o promieniu &.

Wezmy pod uwage domkniety trdjkat T ograniczony przez
dodatnig p6to$ x,, prosta x, = 3x; oraz prosta x, = a < 3= (rys. 4).
Wewnatrz tego tréjkata i na jego krawedziachx, > 0ix; > 0, a
na odcinku OP jest spelniona zaleznos¢

dx, x3(x2 = 2x1) 9

dx; x2(x2 — X1) + x5 - 2+27x3

>3 (18)

Wynika stad, ze jezeli trajektoria uktadu znajdzie sie w tréjka-
cie T, to dalej trajektoria musi przebiegaé tak, ze obie zmienne
stanu rosng, a gdyby trajektoria dotarla do odcinka OP, to
z uwagi na (18) zostataby skierowana do wnetrza trojkata T. Tak
wiec kazda trajektoria z warunkiem poczatkowym wewnatrz
tréjkata OPQ musi przeciagé odcinek QP.

Niech & = a. Rozwazmy trajektori¢ z warunkiem poczatko-
wym x; = 0, x, = § < a. Musi ona przecia¢ odcinek QP, musi wiec
opusci¢ otoczenie punktu réwnowagi o promieniu € = a nieza-
leznie od tego, jak mata jest odleglos¢ § warunku poczatkowego
od punktu (0,0), czyli uklad jest niestabilny. Na rysunku 4 poka-
zano poczatkowy i koncowy fragment trajektorii dla warunku
poczatkowego (0; 10710).

Stabilnoé¢ w sensie Lapunowa i stabilnos¢ asymptotyczna
zakladajg istnienie punktu réwnowagi. W wielu ukladach obec-
no$¢ zmieniajacych sie zakldcen, szuméw pomiarowych itp.
wyklucza istnienie stalego punktu réwnowagi. W takim przy-
padku przydatne sg definicje pozwalajace na ocene globalnego
zachowania trajektorii ukladu.
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Rys. 4. Tréjkat OPQ i trajektorie uktadu (17) (linia ciggla)

Definicja 12. Trajektoria x(t; ty, x,) uktadu (8) jest ograniczona,
jezeli istnieje stala P > 0 taka, ze
Yoz 15 20, X0)Il < B (19)
Stata B w definicji 12 jest zwigzana z wybrang trajektoria.
Wiadciwos¢ okreslong w definicji 12 mozna wzmocni¢ zada-
jac, zeby ta sama stala byta odpowiednia dla wielu trajektorii.

Definicja 13. Trajektorie x(t; ty, x,) uktadu (8) sa jednostajnie
ograniczone, jezeli dla dowolnego, ograniczonego a > 0i#, >0
istnieje stata p > 0 (zalezna od a, ale niezalezna od t,) taka, ze
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[Ixoll < @ = Yz, x5 10, x0)I| < B (20)
Definicja 14. Trajektorie x(t; ty, x,) ukladu (8) sg ostatecznie
jednostajnie ograniczone z ograniczeniem B > 0, jezeli dla
dowolnego, ograniczonego a > 0 i t, 2 0 istnieje T > 0 (zalezne
od a i B) takie, ze
llxoll < @ = Y izpur@.p) IX(E 10, x0)ll < B (21)
Jesli stata a moze by¢ dowolnie duza, to trajektorie uktadu sg
globalnie ostatecznie jednostajnie ograniczone.

Przyklad 3
Wezmy pod uwage uktad nieliniowy (16) dla b > 0, poddany
zewnetrznemu sygnalowi zaktocajacemu d(t) = 0,1 sin(#):

%1 =x (10x] +23 +0.3),

i = ~6x; (1057 + 3 +03) = bx, + 0,1 siny 22

Na rysunku 5 przedstawiono przebiegi normy wektora stanu
uktadu (22).

Uktlad (22) jest stabilny w sensie definicji 14. Na rysunku
5 wida¢, ze czas, po ktéorym norma wektora stanu ukladu
(22) ostatecznie spelnia ograniczenie B, zalezy od warunkéw
poczatkowych.

Definicja 14 okreéla wiec bardzo uzyteczng ceche, polega-
jaca na tym, ze wszystkie trajektorie uktadu trafig po pewnym
skonczonym czasie do tego samego otoczenia punktu zerowego.
Od warunku poczatkowego zalezy ten czas, ale nie promien
B tego otoczenia. Jezeli dodatkowo mozemy zmniejsza¢ B, na
przyktad poprzez parametry projektowe ukladu sterowania, to

reklama

03

02p

[l

0 . . . -
0 5 10 15 20
Czas [s]

Rys. 5. Przebieg normy wektora stanu

ostateczna jednostajna ograniczonos¢ jest w petni wystarczajaca
do praktycznej stabilizacji rzeczywistych uktadéw regulacji.
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