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Streszczenie. W pracy przedstawiono modyfikacje metody relaksacji dynamicznej majaca na celu
umozliwienie rozszerzonej analizy wytezenia stupow zelbetowych po osiagnieciu nosnosci granicznej.
Modyfikacja ta polega na wlaczeniu do rozwigzania metody dlugosci luku, co pozwolilo na zautomatyzo-
wanie doboru kroku obcigzenia i w znaczny sposob zwiekszylo zakres analizy w obszarze pokrytycznym.
W metodzie tej uklad rownan zostal rozszerzony o dodatkowe réwnanie wigzdw, faczace poszukiwany
wektor przemieszczen oraz parametr obcigzenia. Rozwigzanie takiego rozszerzonego ukladu réwnan
uzyskuje sie poprzez $ledzenie $ciezki rozwigzania dla wielu zmiennych, ktéra posiada lokalne punkty
graniczne, przy zalozeniu stalego parametru dlugosci tuku na $ciezce rozwigzania. Zmodyfikowana
metoda pozwala na §ledzenie zjawiska globalnego ostabienia elementu konstrukcyjnego po osiagnieciu
nos$nosci granicznej az do zniszczenia. W celu weryfikacji efektywnosci metody przeprowadzona zostala
analiza poréwnawcza wynikow rozwigzan numerycznych z wezeéniej publikowanymi wynikami badan,
w ktorych przedstawiono zaleznos$¢ przemieszczenie-obcigzenie w przekrojach krytycznych stupow
zelbetowych dla rozwigzania bez uwzglednienia parametru dtugosci tuku.
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1. Wstep

Celem pracy jest rozbudowanie metody obliczeniowej prezentowanej
w pracy [8] w sposdb umozliwiajacy prowadzenie analizy wytezenia $ciskanych ele-
mentoéw zelbetowych w zakresie pokrytycznym. W pracy [8] przedstawiono opis kom-
pletnej metody obliczeniowej pozwalajacej na sledzenie zachowania mimo$rodowo
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$ciskanego elementu pretowego obcigzonego statycznie. W opisie metody uwzglednio-
no modelowanie materialéw konstrukcyjnych oraz modelowanie zachowania elemen-
tu konstrukcyjnego z zastosowaniem réwnan teorii duzych przemieszczen ustroju pre-
towego. Do rozwigzania ukladu réwnan réwnowagi elementu pretowego zastosowano
metode relaksacji dynamicznej. W tej metodzie rozwigzanie zagadnienia statycznego
sprowadza si¢ do analizy procesu pseudodynamicznego z uwzglednieniem ttumie-
nia krytycznego. Rozwiazanie uzyskuje si¢ w procesie iteracyjnym utozsamianym
z rekurencyjnym procesem obliczeniowym w kolejnych krokach pseudoczasu.
Ponadto, w pracy [8] przedstawiono analize poréwnawcza otrzymanych wynikéw
numerycznych z wynikami badan do$wiadczalnych oraz rozwazan teoretycz-
nych zaczerpnietych z literatury. Zaproponowana metoda obliczeniowa okazala
sie efektywna w zakresie sprezystym oraz sprezysto-plastycznym do osiagniecia
nosnosci granicznej wlacznie. Jednakze metoda ta nie pozwolita na sledzenie zja-
wiska globalnego oslabienia elementu konstrukcyjnego, ktére obserwowane jest
w wynikach badan doswiadczalnych. W celu wyeliminowania tej niedoskonatosci
w niniejszej pracy przedstawiono procedure przewidujaca rozbudowe metody
obliczeniowej prezentowanej w pracy [8]. Zalozeniem rozbudowanej metody ana-
lizy jest mozliwos¢ sledzenia zachowania elementéw obcigzonych mimosrodowo
w zakresie pokrytycznym. Umozliwienie szczegétowego opisu zjawiska globalne-
go oslabienia elementu konstrukcyjnego, wystepujacego po osiagnieciu nosnosci
granicznej, jest niezwykle istotne w opisie i prognozowaniu mechanizmu jego
zniszczenia. W tym celu do procedury numerycznej wprowadzony zostal parametr
diugosci tuku na $ciezce rownowagi. Takie podejscie jest okreslane jako metoda
dlugosci tuku. Zostala ona wlaczona do metody relaksacji dynamicznej i pozwala
na jednoczesne wyznaczenie poszukiwanych przemieszczen i parametru obcigze-
nia, poprzez $ledzenie $ciezki rownowagi posiadajacej lokalne punkty graniczne.
Prekursorem tej metody jest Riks, ktory przedstawit jej koncepcje w pracy [6].
Kolejne rozwiniecia i interpretacje metody dlugosci tuku prezentowane sg m.in.
w pracach Ramma [5], Crisfielda [1], Schweizrehofa i Wriggersa [7]. Polaczenie
metody relaksacji dynamicznej i metody diugosci tuku przedstawione zostato
w pracy Pasqualino [2], a jego praktyczne zastosowanie w analizie konstrukcji
prezentowane jest w pracach Remesha i Krishnamoorthy [4], Pasqualino i Estefen
[3]. Rozwigzania te nie dotyczg jednak analizy elementéw Zelbetowych w zakresie
niesprezystym. Szczegolnie nie sg znane rozwigzania dotyczace stupow zelbetowych
w zakresie odksztalcenia do zniszczenia wlacznie.

2. Istota metody rozwigzania rownan rownowagi

W pracy [8] zaprezentowano metode analizy stupow zelbetowych, w ktérej uktad
réwnan opisujacy problem dynamicznego zachowania niesprezystego elementu
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zelbetowego rozwigzano przy zastosowaniu ttumienia krytycznego ¢ = max(c; k),
co umozliwia w przejsciu granicznym opis zagadnienia statycznego. Taka metoda
rozwigzania okreslona zostata jako metoda relaksacji dynamiczne;j.

W celu zwigkszenia efektywnos$ci rozwigzania w zakresie analizy pokrytycznej,
w rozwigzaniu uktadu nieliniowych réwnan réwnowagi dynamicznej (10a) zawar-
tych w pracy [8] uwzgledniona zostala metoda $ledzenia $ciezki rozwigzania dla
wielu zmiennych [9, 10].

Uktad réwnan (10a) wg pracy [8] mozna przedstawi¢ w postaci wektorowej:

G(q,0)=Aq" —Aq; —M"Aq} =0, (1)

gdzie: G(q,A) — wektorowa funkcja ukladu réwnan;
Aq" = (Aul.” ,Aw! )T — wektor poszukiwanych przyrostéw przemieszczen;
a.P (s.
A l;’ — 1 x( l)
a,P.(s;)
catkowitego obcigzenia;
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— wektor skladowych przyrostow przemieszczen dla parametru
obcigzenia A"~ — z poprzedniego kroku czasowego;
A" — parametr obcigzenia w aktualnym kroku czasowym.

Ogolna idea metody polega na wlaczeniu do analizy réwnan ruchu (1) do-
datkowego rownania wiezow laczacego parametr obcigzenia i wektor przyrostow
przemieszczenia z przyrostem dtugosci tuku na $ciezce rozwigzania.

Réwnanie wigzéw przyjeto w nastepujacej postaci [1, 10]:

f(q,4) =Aq, Aq,, + AL, —AI* =0, )

gdzie: Al — przyrost (parametr) dlugosci tuku na sciezce rozwigzania;
q=(u,w) — wektor poszukiwanych przemieszczen;
AA,, = A" — A, — przyrost aktualnego parametru obciazenia A" oraz
Aq,, =q" —q,, — przyrost aktualnego wektora niewiadomych
przemieszczen q" wzgledem ostatnich zbieznych wartoéci parametru
obciazenia 4,, oraz wektora przemieszczen q,, uzyskanych z zalozong
doktadnoscia w poprzednim kroku obcigzenia m.
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3. Ideowy algorytm rozwiazania rozszerzonego ukladu réwnan

Zaproponowano wyznaczenie parametru obcigzenia A" przez bezposrednie
rozwigzanie réwnania wiezéw (2). Sposob ten wymaga badania znaku wyréznika
g(q)=Al’ = Aq’ Aq,, oraz okreslenia rozwigzan:

A, =2, 2JA? —=Aq) Aq,, jezelig(q) >0,
Al =2, t\AqlAq, — Al” jezelig(q) <0,

a nastepnie dokonania wyboru rozwigzania wedtug kryterium najmniejszej ,,odleglo-
$ci” wzgledem rozwigzania uzyskanego w kroku obcigzenia m - 1, czyli najmniejszego
kata (lub najwigkszego kosinusa tego kata) pomiedzy rozwigzaniem w aktualnym
kroku obcigzenia m a rozwigzaniem w poprzednim kroku obcigzenia m - 1:

Aqm,lAqul Aqm,ZAqul
> ,arccos > .
/ Al

(3)

¥ =min(?,,3,) = min(arccos

Z analizy warunkow rozwigzania réwnania wi¢zow (2) wynika, ze kryterium
to spelnia rozwigzanie zapisane w postaci:

A" =1, + sign(A* - AqTAq, W abs(AI — Aq"Aq,,). (4)

Réwnanie wiezéw (2) wraz z uktadem réwnan ruchu (1) tworzg rozszerzony
uklad réwnan, ktéry jest rozwigzywany iteracyjnie w kazdej chwili czasu ¢, = nAt.

Rozszerzony uklad réwnan umozliwia wyznaczenie nie tylko poszukiwanego
wektora przemieszczen q, lecz takze parametru obcigzenia A na nieliniowej $ciezce
réwnowagi zawierajacej lokalne punkty graniczne.

Rozwiazanie rozszerzonego uktadu réwnan jest dwuetapowe i polega na wy-
znaczeniu: (I — etap predykcji) parametru obcigzenia w zaleznosci od wartosci
przemieszczen z poprzedniego kroku iteracyjnego na podstawie rownania wigzéw
(2); (I — etap korekeji) nowych wartosci przemieszczen w nastepnym kroku ite-
racyjnym z ukladu réwnan ruchu (1).

Schemat iteracyjnego rozwigzania rozszerzonego uktadu réwnan (1) oraz réw-
nania wiezéw (2) flq, ) = 0 przedstawiono na rysunku 1.

Rozwiazanie uzyskuje sie po (n)-tej iteracji utozsamianej z krokiem czasowym
t, = nAt:

ln :in_l +Mn, qn :qn—l +Aqn. (5)
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Rys. 1. Schemat iteracyjnego rozwigzania rozszerzonego uktadu réwnan

Proces iteracyjnego poprawiania wyniku konczy si¢ w chwili osiggniecia zadane;j
doktadnosci & ; rozwigzania:

|Ga@".2

<égg.

(6)

Na podstawie doswiadczen numerycznych ustalono, Ze mozliwe jest przyjecie
dokladnosci rozwigzania w zakresie ¢, € (O, 17,0,17°).

W chwili osiagniecia zbieznego rozwigzania ustala si¢ parametr obcigzenia oraz
wektor przemieszczen dla nastgpnego kroku obciazenia 4,,, =4", q,,,, =q".

4. Analiza wynikéw badan numerycznych slupéw zelbetowych

Metoda relaksacji dynamicznej (MRD) prezentowana w pracy [8] pozwala
na $ledzenie wytezenia stupow zelbetowych od stanéw sprezystych, przez stany
sprezysto-plastyczne, po pelne uplastycznienie i ograniczone ostabienie przekroju.
Wilaczenie do analizy metody dtugosci tuku (MRD + DL) umozliwia dodatkowo ob-
serwacje zachowania elementu konstrukcyjnego w zakresie pokrytycznym, w ktorym
wystepuje zaawansowany proces ostabienia prowadzacy do zniszczenia elementu
konstrukcyjnego. W celu weryfikacji efektywnosci metody relaksacji dynamicznej



220 A. Szczesniak, A. Stolarski

z uwzglednieniem parametru dtugosci tuku (MRD + DL) na podstawie opracowane;
procedury numerycznej przygotowano program komputerowy zapisany w jezyku
programowania Fortran. Nastepnie przeprowadzone zostaly badania numeryczne
stupow zelbetowych mimosrodowo $ciskanych, ktorych wyniki poréwnano z wyni-
kami badan numerycznych przeprowadzonych przy zastosowaniu metody relaksacji
dynamicznej (MRD) i prezentowanymi w pracy [8]. Badania przeprowadzone zostaly
dla stupéw analizowanych w pracy [8], ktore oznaczone zostaly numerem serii I.
W badaniu uwzgledniono obcigzenie zewnetrzne w postaci sity podtuznej dzialajacej
na mimosrodzie e, przylozonej na obu brzegach stupa. Badania przeprowadzone
zostaly dla trzech warto$ci mimosrodu, ktére zostaly oznaczone literami A, B, C
iwynosza e= {eA; €y; € }= {15; 50; 65}mm.

Badaniom poddane zostaly stupy o dlugosci 168 cm, wymiarach przekroju
poprzecznego 17,5 cm x 17,5 cm, zbrojone symetrycznie trzema pretami stalowymi
o $rednicy ¢ = 12 mm. Do badania przyjeto nastepujace wlasnosci wytrzymatosciowe
betonu i stali: fy =430,0 MPa — granica plastycznosci stali, E; = 200,0 GPa — modut
odksztalcenia stali, €, = 0,15 — odksztalcenie graniczne stali, f, = 44,78 MPa —
wytrzymalos¢ betonu na $ciskanie, E, = 32,18 GPa — modut odksztalcenia betonu,
& = 0,002, &, = 0,00665 — odksztalcenia graniczne betonu oraz s, = 2500 kg/m?
— masa wlasciwa zelbetu.

W celu zobrazowania wplywu uwzglednienia parametru dlugosci tuku na
otrzymane wyniki poréwnano wykresy obcigzenie-przemieszczenie poprzeczne
w przekroju zlokalizowanym w $rodku dtugosci stupa IA, IB i IC, uzyskane podczas
analizy z zastosowaniem MRD w pracy [8] oraz MRD + DL (rys. 2).

Wyniki badan przeprowadzonych na podstawie MRD i prezentowane
w pracy [8] zaznaczone zostaty liniami przerywanymi. Linig czerwong oznaczono
wyniki uzyskane podczas analizy stupa IA, linig fioletowg wyniki uzyskane dla
stupa IB, natomiast linig granatowg — wyniki analizy stupa IC. Wyniki analizy
przeprowadzonej z zastosowaniem MRD + DL oznaczono linig ciagly. Kolorem
niebieskim oznaczone zostaly wyniki otrzymane dla stupa IA, zielonym — IB,
a pomaranczowym — IC. W kazdym z rozpatrywanych trzech przypadkéw mi-
mosrodu obcigzenia stupa przebieg wykresu w zakresie sprezysto-plastycznym jest
identyczny dla obu metod. Réznice wynikéw dotycza przede wszystkim opisu fazy
podkrytycznego zachowania stupa. W przypadku wynikéw uzyskanych dla stupa IA
MRD wskazuje na gwaltowne przyrosty przemieszczen wystepujace po osiagnigciu
granicznej wartosci obcigzenia. W MRD nieograniczony wzrost przemieszczen
przy stalej wartosci obcigzenia interpretowany jest jako symptom zniszczenia.
MRD + DL pozwala natomiast na przesledzenie $ciezki globalnego ostabienia ele-
mentu, ktdéra charakteryzuje sie stopniowa redukcjg obcigzenia przy narastajacych
przemieszczeniach. Analiza stupa IB z zastosowaniem MRD pozwolila na opis
procesu wytezenia elementu konstrukcyjnego do chwili osiggnigcia granicznej
warto$ci obcigzenia. Dopiero zastosowanie MRD + DL umozliwito opis zachowania



Metoda relaksacji dynamicznej z parametrem dtugosci tuku w analizie stupow Zelbetowych 221
1 400,0
1287 1287
________________
12000
z
=
~ 10000 -
-8
5 800.0 797.1
3 6601
o 600,0 - 661.4
S -~
; 400,0 ”/
2 2000 1 L
0,0 ¥ ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ ‘ .
0,0 02 0,4 0.6 0.8 ) 12 1.4 1.6 1.8 2.0 22
——MRD+DL - [A
Przemieszczenie poprzeczne [cm)| T 1A
pop ——MRD+DE - 1B
----MRD -1B
MRD+DE - IC
-===MRD -IC

Rys. 2. Poréwnanie wynikéw analizy numerycznej dla stupa IA, IB i IC z zastosowaniem MRD [8]
oraz MRD + DL

elementéw w zakresie pokrytycznym. Podobnie sytuacja wyglada w przypadku
stupa IC, dla ktérego przy pomocy MRD mozliwe bylo przesledzenie zachowania
elementu w kolejnych krokach obcigzenia, tylko do momentu osiagniecia granicznej
wartosci obcigzenia. Opis wytezenia stupa w zakresie pokrytycznym mozliwy byt
po wlaczeniu do analizy metody dtugosci tuku.

W tabeli 1 poréwnane zostaly wyniki otrzymane na podstawie analizy stupow
z zastosowaniem MRD i MRD + DL w zakresie no$nosci granicznej i towarzyszacego
jej osiagniecia przemieszczenia poprzecznego w przekroju srodkowym.

TABELA 1
Zestawienie no$nosci granicznej oraz przemieszczenia stupoéw IA, IB i IC na podstawie analizy
MRD [8] oraz MRD + DL

Metoda Noséno$¢ graniczna Py [kN] Przerrnle,sz.c zemie odp9w1ada) ace
analizy no$nosci granicznej w, [cm]
PMRD+DL WMRD+DL
Mrp | MRD S | omrp | MRD | B
Stup + DL F, + DL A
1A 1287,0 1287,0 100,0 0,83 0,40 48,2
1B 797,1 797,1 100,0 0,75 0,74 98,6
IC 661,4 660,1 99,8 0,88 0,86 97,7
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Analiza poréwnawcza wynikéw otrzymanych przy pomocy obu metod wskazuje
na zgodnos¢ wartosci nosnosci granicznej w rozpatrywanych przypadkach na pozio-
mie ponad 99%. W zakresie przemieszczen dla stupéw IB i IC wzajemna zgodnos¢
wynikéw uzyskanych w obu metodach wynosi ponad 97%. Rozbieznos¢ wynikéw po-
jawia sie w przypadku stupa IA, dla ktérego uzyskany zostal najbardziej zaawansowa-
ny zakres analizy przy zastosowaniu MRD. Przyczyng zaistnialej sytuacji jest problem
z ustaleniem wartosci przemieszczenia towarzyszacego osiggnieciu nosno-
$ci granicznej w analizie prowadzonej przy pomocy MRD. Przy granicz-
nej warto$ci obcigzenia obserwowane sa gwaltowne przyrosty przemieszczen
w kolejnych krokach obliczeniowych interpretowane jako symptom zniszczenia.
Inaczej sytuacja wyglada w przypadku analizy przeprowadzonej z zastosowaniem
MRD + DL. Wéwczas za nosnos¢ graniczng uwazana jest maksymalna wartos¢
obcigzenia, ktdrg jest w stanie przenies¢ element konstrukcyjny, w zwiazku z czym
w sposob jednoznaczny mozna okresli¢ warto$¢ przemieszczenia towarzyszacego
jej osiagnieciu. Wlaczenie do analizy metody dtugosci tuku pozwala na §ledzenie
procesu globalnego ostabienia elementu konstrukcyjnego po osiagnigciu no$nosci
granicznej. W zakresie pokrytycznym zauwazalny jest postepujacy spadek no$nosci,
ktéremu towarzyszy przyrost przemieszczenia. Zjawisko to obserwowane jest do
chwili wyczerpania nosnosci i zniszczenia elementu. W konsekwencji mozliwe jest
ustalenie mechanizmu zniszczenia elementu konstrukcyjnego.

5. Zakonczenie

W pracy przedstawiono rozbudowe metody $ledzenia zachowania $ciskanych
elementow Zzelbetowych poddanych dziataniu krétkotrwatych obcigzen statycznych
[8], prowadzaca do zwiekszenia zakresu analizy.

W pracy [8] zaprezentowano metode analizy uktadu konstrukcyjnego opracowa-
ng na podstawie zalozen metody réznic skonczonych. Rozwazano proces dynamiczny,
ktéry po wprowadzeniu tlumienia krytycznego pozwolil na opis zagadnienia sta-
tycznego. Taka procedura zastosowana do rozwigzania ukladu nieliniowych réwnan
réwnowagi jest okreslana jako metoda relaksacji dynamicznej (MRD). Pozwolila
ona na wstepne oszacowanie nosnosci sciskanych elementéw konstrukcyjnych bez
mozliwosci §ledzenia ich zachowania w zakresie pokrytycznym.

W celu umozliwienia analizy w zakresie pokrytycznym w pracy zaproponowano
rozbudowe metody relaksacji dynamicznej poprzez wlaczenie do ukladu réwnan
réwnowagi dodatkowego réwnania wi¢zéw, zgodnie z zatozeniami metody dlugosci
tuku (MRD + DL).

Metoda analizy wytezenia konstrukcji byla podstawa opracowania wlasnych
procedur numerycznych i programéw obliczeniowych, ktére pozwolily na prze-
prowadzenie badan numerycznych mimosrodowo $ciskanych stupow zelbetowych.
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Analiza poréwnawcza otrzymanych wynikéw badan numerycznych dla MRD + DL
z wynikami badan numerycznych dla MRD prezentowanymi w pracy [8] wskazala
na efektywno$¢ MRD + DL w analizie pelnego cyklu wytezenia stupéw zelbeto-
wych oraz jej przydatnos¢ w prognozowaniu przebiegu mechanizmu zniszczenia
mimosrodowo $ciskanych elementéw zelbetowych.

Praca powstata w wyniku zadan badawczych zrealizowanych w ramach pracy badawczej statutowej
nr 855, przeprowadzanej w Wydziale Inzynierii Ladowej i Geodezji Wojskowej Akademii Technicznej
im. Jarostawa Dabrowskiego.

Artykut wplyngt do redakcji 7.05.2015 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano 10.06.2015 r.
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A. SZCZESNIAK, A. STOLARSKI

Dynamic relaxation method with arc-length parameter for analysis
of reinforced concrete columns

Abstract. The paper presents the modification of the dynamic relaxation method in order to increase
its effectiveness in the range of the post-critical analysis. For this purpose, the arc-length parameter
on the equilibrium path was introduced into the computational procedure. The additional constraints
equation that combines increment of load parameter and the vector of displacement increments with
the arc-length increment on the solution path was incorporated to analysis of the equations of motion.
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Solution of nonlinear equilibrium equations is obtained recursively in subsequent pseudo-time instants.
The proposed method allows for tracking the global softening phenomenon of the structural element
in the post-critical range, which leads to failure. We ran numerical experiments for the reinforced
concrete eccentrically loaded column. Our comparative analysis with previously published numerical
results demonstrated that the proposed computational method is effective.

Keywords: reinforced concrete columns, dynamic relaxation method, arc-length method, load-
carrying capacity
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