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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XL (2004)

RAFAL LAaTALA (Warszawa)

Miedzy Poincarém a Sobolewem

1. Wstep. Nieréwnosci Poincarégo i logarytmiczne Sobolewa sy waz-
nymi i intensywnie rozwijanymi w ostatnich latach narzedziami w teorii
koncentracji miary, teorii ergodycznej, réownaniach rézniczkowych i ich za-
stosowaniach (zob. np. (1, 3, 10, 11, 16, 17]). Zacznijmy od przypomnienia
odpowiednich definicji.

Moéwimy, ze miara probabilistyczna p na R™ spelnia nierdwnosé Poin-
carégo ze staly C, jedli dla dowolnej funkcji gladkiej f:R™ — R takiej, ze
Jgn f2dp < 0o zachodzi

2
1) Var(f) = [ fdu - (mf fdu) <c[1vipdp.
Rﬂ. n Rn

Powyzej i w dalszej czgéci |z| oznacza euklidesowg norme wektora z z
R™.

Podobnie méwimy, ze miara probabilistyczna u na R™ spelnia nierdw-
nos¢ logarytmiczng Sobolewa ze stalg C, jesli dla dowolnej funkcji gladkiej
f:R™ — R takiej, ze fp. f2In* f2du < 0o zachodzi

@ Ent(f3):= [ 20 s2du— [ Papin( [ fPdw) < © [19fPdu
# R™ R™ n R™

Nieréwnosci Poincarégo i logarytmiczne Sobolewa posiadaja szereg in-
teresujacych wilasnodci, jednak szczegdlnie dwie z nich sprawiaja, ze sg one
tak uzyteczne w zastosowaniach. Sa to wlasnosci tensoryzacji i koncentracji.

Wilasno$é tensoryzacji polega na tym, ze je$li dwie miary probabili-
styczne p; na R™, i = 1,2, spelniajg nieréwnosé (1) badz (2) ze stalymi
C;, to réwniez miara produktowa p; ® po spelnia odpowiednia nieréwnoéé
ze staly C = max(Cy, C2). W szczegdlnosci, jesli nieréwnosé (1) badz (2) za-
chodzi dla miary p, to zachodzi z ta sama stalg dla miary produktowej u®™.

Wilasnoéé koncentracji ma nieco inny charakter dla kazdej z powyzszych
nieréwnosci. Nieréwnos$é Poincarégo (1) implikuje koncentracje wykladni-
czg funkcji lipschitzowskich. Dokladniej, dla dowolnej funkcji h:R* — R
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L-lipschitzowskiej (tzn. takiej, ze |h(z) — h(y)| < L|z — y| dla wszystkich
z,y) zachodzi

3) Vis1 pfh— [hdp > tLvVC} < exp(~t/3).
Rn

Poniewaz funkcja —h jest réwniez L-lipschitzowska, wigc do niej réwniez mo-
zemy stosowaé (3) i po dodaniu odpowiednich nieréwnosci stronami otrzy-
mamy

Vesr p{lh— [hdp| > tLVC} < 2exp(-t/3).
Rn

Natomiast z nieréwnosci logarytmicznej Sobolewa (2) wynika koncentra-
cja funkcji lipschitzowskich typu gaussowskiego, tzn.

(4) Veso w{h - f hdp > tLVC} < exp(—t?)
Rn
dla dowolnej funkcji L-lipschitzowskiej h: R® — R.

Nieréwnosci koncentracyjne (3) i (4) staly si¢ podstawa, przezywajacej
w ostatnich kilkunastu latach burzliwy rozwdj, teorii koncentracji miary i
znalazly liczne zastosowania w rachunku prawdopodobiefistwa, statystyce,
geometrii wypuklej, analizie funkcjonalnej i mechanice statystycznej. Dosko-
nate wprowadzenie do tej tematyki wraz ze szczegbélows bibliografia mozna
znalez¢ w monografli Ledoux [14].

W kolejnych paragrafach zastanowimy sie, jak daleko mozna uogdélnié
nier6wnosci (1) i (2), by nie straci¢ oméwionych powyzej wlasnosci. W szcze-
go6lnoéci odpowiemy na pytanie, jakiego typu nieréwnosci implikuja koncen-
tracje funkcji lipschitzowskich z ogonem typu exp(—t") dlal < r < 2.

2. Tensoryzacja. Tensoryzowalno§¢ nieréwnosci (1) i (2) jest konse-
kwencja nastepujacego faktu.

FAKT 1. Dla dowolnych przestrzeni probabilistycznych (Q, uk), k = 1,2,
..,n, oraz dowolnej nieujemnej zmiennej losowej Z na (g X ... X Qy, p),
p=p Q... Uy, spelnione sg nierdwnosci

Var(2) < |

ﬁﬂ( ) < ZEu Yg(z)
k=1

oraz

Ent(2) SZ w Ent(2).
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Przyjeliémy tutaj nastepujace naturalne oznaczenia dla nieujemnych
zmiennych losowych X na przestrzeni probabilistycznej (2, v):

E, X := fXdu,

Var(X) := E, X? — (E, X)?
oraz

Ent(X) :=E, X In X — E, X In(E, X).

Warto réwniez zauwazyé, ze zaréwno Var,, (Z) jak i Ent,, (Z) mozna
traktowac jako zmienne losowe na 2; X ... x §1,, ktére nie zaleza od k-tej
wspOlrzedne;.

Poniewaz zmienne Var,(Z) i Ent,(Z) sa postaci E,o(Z) — ¢(E, Z) dla
odpowiednio dobranej funkcji ¢, wiec narzuca si¢ nastepujace pytanie o
mozliwo$é uogélnienia Faktu 1.

PyYTANIE. Jakie warunki musi spelniaé¢ funkcja ¢: [0,00) — R, zeby dla
dowolnych przestrzeni probabilistycznych (Q, ux), k = 1,2,...,n, oraz do-
wolnej nieujemnej zmiennej losowej Z na (0 X ... XQp, p), p = p1®. . .Q lin,

zachodzila nieréwnosé
n

(5) E.e(Z) - Z u(Buy 0(2) — @(Ey, Z))?

Funkcje spelniajgce warunek (5) b@dmemy nazywali funkcjami posiada-
jacymi wilasnosé tensoryzacji. Z Faktu 1 wynika, ze o(z) = 22 i p(z) = zlnzx
sa takimi funkcjami.

Prawie pelng odpowiedZ na postawione pytanie przynosi nastepujace
twierdzenie.

TWIERDZENIE 1. ¢) Jesli ¢:[0,00) — R ma $cisle dodatnig drugq po-
chodng oraz ;1,—, Jjest funkcjg wklestq, to ¢ ma wlasnosé tensoryzacyi.

i) Jesli o jest funkcjg klasy C? na [0, 00) posiadajgcg wiasnosé tensory-
zacji, to p(x) = ax + b lub ¢ ma wlasnodci podane w punkcie i).

Dowdd czesci 1) powyzszego twierdzenia w pracy [13] byl oparty na
ideach pochodzacych z pracy [15] i polegal na wykazaniu, ze przy zadanych
warunkach na ¢ funkcjonal H,(Z) = Ep(Z) — ¢(EZ), okrelony na zbio-
rze nieujemnych catkowalnych zmiennych losowych, jest wypukly. Ostatnio
w pracy [8] podano wzér przedstawiajacy H, jako supremum funcjonaléw
liniowych, z ktérego natychmiast wynika wlasnos$é tensoryzacji ¢:

FAKT 2. Jesli ¢:[0,00) — R spelnia warunki punktu i) Twierdzenia 1,
a Z jest nieujemng catkowalng zmienng losowq takg, ze Ep(Z) < oo, to

Ep(Z) — (EZ) = sup[E((¢'(T) — ¢'(ET))(Z — T) + »(T)) — ¢(ET)],
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gdzie supremum jest brane po wszystkich nieujemnych catkowalnych zmien-
nych losowych T.

PRZYKLAD. Funkcja ¢(z) = 2?9 ma wlasnoé¢ tensoryzacji wtedy i tylko
wtedy, gdy 1 < ¢ < 2.

Stosujac wlasnoéé tensoryzacji do funkcji (x) = 2P i Z = |f|P, otrzy-
mujemy nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 1. Jesli (2, 1) jest produktem przestrzeni probabilistycznych
(e, 11x), 2aé f € L3(Qp), todla1 <p <2

Euf? = BulfP)7 < S By (B 2 — (B |IP))).
k=1

3. Nieréwnoéci I(r). W tym paragrafie wprowadzimy nowa klase nie-
réwnosci, posrednich migdzy nieréwnosciami Poincarégo i logarytmicznymi
Sobolewa oraz wykazemy ich podstawowe wilasno$ci.

DEFINICJA. Powiemy, ze miara probabilistyczna p na R™ speinia nie-
réwno$é I(r), 1 < r < 2, ze stalg C, jesli dla dowolnej funkcji gladkiej
f:R® — R zachodzi

6) Visper [ fldu—([ fraw¥? < C@-p)20P [V fldp.
R R™

n

FAKT 3. i) Miara p spelnia nieréwno$¢ Poincarégo ze stalq C wtedy i
tylko wtedy, gdy spetnia nierdwno$é I(1) ze stalg C.

it) Jesli miara u spelnig nierownosc logarytmiczng Sobolewa ze stalq C,
to u spelnia nieréwno$é 1(2) ze stalq C.

i41) Jesli miara p spelnia 1(2) ze stalg C, to p spelnia nieréwnos$é loga-
rytmiczng Sobolewa ze stalg 2C.

iv) Jesli miara p spelnia I(r) ze stalg C, to p speilnia I(r') ze stalg C
dla dowolnego 1 <7’ <'r.

Dowdd. OkreSlmydlal <p<2

2/p
Var(p)u(f) = [ f2du - (Rf f”du) .
R™ n

Czg$é i) wynika stad, ze funkcja p — Var(p),(f) jest nierosngca na (1, 2).
Czes¢ iii) jest natychmiastows konsekwencja tozsamosci

 Var(p)u(f) _ 1
Jm = = 2 Eni(f?).
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Czeéd iv) jest oczywista. Aby udowodnié ii), nalezy skorzystaé z tego, ze
funkcja a(p) = v%@ig—) jest niemalejaca wzgledem p, a zatemdlal < p < 2
P 2
Var(p),(f) _ o(p) _ limp_z— a(p)

= < = 2 .
2-p 2p 2 El?t(f) 0

U w a g a. Nieréwnos$¢ I(r) musi zachodzié¢ dla wszystkich p (a przynaj-
mniej dla p bliskich 2). Dla kazdego ustalonego p nieréwno$é (6) jest réw-
nowazna nieréwnosci Poincarégo (ze stalg zalezng od C,pir).

4. Koncentracja. W tej czeSci wykazemy, ze wprowadzone w poprzed-
nim paragrafie nieréwnosci I(r) implikuja koncentracje interpolujacg miedzy
przypadkiem wykladniczym a gaussowskim.

TWIERDZENIE 2. Jesli miara p spelnia nierdwnosé I(r) ze stalg C, to
dla dowolnej funkcji L-lipschitzowskiej h: R™ — R zachodzi

2
u{h —E,h > tLVC} < exp(—%—), 0<t<1
oraz

u{h —E,h > tLVC} < exp(—%—), t>1.

Dowé6d. Przedstawimy dowdd oparty na metodzie pochodzacej od
Aidy i Stroocka [2]. W dowodzie przyjmujemy a = 2(1 — ). Bez straty ogdl-

T
nosci mozemy zalozy¢, ze funkcja h jest gladka i ograniczona oraz L = 1,

a zatem |Vh(z)| < 1 dla wszystkich z. Niech H()) = E,e* dla A > 0.
Stosujac nieréwnosé (6) dla f = exp(Ah/2) dostajemy
CX? C\? “
H(N) - HENY? < Z=(2 - pI°E, VAP < <2 - p)*H()).
Zatem dla1<p <2i0< A< Z=(2-p)”*? mamy

H(EX)2/P
-2 -pe
Iterujac powyzszg nieréwno$é m razy dostajemy
pym ) \(2/p)™
HQ = r=la f{g,\%)(;‘_) a(R)2k)(2/p)*
k=0 1 p) (2) )( /P)
Mamy (poniewaz (p/2)%* < 1)
CA\? P C\?

1~ 2= @=-p)*(E)* 2 (1 - =@ -p)) /",

H(\) <
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skad
2 m~—1 k
H()\) < H((g_)m/\)(Z/P)m(l _ %\_(2 —p)a)_zk=o (p/2) ]

Poniewaz (p/2)™ — 0 przy m — oo oraz H(A) = 1+ AE,h + o(\) przy
A — 0+, to

lim H((g)mx)@/m"‘ = lim (1+tAE,h)"/* = exp(AE, h).

m—0oC

Zatem
ox ay~2/(2-p)
E, exp(A(h — E,h)) < (1 = Sp-(2 = p)?) 47,
czyli, wobec nieréwnosci Czebyszewa,
)\2

M uh=Eh 2 VC) < eV D2 g2/,

Przyjmujac p = 1 oraz A = t//C dla 0 < t < 1 dostajemy

t2
p(h —E,h > tV0) < e“t2(1 — Z)’z.

Dla 0 <t <1 mamy 1 —#2/4 > exp(—t2/3) i stad

p(h —E b > tV/C) < e /3.

Dla t > 1 kladziemy w nieréwnoéci (7) p =2 — t=2/(2=%) =2 — ¢~" oraz
A =1%/(2=9) /\/C = t~1*7/\/C i dostajemy

T 1 T 1 T T
= Eh 2 0/0) S (1= 7 = ()" < B

Wobec Twierdzenia 2 nasuwaja sie dwa pytania: czy uzyskane oszaco-
wanie jest optymalnego rzedu i czy istnieja nietrywialne przykiady miar
spelniajacych nieréwno$é I(r) dla 1 < r < 2?7 Pozytywna odpowiedZ na oba
pytania daje kolejne twierdzenie.

TWIERDZENIE 3. Dla dowolnego 1 < r < 2 miara probabilistyczna na
prostej pr z gestoscig (2I'(1 + 1))~ exp(—|t|") speinia nierdwnodé I(r) ze
stalg C niezalezng od r.

Uwaga.i) Miara p, ma ogon rzedu exp(—|t|"/K), wiec rzeczywiscie
koncentracja uzyskana w Twierdzeniu 2 jest optymalnego rzedu.

ii) Oczywiécie u, nie spetnia nieréwnoéci I(r’') dla r < r', gdyz impliko-
walaby ona szybsza zbieznoé¢ do 0 ogona miary .

Bazujac na poprzednim twierdzeniu F. Barthe podal dowdéd pewnego
kryterium dla miar na R™, gwarantujacego spelnianie nieréwnosci I(r).
Przypomnijmy, ze miare u nazywamy logarytmicznie wklestq, jeSli p(AA +
(1-2\)B) > u(A)*u(B)*~* dla dowolnych zbioréw zwartych A, Bi0 < A < 1
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(w przypadku miar absolutnie cigglych, zgodnie z twierdzeniem C. Borella
[7], warunek ten jest réwnowazny wklestosci logarytmu gesto$ci miary).

TWIERDZENIE 4. Jesli u jest miarg logarytmicznie wklestg na R" takg,
ze dla pewnego 1 <r < 2 i statej K, p{x € R": |z| > t} < Kexp(—l%;) dla
wszystkich t > 0, to miara p spetnia nieréwnos$é I(r) ze stalq zalezng tylko
od K,n ir.

5. Oszacowania stalych w przypadku jednowymiarowym. Pierw-
szy dowdéd Twierdzenia 3 by} bardzo techniczny i skomplikowany. W pracy
[5] Barthe i Roberto uzyskali znacznie ogélniejsze wyniki za pomocg bardziej
przejrzystych metod. Zacznijmy jednak od twierdzenia Bobkowa i Gétzego
[9] podajacego warunki dla miar na prostej réwnowazne nieréwnoéci loga-
rytmicznej Sobolewa (a zatem réwniez nieréwnosci 1(2)).

TWIERDZENIE 5. Niech p,v bedg miarami nieujemnymi na R takimi,
ze | jest.miarg probabilistyczng z mediang m, a v jest absolutnie ciggla,
przy czym dv(z) = n(x)dz. Niech C bedzie najmniejszq stalg takg, ze dla
dowolnej funkcji gladkiej f:R — R

Eni(f?) < € ]{ | 2dv.

Wéwczas
max(b_,b;) < C < 16 max(b_,by),
gdzie
by = sup u([z,00)) In(1 + ——-—1———)f id:zc
z>m 2/1([56, OO)) el n
oraz

1 1
b_ = su —oo,z|) In(l + ———<) | —dx.
sup p(=00,a]) a1+ o= ) f -
Kolejne twierdzenie pochodzi z pracy [5] i podaje szacowania stalej C
w nieréwnosci (6) dla ustalonego p.

TWIERDZENIE 6. Niech p, v, n(x) i m bedg jak w poprzednim twierdze-
niu, 1 < p < 2, zas C bedzie najmniejszq stalg takg, ze dla dowolnej funkcji
gtadkiej nieujemnej f na prostej

[ Pdu—([11du3? < [1f 2dv.
R R R

Wowczas
max(b_(p), b+ (p)) < C < 20max(b_(p), b4+(p)),
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gdzie
1 r1
= 00 — —_— (r~2)/p —dr
b+(p) :;lgf"'([xa ))(1 (1 + 2“([1:,00))) )!n

oraz

b_(p) = sup p((—o0,a])(1 — (1 + ]wmmjdm
x<m

2 (( 00, z])
Przy pomocy powyzszego twierdzenia nietrudno juz wyprowadzié osza-
cowania stalych C w nieréwnosci I(r).

TWIERDZENIE 7. Niech p, v, n(z) i m bedg jak w Twierdzeniu 5, 1 <
p < 2, za$ C bedzie najmniejszq stalq takg, ze dla dowolnej funkcji gladkiej
nieujemnej f na prostej

ffzdu - (flf|”du)2’”

e L
Wiéwczas

> max(e_(r), e+ (1) < C < 17max(e-(r), e+ (1),
gdzie

1 _1y 1
C+(7') _ 2;15 H(["’? oo))(ln(l + m))%l r)n{ﬁd.'z:

oraz

c—(r) = sup p((—oo,z])(In(1 + )2(1_l)f —dz.
z<m

2 (( —00, Z])
Powyzsze twierdzenie latwo implikuje Twierdzenie 3.

6. Inne zastosowania i otwarte pytania. Boucheron, Bousquet, Lu-
gosi i Massart, bazujac na wlasnoéci tensoryzacji funkcji ¢(z) = |z|?, 1 <
g < 2, uzyskali szereg ogblnych oszacowan momentéw funkcjonaléw sta-
tystycznych postaci Z = f(X3,...,Xn), gdzie Xi,..., X, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi. Oszacowah tych nie mozna uzyskaé bazujac na trady-
cyjnie wykorzystywanej metodzie entropii, gdyz nie zaklada sie skoficzonosci
Ee*Z. W ten sposéb udalo sie uzyskaé wiele interesujacych oszacowan dla
chaoséw rademacherowskich dowolnych rzedéw, proceséw empirycznych i
U-statystyk. Zainteresowanego czytelnika odsylamy do pracy [8], tutaj na-
tomiast podamy jedynie przykladowe twierdzenie obrazujace uzyskane przez
nich wyniki.
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Niech Xj,..., X, beda ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, a ciag
X1,..., X/ bedzie jego niezalezna kopia. Dla ustalonej funkcji n zmiennych
f okreSlmy

Z=f(X1,...,X5), Z' = f(X1, -, Xie1, X;» Xit1, - - Xn),

Vi =B( (2 Z)RI(Xa, ., X)),

=1

V.= IE( i(z - Z{)2_|(X1,...,Xn)).

i=1
TWIERDZENIE 8. Dla dowolnej liczby calkowitej ¢ > 2 zachodzi
E(Z - EZ)} < (3q)/°EV{/*
oraz
E(Z -EZ)? < (3¢)"?EV.Y?

W poprzednim paragrafie podano oszacowania stalych w nier6wnosciach
I(r) dla miar na prostej. Podobne wyniki nie sg znane w przypadku wielowy-
miarowym, nawet dla nieréwnosci Poincarégo czy logarytmicznej Sobolewa.
Twierdzenie 4 jest jednym z nielicznych znanych wynikéw dla nieprodukto-
wych miar wielowymiarowych, jednak stale, ktére w nim wystepuja, zalezg
od wymiaru przestrzeni. Pozostaje otwarte pytanie, czy mozna (by¢é moze
przy dodatkowych zalozeniach) pozby¢ si¢ tej zaleznosci. Szczegdlnym przy-
padkiem tego zagadnienia jest ponizsze pytanie pochodzace od Kannana,
Lovésza i Simonovitsa [12].

PYTANIE. Zalézmy, ze u jest logarytmicznie wklestg miarg na R™ taka,
ze fR" z;dp = 0, fR" zixjdp = 6; 5 dla 1 < 4,5 < n. Czy wéwczas p speinia
nieréwno$¢ Poincarégo (1) ze stala C nie zalezaca od miary p ani wymiaru
n?

Pozytywna odpowiedZ na powyzsze pytanie mialaby szereg istotnych
konsekwencji w geometrii wypuklej (por. [4, 6]).

Inne istotne pytanie dotyczy tego jakie wlasno$ci miary na prostej (badz
w R¥) implikuja niezalezne od n oszacowania koncentracji miar produkto-
wych p®”, tzn. funkcji

£(t) = inf u®{h — [hdp®" > 8},
n,
Rn
gdzie infimum jest wzigte po wszystkich 1-lipschitzowskich funkcjach h: R"
— R. Wyniki zebrane w niniejszej notce dotycza szacowania funkcji f przez
exp(—tT), 1 <r<2.
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