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DYSSYPACJA ENERGII W RZECZYWISTYM ZRODLE
NAPIECIA OBCIAZONYM LOSOWO

W pracy przeanalizowano zagadnienie dyssypacji energii w modelowanym obwodzie
elektrycznym z elementem losowym na przyktadzie losowego rezystora. Po przegladzie
zrodet losowosSci wystepujacych w rzeczywistych uktadach i systemach wykazano
potegowa zalezno$¢ wszystkich strat dyssypatywnych w obwodach elektrycznych
zawierajacych co najmniej jedno zrdédto losowosci. Moze to utatwic¢ pobranie informacji z
innego, niz losowy element, fragmentu obwodu.

1. WSTEP

Wspolczesnie jedng z podstawowych przyczyn rozbieznosci miedzy
teoretycznymi a praktycznymi modelami ukladow elektrycznych jest brak
uwzgledniania rzeczywistych charakterow procesow elektromagnetycznych, a w
tym - sygnatéw losowych. Sygnal deterministyczny jako model rzeczywistego
tworzymy z wygody, tradycji a takze z braku szerszej wiedzy. Jest to jednak
zawsze efekt stworzenia koncepcji czysto teoretycznej. Pelng informacje na temat
wlasciwosci urzadzen i systemow mozna uzyskac jedynie tworzac modele losowe.
Przykladem takiego postepowania powinna by¢ na przyktad ocena wiasciwosci
energetycznych w rzeczywistych urzadzeniach i systemach.

Teoretycznie (!) wszystkie istniejace sygnaly sg losowe, jednak ich badacz
zainteresowany jest wybranymi przez siebie charakterystykami. Sprawdzenie tego
stwierdzenia polega na weryfikacji, teoretycznie przygotowanej, hipotezy.
Dos$wiadczalnie tatwo jest udowodni¢, ze kazdy z parametrow 1 sygnatow
powinien zosta¢ opisany w przestrzeni zmiennych i procesow losowych. Losowy
opis elementéw obwodu elektrycznego mozna utworzy¢ miedzy innymi w oparciu
o ich wlasciwosci konstrukcyjne.

Dla elementow skupionych R, L, C, wchodzacych w sklad pasywnych
obwodowych modeli strumieni energii, mozna skonstruowa¢ zalezno$Sci dla
pradow, napi¢é i mocy w podstawowych uktadach potaczen tych elementow.

W ramach publikacji przeanalizowano energetyczne skutki losowosci dla
stochastycznych parametrow elementow obwodu na przykladzie rzeczywistego
zrodta napigcia z losowym obcigzeniem R(7)L.

* Politechnika Poznanska.
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2. PRZYCZYNY LOSOWOSCI OBCIAZEN

Z tego co powiedziano we wstepie wynika, ze kazdy z parametrow i kazda ze
zmiennych rownan modelujacych uktad mogg by¢ opisane w kategorii procesow
losowych. Mozna wyr6zni¢ takie podstawowe zrodla wymuszen losowych, jak
generatory energii elektrycznej, obciazenia elektryczne i elektromechaniczne,
uktady sterowania i przesyt energii elektryczne;.

Wiasciwosci elementow obwoddéw stanowia duzg 1 wazng grupe zaklocen,
uwaza si¢ je za zaktocenia wewnetrzne [1]. Wiasciwosci losowe, wynikajace z
zastosowanych materiatow i technologii wykonania, sg miedzy innymi przyczyna
powstawania tak zwanych szuméw wilasnych elementow.

Szumy te maja czysto stochastyczng nature i nadal sa trudne do charakteryzowania
1 opanowania. Przewaznie przedstawia si¢ je w postaci dodatkowych, dziatajacych w
obwodzie, zrodet napiecia lub pradu. W pewnych przypadkach znaczenie szumow jest
pozytywne. Przykladowo, wspotcze$nie sztucznie tworzone i wprowadzane do
obwodow szumy o kontrolowanych wiasciwosciach probabilistycznych umozliwiajg
przetwarzanie sygnatow bardzo stabych.

Wymuszenia losowe w obwodach elektrycznych moga by¢ tez zwigzane z
losowymi  obcigzeniami  elektrycznymi, bedacymi modelami  obcigzen
mechanicznych, cieplnych, itd. Przykladem innych Zroédet wymuszen losowych
moga by¢ uklady sterowania, w ktorych wystepujg naturalne odchytki we
wszystkich torach sygnalowych. Innymi charakterystycznymi przyczynami
wymuszen stochastycznych sg zjawiska zwigzane z wytwarzaniem energii
elektrycznej. Do podstawowych wspodtczesnych ,,losowych” zrddel energii
elektrycznej naleza dzi§ elektrownie wiatrowe i fotowoltaiczne; ich losowa praca,
zwigzana na przyktad z losowymi wlasciwosciami wiatru, jest aktualnie tematem
wielu prac badawczych. Réwniez napigcie wyjsciowe modutéow fotowoltaicznych
podlega losowym wahaniom chwilowym, krotko-, Srednio- 1 dlugookresowym.

Praktycznie zawsze obcigzenie mechaniczne napedow elektrycznych
charakteryzuje duza losowo$¢. Parametry procesoéw stochastycznych modelujacych
obcigzenia mechaniczne i prad obcigzenia silnika elektrycznego zaleza od wielu
losowych wymuszen, na przyklad napig¢ zasilajacych. Typowym i czesto
spotykanym przykltadem losowego obcigzenia sg warunki pracy ciggoéw
transportowych. Rowniez czgstotliwosé 1 warto$§¢ napigcia w sieci zasilajgcej
wykazuja losowos$¢ — na przyktad rozktad czestotliwosci jest normalny o dyspersji
rzedu 0.01 - 0,09 Hz, a sam proces stacjonarny. Wahania warto$ci napigcia
charakteryzuje dyspersja czastkowa nie przekraczajaca 2% wartosci znamionowej
napiecia, a odchylenie wartosci oczekiwanej 4% U,,. Czesto funkcje gestosci

prawdopodobienstwa dla krzywych obcigzen mozna opisa¢ kombinacjg liniowa
rozktadow normalnych.
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Podobnie mozna modelowa¢ zaklocenia wywolane pozostalymi grupami
czynnikow. Wiele przeprowadzonych pomiaréw [2, 3] pozwala postawi¢ hipoteze
o normalnym charakterze zdecydowanej wigkszosci obcigzen losowych w
napedach.

3. OBWOD ELEKTRYCZNY Z ZASTEPCZYM REZYSTOREM
STOCHASTYCZNYM

Jak wiadomo z teorii obwodow elektrycznych, elementy R, L i C moga by¢
liniowe lub nieliniowe, stacjonarne lub niestacjonarne. Powyzsze stwierdzenie, jak
zawsze, dotyczy tych wlasciwosci okreslanych dla wartosci $rednich, rzadziej dla
pozostatych parametréw probabilistycznych.

Dlatego w ogoélnym przypadku prawo Ohma mozna zapisaé, w przypadku
rozpatrywania dyssypacji energii, jako:

u(t) = R(1)i(t) (1)

Badanie wiasciwosci probabilistycznych u(t) jest w tym przypadku trudnym
zadaniem. Pewne uwagi na ten temat mozna znalez¢ na przyktad w [4].

Przyktadowo, dla liniowej stacjonarnej rezystancji 1 stochastycznego
wymuszenia pradowego i(t) rownanie (1) mozna zapisac:

u(t) = Ri(t) 2

W powyzszym przypadku chwilowe, losowe wartosci wymuszenia mnozone sg
przez stalg warto$¢ wspotczynnika proporcjonalnosci R.

Réwniez mierzone wartosci realizacji 1 estymacji sg tak przeksztatcane.

Stad dla liniowej rezystancji R .stochastyczna odpowiedz u(t) charakteryzuja
funkcje momentow zwyklych rzedu k oraz momentéw centralnych rzedu k
odpowiednio [4]:

m¥(t,,t,,....t,)=R*m} . . (t,,t,,....t,) 3)

iy sy

ME (t,tynt,)= Rk“iz,iz,...in (t,tynt,)=
E{[u(t,) —m, (t)]" [u(t,) —m, (t,)]*..[u(t,) —m,(t,)]

Dla scentrowanego (z zerowag wartoscia oczekiwang) losowego wymuszenia
io(t) o charakterze stacjonarnego procesu Gaussa z funkcja autokorelacji Ri(t) 1
odchyleniem standardowym oi(t) otrzymuje si¢ warto$¢ funkcji korelacji
Ry(t)losowego napigcia u(t) na rezystorze:

R,(1)=R’R;(1) (5)

“4)

oraz wariancje:
o, =D (t) =R’D}(t) (6)
Dla dwoch potaczonych szeregowo rezystorow o rezystancjach Ry i R, (rys. 1.)
otrzymuje si¢ (II prawo Kirchhoffa):
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Rys. 1. Szeregowe potaczenie rezystorow

Wszystkie sygnaty (przebiegi) w rownaniu (7) sg procesami stochastycznymi o
parametrach obliczanych wedlug zaleznosci (3-7).

Losowo$¢ parametrow tylko jednego elementu obwodu przektada si¢ na
losowo$¢ wszystkich proceséw elektromagnetycznych tego obwodu. Wynika to
miedzy innymi ze stochastycznych twierdzen Thevenina i Nortona,
skonstruowanych dla odpowiednich zatozen.
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Rys. 2. a) Stochastyczny obwdd elektryczny z zastgpcza cewka rzeczywista
z losowa dyssypacja energii, b) obwod po przeksztatceniu

Niech deterministyczna gataz RL(t)L zasilana jest z deterministycznego zrddia
rzeczywistego (w sensie dyssypacji energii) o podstawowym schemacie
zastepczym, wyznaczonym z twierdzenia Thevenina (rys. 2a.). Momenty rozktadu
dla tego zrodta, wedhug zaleznosci (3) i (4) sg znane.

Korzystajac z wlasciwo$ci sumy procesu stochastycznego i stalej mozna
okresli¢ elementy schematu zastgpczego obwodu (rys. 2b.):

R()=R.+R (V) (8)

przy czym:
mg (t)= My, (t)+Re ©)
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Ry (t,ty) =Ry (t),t,) (10)

Dla dowolnego cigglego procesu stochastycznego Rgi(t), podobnie jak dla

nielosowych rownan roézniczkowych (r.r.), Srednio-kwadratowe losowe
rozwiazanie i(t) otrzymuje si¢ ze stochastycznego niejednorodnego r.r. postaci [4]:

i'(6) + aV)i(t) = (1) i(t=0)=1, (1
W rownaniu (11) losowy jest zarowno wspotczynnik ou(t), jak 1 prad i(t).
Wspotczynnik at) dany zalezno$cia:
Ry (V)

a(t) = 1 (12)

jest tak zwang stochastyczng stalg thumienia. Oznacza to, ze sposéb wyznaczenia
parametrow probabilistycznych tej stalej zwigzany jest z ich estymacja. W
praktyce pomiarowe okre§lenie warto$ci oczekiwanej m,(t) opiera si¢, jak dotad,
na obliczeniu wartosci $rednie;j.

Charakterystyki probabilistyczne at) i y(t) konstruuje si¢ z charakterystyk
Rg(t) i ug(t) jak dla (2). Otrzymuje sie wowczas warto$ci oczekiwane m,(t) i
my(t) oraz funkcje korelacyjne Ry (t), Ry(t) i Roy(7).

Stochastyczny proces i(t) okreslony jest wyrazeniem [4]:

i(t)y=1, exp[—_t[ oc(v)dv]+_t[ y(u)exp[—_t[ o(s)ds]du  (13)

Zgodnie z (13) w ogolnym przypadku potrzebna jest znajomos$¢ postaci funkcji
gestosci prawdopodobienstwa fi(a).

Jesli i(t) = iy(t) = Iy i ma charakter normalny w odniesieniu do skorelowanych
procesow stacjonarnych aut) i y(t), zaleznos¢ (13) przyjmuje postaé [S]:

i() =] y(uexp[-[ a(s)ds]du (14)

4. LOSOWA DYSSYPACJA ENERGII W ZRODLE

Dla wyzej okreslonego pradu losowego i(t) mozliwe jest okre§lanie
stochastycznych charakterystyk mocy chwilowej pre(t) dyssypowanej w zrdodle:

Pre (1) = U (Di(1) (15)
gdzie uge(t), i(t) sa, dla danej ustalonej chwili, zmiennymi losowymi.

Zaleznos$¢ (15) sprawia podobne problemy obliczeniowe, jak zalezno$¢ (1).
Mozna ja wigc oblicza¢ tylko przy pewnych ,,mocnych” zatozeniach, gdyz —
ogolnie - iloczyn dowolnych n-wymiarowych proceséw stochastycznych wymaga
znajomosci 2n-wymiarowej funkcji gestosci prawdopodobienstwa [6].



76 Konrad Skowronek

W stochastycznych liniowych obwodach elektrycznych zalezno$¢ migdzy
chwilowymi warto$ciami pragdoéw i1 napig¢ okreSla prawo Ohma, ktéore mozna
przedstawia¢ w postaci operatorowej tylko w okreslonych przypadkach (przy
zatozeniu istnienia transformaty Laplace’a z prawdopodobienstwem 1).

Dlatego dla rezystora o rezystancji R. moc chwilowg okresla rownanie:

Pre(1) =R i*(t) =R, w_(1) (16)
Proces stochastyczny we(t) jako stabo stacjonarny [8] mozna opisaé
zalezno$cia:

w,(8) = [i(t) = m, ()] +2m, ([i(t) - m, (t)]+ m] (t) (17)

W rownaniu (17) proces [i(t)-m;(t)] ma warto$¢ oczekiwang 0.

Niestety, nawet dla gaussowskiego charakteru ug.(t) i i(t) proces we(t) jest
niegaussowski. Jezeli jednak dla powyzszego przykladu proces i(t) jest
stacjonarnym procesem Gaussa z wartoscig oczekiwang my(t) = 0 oraz funkcjg
korelacyjng R;(t), to mozna okresli¢ funkcje korelacji procesu we(t) jako [7, 8]:

R re (1) = 2R{[R (DT (18)
oraz:
m . (t) =R o7 = const (19)
Funkcja korelacji mocy chwilowej dyssypowanej w zrodle wynosi:
RpRe(t] o)) = E{Pre (t))Pge (1)} = RzE{[i(tl)]z[i(tz)]z} (20)

t

Poniewaz dla dowolnych chwili fx oraz '» i procesow gaussowskich

obowiazuje [9]:

E{li(t)I[i(t,)])’} 21
to:
RpRe(t]’tZ) = Ri[mi (t])]z[mi (tz)]z + 2R§mﬁ(t],t2) (22)
czyli:
Rore(t, 1) = R([o} + 2R {(7)] (23)

Dla podanych wczesniej zatozen (m.in. stacjonarnos¢ oraz scentralizowanie i(t)
otrzymuje si¢ (t; = tp):
Gore = 2R}G] (24)
Podobnie wigc, jak dla przypadku losowego zrodia napigcia [4] losowe
obcigzenie zrodla deterministycznego skutkuje potegowa zaleznoS$cig wariancji
strat dyssypatywnych w tym zrédle od wariancji wymuszenia w dowolnym miejscu
obwodu.
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5. PODSUMOWANIE

Wybor podej$cia do rozwigzywania zagadnien analizy losowych obwodow
elektrycznych zalezy w najwickszym stopniu od celu analizy. Czesto jednak na
przeszkodzie przyjeciu wlasciwej metody badan staje nieznajomos¢ korzysci, jakie
daje analiza stochastyczna.

Przedstawiony przyklad analizy wskazuje, ze pominigcie w rozwazaniach
nietypowego zachowania si¢ tylko jednego elementu obwodu moze prowadzi¢ do
istotnych bledow w wielu odleglych od zrédia zaktocen czesciach tego obwodu.

Pokazany przykltad dowodzi, ze mozna mierzy¢ charakterystyki
probabilistyczne zaklocen przez pomiar mocy dyssypowanej na elementach nie
bedacych zrodtem tych zaklocen z lepsza rozdzielczoscig.
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ENERGY DISSIPATION IN THE REAL VOLTAGE SOURCE
WITH RANDOM LOAD

This paper examines the issue of energy dissipation in a circuit modeled in part on the
example of a random resistor. After a review of existing sources of randomness in the
actual systems and the systems shown compounded dependence of all dissipative losses in
electrical circuits containing at least one source of randomness. This may facilitate the
collection of information from other than a random element, part of the circuit.



