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W artykule przedstawiono opis i sformutowanie problemu okreslenia zbioru przystan-
kéw autobusowych o minimalnej liczno$ci na potrzeby zarzadzania transportem szkolnym.
Rozpatrywany problem stanowi jeden z podprobleméw sktadowych szerszego problemu,
znanego w literaturze jako schoool bus routing problem (SBRP). Wychodzac z zalozenia,
ze mata liczba przystankow autobusowych obstugiwanych przez flotg autobuséw szkolnych
ulatwia efektywne prowadzenie procesu transportowego, w artykule sformutowano pro-
blem minimalizacji liczby wykorzystywanych przystankow autobusowych, z zapewnieniem
transportu kazdemu uprawnionemu do przewozu uczniowi. W artykule przedstawiono
takze metod¢ rozwigzania sformutowanego problemu. Aby zilustrowaé proponowang me-
tode rozwigzania rozpatrywanego problemu optymalizacji, przedstawiono prosty przyktad
liczbowy.

Stowa kluczowe: marszrutyzacja floty autobusow szkolnych, optymalizacja

1. WPROWADZENIE

Jednym z obszaré6w wspotczesnej logistyki, rozumianej jako proces planowania,
realizowania i kontrolowania sprawnego i efektywnego ekonomicznie przeptywu
surowcow, materiatow, wyrobow gotowych lub ludzi, jest logistyka transportu,
zajmujaca si¢ planowaniem i optymalizacja przemieszczania materiatow i ludzi.
Do charakterystycznych dla logistyki transportu problemow naleza zadania wyzna-
czania optymalnych tras dla grupy (floty) pojazdéw, nazywanych problemami mar-
szrutyzacji pojazdow (vehicle routing problem, VRP). Istota problemu marszrutyzacji
jest wyznaczenie optymalnych tras przewozowych dla okreslonej liczby srodkow

* Wydzial Cybernetyki Wojskowej Akademii Techniczne;j.
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transportu, ktérych zadaniem jest obsluzenie potrzeb klientdéw znajdujacych sie

w roznych lokalizacjach, przy spetnieniu pewnej liczby ograniczen. W praktyce

jako kryterium optymalizacji przyjmuje sie¢ czesto catkowity koszt transportu (wy-

razony odleglo$ciowo, cenowo lub czasowo). Problem marszrutyzacji nalezy do
podstawowe] problematyki zarzadzania operacyjnego flota $srodkow transportu,
stanowigc klasyczny przyktad zlozonego problemu logistycznego rozwiazywanego
na podstawie wykorzystania wybranych metod badan analizy systemowej, ze
szczegbdlnym uwzglednieniem metod modelowania matematycznego i optymaliza-
cji. Zuwagi na to, ze koszty transportu i dystrybucji towarow i ludzi naleza do
bardzo znaczacych elementéw kosztow funkcjonowania w zasadzie wszystkich
organizacji gospodarczych i spotecznych, problematyka marszrutyzacji pozostaje
wazna i aktualna na przestrzeni ostatnich kilkudziesieciu lat, a rozne warianty pro-
blemoéw marszrutyzacji sa powszechnie spotykane we wspotczesnej logistyce.
Waznym i aktualnym przykladem problemu marszrutyzacji jest problem wy-

znaczania optymalnych tras autobusow szkolnych (school bus routing problem,
SBRP). Podczas gdy typowe problemy marszrutyzacji pojazdow dotycza gtownie
transportu towardéw, problemy SBRP sa Scisle zwiazane z przewozem ludzi, np.
uczniow. Spotykane w literaturze opisy praktycznych probleméw SBRP réznig sig
pomiedzy sobag szczegétowymi zatozeniami, ograniczeniami i dodatkowymi wa-
runkami, ktére musza spetnia¢ otrzymane w wyniku ich rozwigzania optymalne lub
suboptymalne marszruty autobuséw. Z powodu duzej liczby i zlozonosci tych
ograniczen problemy marszrutyzacji tras autobusow szkolnych sa czesto bardziej
skomplikowane niz typowe problemy marszrutyzacji pojazdow. Typowy problem
marszrutyzacji floty autobuséw (SBRP) moze by¢ scharakteryzowany w nastepuja-
Cy sposob: grupie przestrzennie rozproszonych uczniéw nalezy zapewnié transport
szkolny (publiczny) z miejsc zamieszkania do szkoty lub ze szkoty do miejsc za-
mieszkania. Problemem jest wyznaczenie zbioru tras autobuséw, wybranych z do-
stepnego taboru pojazdow (ktéry moze obejmowac pojazdy réznych typow, w szcze-
golnosci o roznej liczbie miejsc), zapewniajacego transport wszystkim uprawnionym
uczniom, z jednoczesnym zagwarantowaniem spetnienia dodatkowych warunkow,
takich jak minimalizacja kosztow transportu, minimalizacja czasu trwania procesu
dowozu uczniow, minimalizacja liczby wykorzystanych autobuséow itp. Problem
marszrutyzacji floty autobusoéw szkolnych (SBRP) obejmuje dwa gtowne podpro-
blemy sktadowe:

1) okreslenie zbioru przystankoéw, na ktorych zatrzymujg si¢ autobusy, i przypisa-
nie uczniow do poszczegdlnych przystankow, z uwzglednieniem ograniczenia
dotyczacego odlegtosci pomiedzy miejscami zamieszkania ucznidw a przystan-
kami;

2) wyznaczenie tras autobusow i rozktadoéw jazdy dla poszczegoélnych przystan-
kow.

Pomimo, ze problemy SBRP byty jednymi z pierwszych probleméw logistycz-
nych rozwigzywanych z wykorzystaniem metod badan operacyjnych, nadal sg bar-
dzo aktualne i pozostaja przedmiotem studiow i badan, o czym $wiadczg liczne
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wspotczesne publikacje, prezentujace nowe metody ich formalnego formulowania
i rozwigzywania. W pracach (Spasovic et al., 2001, Spada et al., 2005, Worwa,
2014) analizowany jest problem marszrutyzacji floty autobuséw szkolnych przez
jego formalne sformutowanie oraz rozwigzanie w odniesieniu do studium przypad-
ku, uwzgledniajacego realia przyktadowej szkoty podstawowej w jednej z polskich
gmin. Wyznaczone marszruty autobusow (gimbusoéw) umozliwiaja minimalizacjg
jednocze$nie kosztu i czasow transportu. Celem rozwazan zawartych w niniejszym
artykule jest formalne sformulowanie oraz przedstawienie metody rozwigzania
pierwszego z wymienionych wczesniej podproblemow sktadowych problemu mar-
szrutyzacji floty autobuséw szkolnych (SBRP), tj. problemu okreslenia sieci przy-
stankow, na ktorych zatrzymuja si¢ autobusy i przypisanie uczniéw do poszczego6l-
nych przystankéw, z uwzglednieniem ograniczenia dotyczacego odleglosci pomig-
dzy miejscami zamieszkania uczniéw a przystankami. Rozwazania zawarte w dal-
szej czesci artykulu sa zorganizowane w nastgpujacy sposob: w rozdziatach 2 i 3
przedstawiono odpowiednio ogolny i matematyczny opis rozpatrywanego problemu.
W rozdziale 5 przedstawiono przyktad liczbowy, ilustrujacy sformutowanie pro-
blemu i metod¢ jego rozwiazania, natomiast w rozdziale 6 podsumowano przed-
stawione rozwazania.

2. OGOLNY OPIS PROBLEMU OKRESLENIA ZBIORU
PRZYSTANKOW AUTOBUSOW SZKOLNYCH

Okreslenie lokalizacji przystankow autobusowych wymaga uwzglednienia
miejsc zamieszkania przewozonych uczniow. Podstawowym warunkiem, jaki nale-
zy uwzgledni¢ w procesie okreslania lokalizacji przystankow jest zapewnienie, aby
odleglos$¢ miejsca zamieszkania kazdego ucznia od przydzielonego mu przystanku
nie przekraczala okreslonej wartosci, np. 1 km lub 10 minut marszu. W tym aspek-
cie oczywiste jest takze wymaganie, aby sumaryczna liczba ucznidow przypisanych
do okreslonych przystankow kazdej trasy autobusowej nie przekraczata dopusz-
czalnej liczby miejsc siedzacych w autobusie. Warto nadmieni¢, ze w wigkszoSci
opisywanych w literaturze probleméw klasy SBRP okreslenie lokalizacji przystan-
kéw autobusowych i przypisanie ucznidéw do poszczegélnych przystankoéw jest
pomijane (zaktada sig, ze lokalizacja przystankéw i przypisanie do nich uczniow sg
dane). Problem ten jest podejmowany jedynie w nielicznych pracach, np. w (Park,
Kim, 2010), przy czym do jego rozwigzania wykorzystuje si¢ najczesciej algoryt-
my heurystyczne, zaliczane do dwodch grup metod: LAR (location-allocation-
routing) lub ARL (allocation-routing-location).

Zarowno w praktyce, jak 1 w literaturze uwzglednia si¢ szereg ograniczen, uwa-
runkowan i wymagan, ktére powinny by¢ brane pod uwage przy formutowaniu
1 rozwigzywaniu problemoéw klasy SBRP. Wsrod najczesciej uwzglednianych grup
ograniczen mozna wymieni¢ (Spada et al., 2005): ograniczenie maksymalnej do-
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puszczalnej liczby miejsc w autobusie, ograniczenie dopuszczalnego maksymalne-
go czasu jazdy autobusu, ograniczenie maksymalnego dopuszczalnego czasu prze-
bywania kazdego ucznia w autobusie (czas podrozy do szkotly), ograniczenie mak-
symalnej dopuszczalnej odlegtosci, ktora uczen moze pokona¢ pieszo w drodze do
okreslonego dla niego przystanku autobusowego, ograniczenia ,,okien czasowych”
wyjazdow autobusow na trasy i przyjazdu do szkoly, ograniczenia liczby uczniow
przypisanych do poszczegolnych przystankow, ograniczenia minimalnej dopuszczal-
nej liczby ucznidow, dla ktorych tworzy si¢ trase itp. W charakterze funkcji kryterial-
nych (wskaznikow jakosci rozwigzania) w problemach SBRP wykorzystuje si¢
czesto ogolny koszt transportu uczniéw lub czas realizacji przewozow.

3. MATEMATYCZNE SFORMULOWANIE PROBLEMU
OKRESLENIA ZBIORU PRZYSTANKOW AUTOBUSOW
SZKOLNYCH O MINIMALNEJ LICZNOSCI

Zgodnie z wezesniejszymi uwagami zawarte w niniejszym rozdziale rozwazania
nie obejmuja wszystkich aspektow typowego problemu SBRP, a jedynie dotycza
problemu okre$lenia zbioru przystankow, na ktoérych zatrzymuja si¢ autobusy i przy-
pisanie uczniéw do poszczegoélnych przystankéw, z uwzglednieniem ograniczenia
dotyczacego odlegtosci pomiedzy miejscami zamieszkania uczniéw a przystankami.

Niech P oznacza zbidr numerdéw potencjalnych przystankéw autobusowych,
P={123,..,p,. P}, przy czym potencjalny przystanek autobusowy oznacza
miejsce przy jednej z drog, po ktorych moga poruszaé si¢ autobusy szkolne, po-
zwalajace na zatrzymanie si¢ autobusu z uwzglednieniem obowiazujacych przepi-
sow ruchu drogowego. W dalszych rozwazaniach zaktada si¢, ze zbior przystan-
kow autobusowych P, P={1,23,.., p,.., P}, do ktorych zostang przypisani po-

szczeg6lni uprawnieni do przewozu uczniowie, jest podzbiorem zbioru P, tj.
P c P . Niech U oznacza zbiér numeréw wszystkich uczniéw uprawnionych do
przewozu, U={123,..,u,.,U}. Niech D=[d;,]
miejsc zamieszkania poszczegdlnych, uprawnionych do przewozu ucznidw od

poszczegolnych potencjalnych przystankow, przy czym element dz, >0 okresla

odlegtos¢ od p-tego przystanku miejsca zamieszkania u-tego ucznia,

p 07nacza macierz odlegtosci

peP,uel, przy czym odleglos¢ ta moze byé wyrazana w jednostkach odlegto-
sci lub czasu.
Niech X =[X;,15.,,

pisania poszczegolnych uprawnionych do przewozu, uczniéw do potencjalnych przy-

oznacza macierz, ktorej elementy okreslaja mozliwosci przy-

stankow, przy czym element x5, 20, pe P, ueU , jest okre§lony nastepujaco:
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max 1
0 w przeciwnym przypadku, M

. {1 jezeli d, <d
pu

gdzie wielko$¢ duwax 0znacza maksymalng, dopuszczalng odleglos¢ miejsca za-
mieszkania ucznia od jego przystanku. Elementy macierzy X maja nastepujace

wlasciwosci:

U
- Z)_Cﬁu >0, peP, tzn. ze do kazdego potencjalnego przystanku, moze by¢
u=1

przypisanych jeden Iub kilku uczniéw; mozliwa jest takze sytuacja, ze poten-
U
cjalny przystanek pozostaje niewykorzystany, tzn. ZJ_Cﬁu =0, co oznacza, ze

u=l1
nie zostat do niego przypisany zaden uczen;
P
- Xpu2l, uel, tzn. ze kazdy, uprawniony po przewozu, uczen musi by¢
p=l

przypisany do co najmniej jednego potencjalnego przystanku; w przypadku,
gdy miejsce zamieszkania okre§lonego ucznia znajduje si¢ w odlegtosci nie
P
wigkszej niz dyq 0d wiecej niz jednego przystanku, to Z)_Cﬁu >1.
p=I
W dalszych rozwazaniach przystanek p € P nazywany bedzie:

— przystankiem czynnym, je$li przypisany zostal do niego co najmniej jeden

U
uczen, tzn. gdy zachodzi Z)_cﬁu =0;
u=1
— przystankiem biernym, jesli nie zostal przypisany do niego zaden uczen, tzn.
U
gdy zachodzi ) ¥, =0.
u=1

Macierz X przypisania poszczegdlnych, uprawnionych do przewozu, uczniow
do potencjalnych przystankow, ktorej elementy spelniaja warunek (1), stanowi

podstaw¢ do zdefiniowania zbioru X macierzy X =[x;, 15, ktorych elementy sa

okreslone nastepujaco:

1 jezeli x,, =1
pu :{ g (2)

0 Jjezelix,, =0 lub x,, =1.
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Macierze X € X oraz macierz X maja takie same wymiary i s3 zero-
Jedynkowe, przy czym zgodnie z warunkiem (1), element x;, macierzy X moze

by¢ rowny 1 tylko wowczas, jesli odpowiadajacy mu element X, macierzy X

takze jest rowny 1. Mozliwa jest jednak sytuacja, ze pomimo, iz element x,, ma-

cierzy X takze jest rowny 1, to element x5, macierzy X jest rtowny 0. Ponadto,
jesli element X, macierzy X jest rowny 0, tzn. ze do p -tego przystanku nie mo-
ze by¢ przypisany u-ty uczen, to element x;, macierzy X takze musi by¢ réwny 0.

W dalszych rozwazaniach elementy macierzy X € X beda okreslaly mozliwe
przypisania uczniow do poszczegdlnych przystankéw. W rozpatrywanym w niniej-
szym rozdziale problemie okreslenia zbioru przystankéw autobuséw szkolnych
macierz X € X bedzie traktowana jako macierz decyzyjna, a zbiér macierzy X
bedzie stanowit zbidr macierzy (rozwigzan) dopuszczalnych.

Macierz X € X okres$la dopuszczalne przypisanie uprawnionych do przewozu
uczniow do potencjalnych przystankow, jesli jej elementy maja nastepujace wia-
$ciwosci:

1 jezeli do p-tego przystanku zostal przypisany u-ty uczen
P10 w przeciwnym przypadku;
U J— J—
— Zx};u >0, pe P, tzn. ze do kazdego potencjalnego przystanku p € P, moze
u=l
by¢ przypisanych jeden lub kilku ucznidow (wowczas taki przystanek staje si¢
przystankiem czynnym); mozliwa jest takze sytuacja, ze potencjalny przystanek
U

p € P pozostaje przystankiem niewykorzystanym (biernym), tzn. Zxﬁu =0,

u=l1

co oznacza, ze nie jest do niego przypisany zaden uczen;

P
- Zx;m =1, uelU, tzn. ze kazdy, uprawniony po przewozu, uczen musi by¢
p=1

przypisany do doktadnie jednego przystanku.

Wychodzac z zatozenia, ze mata liczba przystankéw, z ktorych zabierani sa
uczniowie lub do ktérych sg oni dowozeni, utatwia przeprowadzenie akcji trans-
portu szkolnego. W dalszej czesci rozdziatu rozpatrywany bedzie problem minima-
lizacji liczby czynnych przystankéw autobusowych.

Kazda macierz przypisania uczniow do poszczegoélnych przystankdéw autobu-
sowych X € X jednoznacznie okres§la zbior numerow czynnych przystankow,
czyli takich, z ktorych beda korzysta¢ upowaznieni do przewozu uczniowie. Do
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identyfikacji czynnych przystankow autobusowych wykorzystany zostanie wektor
S(X)= (510X ),52(X )recs $5( X ) Sp( X)), taki, 28

U
spx={! 20 ®
u=
0 w przeciwnym przypadku,
przy czym s;( X )e P. Wowczas zbior czynnych przystankow autobusowych

P c P mozna otrzymaé przez zaliczenie do niego tych numerdéw przystankow ze
zbioru P, ktérym odpowiadaja niezerowe sktadowe wektora s( X ).

Na potrzeby dalszych rozwazan wprowadzony zostanie operator @ tzw. mnozenia
macierzy zero-jedynkowych. Operator &® dziata podobnie do operatora mnozenia

macierzy liczbowych, z tym ze wystepujace w dziataniu sumowanie realizuje zero-
jedynkowy operator sumy @, ktorego reguty dziatania okreslone sa nast¢pujaco:

Pl q| pDgq
0| O 0
0 1 1
10 1
1 1 1
Niech A=[a;];xy oraz B=[b;]1x; oznaczajg macierze zero-jedynkowe, tzn.
takie, ze
ayp app . ay by by .. by
a a .. a b b .. a
J=|%21 921 2J  B= 21 D21 2L
(111 (1[2 au le bJ2 bJL

przy czym al-j,bh- e{0,1}, i=12,..1, j=12,...J,1=12,..L.

Wowczas
ajp ay - ay by by .. by ar 2 - qag
a a . a b b e a c c . C
4Bl @ 2 | g| P21 b21 2L|_|€21 €21 2L |
an ap .. ay by by by ¢ o oqp

I
gdzie ¢;; €{0,1}, ¢; = Zambn /» Przy czym operator z realizuje sumowanie za
n=l1
pomocg zero-jedynkowego operatora sumy @ .
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Przyktad:

1 00

01 10 111
1 11

1 00 1|® =1 1 0].
0 0 1

1 010 1 01
010

Dla danego zbioru potencjalnych przystankéw P oraz danej macierzy przypisa-
nia uczniéw do poszczegolnych przystankéow autobusowych X € X, wektor

s(X ) mozna wyznaczy¢ jako iloczyn logiczny macierzy X i P -elementowego
wektora kolumnowego 1, ztozonego z samych ,,jedynek”, tj.

s(x)=[xe1l, 4)

gdzie symbol T oznacza transponowanie wektora kolumnowego, otrzymanego
w wyniku wykonania mnozenia X ® I . Liczba czynnych przystankoéw L(X) moze
by¢ okres$lona nastepujaco:

P
L(X)=2 sp(X), (5)
p=1
gdzie s,( X ) oznacza p—tq skladowa wektora s( X ) okreslonego zaleznosceia (3).

Przyktad:

(0110100110 1]
1 0010000O0TO00O
Jesi X={0 0 0 0 01 0 0 O 1 Of,towowczas:
0000O0O0OT10000
0 0000O0O0O0O0O0 O]
-
1
1
(0110100 1 1 0 1] [1] [1]
1 001000O0O0GO0Of [I| ]I
s(X)=/|0 00001 0001 0|®1|=[1],
00 00O0O0T1O0UO0GO0OO0| |1| |1
00000000 O0O0O0f [1] [0
1
1
_1_
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skad, po transponowaniu otrzymanego wektora kolumnowego, mamy
s(X):[l,l,l,l,O], czyli ze P={l, 2,3,4}cl_’={1, 2,3,4,5}. Liczba czynnych

5
przystankow L( X )= ZS?(X)=4'
p=1

Na podstawie przyjetych zatozen i oznaczen problem okreslenia minimalnego
zbioru przystankdéw autobusow szkolnych i przypisania do nich uprawnionych do
przewozu uczniow moze by¢ sformulowany jako przedstawione ponizej zadanie
optymalizacji jednokryterialne;j.

Dla danych:
— zbioru numerdéw potencjalnych przestankéw P ={123,..., p..., P};
— zbioru numeréw wszystkich uczniow uprawnionych do przewozu

U={123..,u.,U};
— maksymalnej, dopuszczalnej odlegtosci dn.x miejsca zamieszkania ucznia od

Jego przystanku wyznaczy¢ macierz X =[x;,15,,,, minimalizujacg funkcje

P
L(X)=)s5(X), XeX, (6)
p=l1

gdzie zbior rozwigzan dopuszczalnych X okre$laja, zgodnie z wczesniejszymi
uwagami, nastgpujace ograniczenia:

- X =[xg5,]p.y, przy czym elementy Xpu spetniaja warunek (2) (7
U

- inmzo, peP, uel, (8)
u=l1
P

— fomzl,pel_’,ueU. )]
p=1

4. METODA ROZWIAZANIA PROBLEMU OKRESLEN!A
MINIMALNEGO ZBIORU PRZYSTANKOW AUTOBUSOW
SZKOLNYCH

W przestawionym dalej algorytmie wyznaczenia rozwigzania zadania optymali-
zacji (6)—(10) zostanie zastosowana operacja pogq redukcji p-tego wiersza macie-

rzy X do g-tego wiersza tej macierzy, p,q < P, zdefiniowana nastgpujgco:
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Pl q| P°4q
0] 0 0
01 1 0
110 1
1|1 0
Przyktad.
Niech
(01 101 00110 1]
1 001 00O0O0OUOO
X=(0 000110101 0]
1 100001 1000
001 1 00O0O0T1O0 1]

Woéwczas, po redukcji pozostatych wierszy macierzy X do wiersza g = 3, otrzymu-
je si¢ macierz

01 100000T1 01
10010000000
X=0000110101 0|,
11000010000
001 1000010 1

ktora z kolei, po redukcji jej wierszy do wiersza g = 4, daje macierz

0010O0O0O0OO0OTIO01

0001 0O0O0OO0OOTG OO
X'=10 000110101 0}

1 100001O0O0O00O0
001 100001 0 I}

Do rozwigzania problemu (6)—(10) moze zosta¢ wykorzystany nastepujacy al-
gorytm:
1. Utworz macierz )?z[)_cﬁu]jng, peP,uelU . Ustaw X =X.

P
2. Jesli dla kazdego u e U zachodzi Y x5, =1,t0 s(X)=[x ®1]" . Koniec.
p=I
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P
3. Utworz zbiér J < P taki, ze jeJ jesli istnieje u U, takie ze le;u =1
p=1
1x;, =1 Podstaw P=J.
4. Jesli zbior J nie jest pusty, przejdz do kroku 5; w przeciwnym razie przejdz do
kroku 11.
U
5. W zbiorze J wyznacz element, dla ktorego suma me, jest najwicksza; jesli
u=1
takich elementoéw jest wigcej niz jeden, wez dowolny z nich; dokonaj redukcji
pozostalych wierszy macierzy X do wiersza wyznaczonego przez ten element;
P
usuf ten element ze zbioru J. Jesli dla kazdego u e U zachodzi Zx;,u =1 to
p=1
S(X)=[X®1]T. Koniec.
6. Jesli zbidr J nie jest pusty przejdz do kroku 5; w przeciwnym razie przejdz do
kroku 7.
U
7. W zbiorze U\ P wyznacz element dla ktorego suma anu jest najwieksza;
u=1
jesli takich elementow jest wiecej niz jeden, wez dowolny z nich; dokonaj re-
dukcji pozostalych wierszy macierzy X do wiersza wyznaczonego przez ten
element; dodaj ten element do zbioru P.

P
8. Jesli dla kazdego u € U zachodzi ZX?M =1 to s(X)z[X@l]T. Koniec.
p=1
9. Jesli zbior U\ P nie jest pusty, przejdz do kroku 7; w przeciwnym razie
S(X)=[X®1]T. Koniec.

Przedstawiony algorytm rozwigzania problemu okreslenia minimalnego zbioru
przystankow autobuséw szkolnych jest algorytmem zachtannym, poniewaz na
kazdym etapie przeksztatcania macierzy X wybierany jest wiersz, zawierajacy naj-
wigksza liczbe ,jedynek”.

5. PRZYKLAD LICZBOWY

W celu zilustrowania dziatania proponowanego algorytmu rozwigzania proble-
mu okre$lenia minimalnego zbioru przystankow autobusow szkolnych zostanie
rozpatrzony prosty przyktad liczbowy.
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Dane:

—  zbi6r numerdéw potencjalnych przestankow P ={1,2,3,4,5};

— zbior numeréw  wszystkich uczniow uprawnionych do przewozu
U={1,2345,6,789,10,111};

— maksymalna, dopuszczalna odlegtos¢ miejsca zamieszkania ucznia od jego
przystanku dy = 15 minut;

— macierz  D=[dy,]p,;, odleglosci miejsc zamieszkania poszczegdlnych,
uprawnionych do przewozu, uczniéw, od poszczegdlnych potencjalnych przy-
stankow:

(20 8 10 25 5 30 45 15 12 20 10

15 30 25 12 65 20 35 40 70 28 45

D=[25 20 40 60 10 15 30 8 20 10 28]|.

10 14 30 25 30 45 15 15 35 25 60

50 40 10 S5 25 25 35 60 15 70 10

Zgodnie z (1) macierz X = [X5u 1y » okreslajaca potencjalne mozliwosci przy-

pisania poszczegdlnych, uprawnionych do przewozu, uczniéw do potencjalnych
przystankow ma postac:

01101001101
1 0010000O0TO00O
X=000011010T10
11000011000
001 10000T10 1]

Zatem, po wykonaniu kroku 1 algorytmu macierz X, zgodnie z (2) ma postac:

01101 001101
1 001 00O0O0GOTO 0O
X=X=/0 000110101 0f.
11000011000
001 10000T10 1]

Poniewaz w macierzy X istniejg kolumny zawierajgce po kilka ,,jedynek” prze-
chodzimy do kroku 3 algorytmu. Zbiér J ma posta¢ J ={3,4}. Podobnie zbior

P ={3,4} poniewaz zbior J nie jest pusty, przechodzimy do kroku 5 algorytmu. Po-

niewaz suma ,,jedynek” w wierszach numer 3 i 4 jest taka sama, wykonujemy reduk-
cje wzgledem pierwszego z tych wierszy, tzn. wiersza nr 3, otrzymujac macierz:
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(01 1.0 00001 0 1]
1 0010000O0TO00O
X=0 0001101010
11000010000
001 100007101

Zgodnie z krokiem 5 algorytmu po wykonaniu redukcji pozostatych wierszy
macierzy X do wiersza nr 3 usuwamy numer tego wiersza ze zbioru J. Po tej opera-
cji J=1{4}. Poniewaz otrzymana macierz X zawiera kolumny z wielokrotnymi

,jedynkami”, przechodzimy do kroku 6 algorytmu, zgodnie z ktérym wykonujemy
redukcje wzgledem wiersza nr 4, otrzymujac macierz:

[0 01 0000010 1]
00010000000
X=0 0001101010
11000010000
001 10000T1 0 1]

Po tej operacji zbior J staje si¢ pusty, tj. J ={} . Zgodnie z krokiem 7 algoryt-
mu w zbiorze U\ P ={1,2,5} wyznaczamy wiersz o najwigkszej liczbie ,,jedynek”.

Jest to wiersz numer 5. Po redukcji pozostatych wierszy macierzy X do wiersza
nr 5 otrzymujemy:

(0000000000 0]
00010000000
X=[000011010T10
11000010000
001 1000010 1]

Po wykonaniu tej operacji P =1{3,4,5}. Po przejsciu do kroku 8 algorytmu
5
stwierdzamy, ze dla kazdego ueU ={1,2,3,4,5,6,7,89,10,11} zachodzi Zx};u =1.
p=1
Zatem wektor czynnych przystankow autobusowych s( X ), zgodnie z zalezno$cig
(4), ma postac:
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1
1
1
00 000 00O0O0O0 0] [1] [0]
00010000O0GO0O| 1] [0
s(X)=[x®1f=fo 0o 0o 01 10101 0/®1]|=1]
1100001000 0 [1] 1
0011000010 1| 1] [1]
1
1
1

Zbior przystankoOw o minimalnej liczno$ci ma posta¢ P ={34,5}, czyli liczba

P 5
przystankow wynosi L( X )= Zsﬁ(X): ZSﬁ(X)::S.
p=l p=l

6. UWAGI KONCOWE

W artykule przedstawiono opis i sformutowanie problemu okreslenia zbioru
przystankow autobusowych o minimalnej licznosci na potrzeby zarzadzania trans-
portem szkolnym. Rozpatrywany problem stanowi jeden z podproblemow sktado-
wych szerszego problemu, znanego w literaturze jako school bus routing problem
(SBRP). Wychodzac z zatozenia, ze mata liczba przystankéw autobusowych ob-
stugiwanych przez flote autobuséw szkolnych ulatwia efektywne prowadzenie
procesu transportu uczniéw autobusami szkolnymi, w artykule sformutowano pro-
blem minimalizacji liczby wykorzystywanych przystankow autobusowych z za-
pewnieniem transportu kazdemu uprawnionemu do przewozu uczniowi. Przedsta-
wiono takze metode rozwigzania sformulowanego problemu, wykorzystujaca
autorski algorytm zachtanny. W celu zilustrowania proponowanej metody rozwig-
zania rozpatrywanego problemu optymalizacji przedstawiono prosty przyktad licz-
bowy.
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MINIMIZATION OF THE NUMBER OF BUS STOPS IN THE SCHOOL BUS
ROUTING PROBLEM

Summary

This paper contains a formal presentation and description of a method of solving the
problem of both determining the set of bus stops and the assignment of students that are
authorized to transport to these stops. This issue can be treated as a subproblem of the
school bus routing problem (SBRP). Although the problems of the SBRP class are one of
the earliest logistics problems solved using methods of operations research, they remain
valid and are the subject of research, as evidenced by numerous contemporary publications.
Unfortunately, in most of the problems of SBRP class described in the literature, the prob-
lem of determining the bus stops network and allocation of students to the particular stops
is very often ignored. Basing on the assumption that a small number of bus stops, from
which the students are taken or to which they are transported, facilitates the school transport
process, the paper focuses on the problem of minimizing the number of active bus stops.
The main result of this paper is a proposed greedy algorithm to solving the problem
of determining the minimum number of school bus stops. To illustrate the functioning
of the proposed algorithm, a simple numerical example has been presented.

Keywords: school bus routing problem, bus route optimization






