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Modyfikacja sposobu obliczania niepewnosc
pomiard

Pawet Fotowicz

Gtowny Urzad Miar, ul. Elektoralna 2, 00-139 War

Streszczenie: Wspdlny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii JCGM zaproponowat zmiane
podejsécia dotyczgca obliczania niepewnosci pomiaru przy wykorzystaniu prawa propagaciji niepew-
nosci. Celem jest zblizenie uzyskiwanych wynikdw obliczania niepewnosci standardowej wielkosci
wyjsciowej z wynikiem otrzymywanym przy zastosowaniu zasady propagacji rozktadow za pomocg
metody Monte Carlo. W artykule przedstawiono skutki przyjecia nowych zasad obliczania niepew-

nosci standardowej podczas wyznaczania btedu przyrzgdu pomiarowego.

Stowa kluczowe: niepewnos¢ pomiaru, prawo prc

1. Wprowadzenie

Drzialajacy przy Miedzynarodowym Biurze Miar, Wspélny Komi-
tet ds. Przewodnikéw w Metrologii JCGM (Joint Committee for
Guides in Metrology) przygotowuje zmiane w podejsciu dotycza-
cym obliczania niepewnosci pomiaru [1]. Zmiana ma polegaé na
ujednoliceniu koncepcji wyznaczania niepewnosci, przedstawionej
juz w Suplemencie [2], z rozwiazaniami opisanymi w podstawo-
wym dokumencie [3]. Ujednolicenie koncepcji polegaé¢ ma na jed-
nakowym podejsciu przy obliczaniu niepewnosci standardowe;j.
Jej miarag ma by¢ odchylenie standardowe rozktadu zwiazanego
z okreslona wielkoscia wejsciowa. O ile takie podejécie stosowane
jest przy wyznaczaniu niepewnosci obliczanej metoda typu B,
to nieco inaczej jest w przypadku metody typu A. Tym samym,
w sposobie wyznaczania niepewnosci standardowej ma by¢ znie-
siona réznica pomiedzy tymi dwiema metodami obliczeniowymi.
Proponuje sie jedynie kategoryzacje na wielkosci wejsciowe obli-
czane na podstawie informacji dostepnej bezposrednio z danych
pomiarowych lub pochodzacej z wiedzy o pomiarze. W obu przy-
padkach informacja ta jest przedstawiana w postaci rozkladu
prawdopodobienstwa, ktérego podstawowy parametr opisujacy
rozproszenie (odchylenie standardowe) jest miara niepewnosci
standardowej. Dzieki takiemu podejéciu wynik obliczania nie-
pewnosci standardowej zwiazanej z wielkoscia wyjsciowa, przy
zastosowaniu prawa propagacji niepewnosci, zbliza si¢ do wyniku
wyznaczania tej niepewnosci metoda propagacji rozktadéw zale-
cana w [2]. Uzyskuje si¢ tym samym jednolitos¢ w obliczeniach.

Tematyka powyzszego ujednolicenia obliczenn wiaze sie réw-
niez z podej$ciem probabilistycznym w dziedzinie wyrazania
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niepewnosci pomiaru, ktére bylo szeroko dyskutowane [4, 5].
Sugerowano podejscie bayesowskie [6, 7] oraz wykorzystanie do
obliczen metody numerycznej Monte Carlo [8, 9].

2. Podejscie dotychczasowe

Przewodnik [3] zaleca, by przy obliczeniach wykonywanych
metoda typu A, wykorzystywaé statystyke w postaci odchyle-
nia standardowego eksperymentalnego sredniej:

gdzie g, oznacza pojedyncza obserwacje, a n ich liczbe w probie
losowej, przy czym s(g) to odchylenie standardowe eksperymen-
talne. Uzyskana warto$¢ jest miara rozrzutu wartosci sredniej
z préby losowej i stanowi niepewnoé¢ standardows obliczana
metoda typu A:

uy (z) = s(g) (2)

3. Nowe podejscie

Nowe podejscie polega na zastosowaniu odchylenia standardo-
wego zwigzanego z rozkladem ¢-Studenta:

N (3)

gdzie v jest liczba stopni swobody zwiazana z wielkoscia wej-
$ciowa.

W przypadku pojedynczej serii pomiarowej liczba stopni swo-
body wynosi v=n—-1. W literaturze mozna spotkaé¢ réwniez
zaleznos¢ v = n— 1,5 stosowana dla malych licznosci prébek
[13], ale autorzy Przewodnika [3] nie zalecaja tego rozwiazania.

29



Modyfikacja sposobu obliczania niepewnosci pomiaru

80

(%)
70

60 \
50 &
40

| e

30 \
20

0 5 10 15 20 25 30

Rys. 1. Wzgledne zmiany wartosci niepewnosci standardowej
obliczanej na podstawie danych pomiarowych przy zastosowaniu
nowego i dotychczasowego podejscia

Fig. 1. Relative changes in the value of standard uncertainty calculated on
the basis of measurement data using new and existing approach

Niepewno$¢ standardowa okreslona zaleznoscia (3) jest miara
niepewnosci wielkosci wyznaczanej na podstawie danych pomia-
rowych. W przypadku wielu serii pomiarowych mozna zastoso-
waé wypadkowa liczbe stopni swobody. Miara ta w stosunku do
dotychczasowego rozwiazania powiekszona jest o czynnik zwia-
zany z liczba stopni swobody, tym wiekszy im mniejsza jest ta
liczba. Tlustruje to, wykonany na podstawie wlasnych obliczan,
wykres (rys. 1), przedstawiajacy wzgledna réznice miedzy war-
tosciami niepewnosci standardowej obliczanymi przy uzyciu for-
muly (3) i (2) w zaleznosci od liczby stopni swobody. Dla matych
ich wartosci, od v = 3 do v= 11, réznice te sa wigksze od 10%.

4. Konsekwencje przyjecia nowego
rozwigzania

Jedna z podstawowych konsekwencji przyjecia nowego rozwia-
zania przy obliczaniu niepewnoéci standardowej na podstawie
danych pomiarowych jest zwigkszenie jej wartosci i zblizenie do
wartosci obliczanej metoda Monte Carlo na podstawie symula-
cji rozkladu t-Studenta. Dzieki temu zabiegowi wyniki oblicza-
nia niepewnosci standardowej zwiazanej z wielkoScig wyjsciowa
metoda propagacji rozkladéw réwniez zblizaja si¢ do wartosci
tej samej niepewnosci obliczanej na podstawie prawa propagacji
niepewnosci. W klasycznym Przewodniku [3] niepewnos¢ ta nazy-
wana byla zlozong niepewnoscia standardowa. Bedzie mozliwe
uzyskanie jednolitosci obliczen przy zastosowaniu obu metod.
Jednak pewnym ograniczeniem stosowania formuly (3) jest waru-
nek matematyczny postaci: v=3, co eliminuje mozliwosé obli-
czania niepewnosci standardowej dla prob losowych o liczebnosci
n = 3. Temu problemowi mozna zaradzi¢ stosujac przelicznik:

) =" ) @

N

gdzie t(v) to kwantyl rozkladu Studenta obliczony dla dowolnej
liczby stopni swobody, a kg to kwantyl rozktadu normalnego.

Przyktadowo (na podstawie wlasnych obliczen), dla kwantyli
rzedu p = 95% wzgledne réznice w obliczeniach niepewnosci
standardowej przy uzyciu zaleznosci (3) i (4) na og6l nie prze-
kraczaja 2%, tylko dla v = 3 sa bliskie 7% (rys. 2).

Przyjecie definicji niepewnodci standardowej dla wielkosci wej-
Sciowej w postaci réwnania (3) umozliwia réwniez zastepowa-
nie w obliczeniach rozkladu #Studenta rozktadem normalnym
N(u, 0), gdyz w przyblizeniu:

tUzN(O, viQJ (5)

30 PO M I

AU T O M AT Y KA

|
L
L

J

-6

-7

Rys. 2. Wzgledne réznice wynikéw obliczen niepewnosci
standardowej za pomocga formuty definicyjnej (3) i formuty
przyblizonej (4)

Fig. 2. Relative differences in calculation of standard uncertainty using
a definitional (3) and an approximate (4) formula

gdzie t to zmienna losowa o rozkladzie t-Studenta z liczba stopni
swobody v.

5. Niepewnosc rozszerzona i wspatczynnik
rozszerzenia

Jednym z postulatéw zmodyfikowanego podejécia dotyczacego
wyznaczania niepewnosci pomiaru jest zachowanie jako podstawy
obliczeniowej tzw. prawa propagacji niepewnosci. Prawo to dla
niezaleznych wielkosci wejsciowych definiuje niepewnosé¢ standar-
dowsa zwiazana z wielkoscia wyjsciowa w postaci:

w*(y) = z[a—f] () ©

=\ 9z;

i jako takie nie moze by¢ wykorzystywane przy obliczeniach
przeprowadzanych metoda Monte Carlo. W metodzie tej
bowiem wszystkie obliczenia wykonywane sa przy uzyciu jedynie
réownania pomiaru. Dotyczy to zaréwno wyznaczania niepew-
noéci standardowej, jak i przedziatu rozszerzenia. Dla réwnan
liniowych, bedacych podstawa modelowania pomiaru zalecana
w Przewodniku [3], polowe tego przedzialu stanowi niepew-
no$é rozszerzona U, ktéra definiowana jest jako iloczyn wspél-
czynnika rozszerzenia k i niepewnosci standardowej wielko$ci
wyjsciowej u(y). Generalnie wspolezynnik rozszerzenia zwia-
zany jest z kwantylem rzedu p rozkltadu wielkosci wyjsciowej.
Jednakze na jego warto$é (w metodzie typu A) ma réwniez
wplyw sposéb przyjecia miary niepewnosci standardowej. Gdy
jest nia odchylenie standardowe eksperymentalne éredniej s (jak
w dotychezasowym podejéciu), to dla prawdopodobieristwa 95%
warto$¢ wspolczynnika wieksza jest od 2. Jednakze, gdy zasto-
sujemy nowe podejscie w postaci odchylenia standardowego
rozktadu Studenta o, to dla tego samego prawdopodobienstwa
95% otrzymamy wspo6lezynnik rozszerzenia mniejszy od 2 [10].
Obie sytuacje ilustruje rys. 3, wykonany na podstawie wla-
snych obliczen.

W metodzie typu B obliczania niepewnosci pomiaru niejedno-
krotnie wielkoéci wejsciowej przypisuje si¢ rozktad prostokatny.
taczac zatem informacje dotyczace wielkosci wyznaczanych na
podstawie danych pomiarowych i ptynacych z poza pomiaru
mozna przewidywac, ze rozkladem wynikowym bedzie rozklad
stanowiacy splot rozkladu normalnego z prostokatnym, two-
rzacy rozklad plasko-normalny [11]. W takiej sytuacji niepew-
no$¢ rozszerzona moze by¢ wyznaczona na podstawie:

U= kPN : U(?/) (7)
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Rys. 3. Wspoétczynnik rozszerzenia k dla niepewnosci rozszerzonej U
wyznaczonej dla prawdopodobienstwa p = 95%

Fig. 3. Coverage factor k for the expanded uncertainty U determined for the
probability p = 95%

gdzie wspolezynnik k, przybiera posta¢ kwantyla rozktadu pta-
sko-normalnego. Dla prawdopodobieristwa rozszerzenia p = 95%
wartosci tego wspolczynnika moga przyjmowaé wartosci z prze-
dziatu od &, = 1,96 do k., = 1,65, czyli w skrajnych przypad-
kach jak dla rozktadu normalnego lub prostokatnego.

6. Przyktadowy budzet niepewnosci

Wprowadzana zmiana bedzie miata wplyw na obliczenia budzetu
niepewnosci, szczegdlnie dla sktadowej opisywanej rozkladem
Studenta. Dla zilustrowania tej sytuacji postuzmy si¢ przyktado-
wym budzetem [12]. Jest nim budzet wzorcowania mikrometru,
przedstawiony w postaci tabeli 1. Réwnanie pomiaru, dotyczace
bledu wskazania mikrometru, zawiera cztery skladowe, z ktérych
kazda opisana innym rozkladem prawdopodobienstwa:

Tabela 1. Budzet niepewnosci wzorcowania mikrometru
Table 1. Uncertainty budget for micrometer calibration

Pawet Fotowicz

e=1+5l—1,-dl, )

gdzie: | — dlugosé plytki zmierzona mikrometrem, 01— rozdziel-
czo$¢ pomiaru mikrometrem, [ — diugos¢ plytki wzorcowej,
0l,— poprawka temperaturowa.

Pierwsza skladowa opisana jest rozkladem Studenta z liczba
stopni swobody v = 4. Odchylenie standardowe eksperymen-
talne éredniej, zdefiniowane wzorem (1), daje w wyniku war-
to$¢ 0,32 pm. Natomiast dla odchylenia standardowego rozkladu
przypisanego tej wielkosci, okredlonego wzorem (3), daje wartosé
0,45 nm. Stosujac te wartosé¢ jako miare niepewnosci standardo-
wej zwiazanej z pierwszg skladowa, otrzymamy zmodyfikowany
budzet niepewnosci (tab. 2). Na tej podstawie niepewnos$é stan-
dardowa zwiagzana z wielkoscia wyjsciowa wyniesie u(e) = 0,62 pm
i bedzie wieksza od zlozonej niepewnosci standardowej zwiazanej
z tg wielkodci, ktéra wynosi u (e) = 0,54 ym (tab. 1). Te same
wartosci niepewnosci, co w tab. 2, mozna uzyskaé stosujac do
obliczenn metode Monte Carlo.

7. Podsumowanie

Celem przewidywanych zmian w Przewodniku wyraZania nie-
pewnosci pomiary jest ujednolicenie sposobu jej obliczania i uzy-
skanie poréwnywalnoéci wynikéw tych obliczent niezaleznie od
zastosowanej techniki obliczeniowej, z jednoczesnym utrzyma-
niem w mocy podstawowego rozwiazania, jakim jest prawo
propagacji niepewnosci. Promowana obecnie przez JCGM
metoda propagacji rozkladéw, jako metoda odniesienia do
wykonywanych obliczenn niepewnosci pomiaru, przy realizacji
technika Monte Carlo powoduje rozbieznosci w obliczeniach.
Wprowadzona modyfikacja obliczania niepewnosci standardo-
wej w postaci odchylen standardowych rozkladéw zwigzanych
wielko$ciami wejsciowymi wyeliminuje te rozbieznosci.

Symbol Estymata Niepewnosé¢ Rozktad Wspotezynnik Udzial niepewnodci
wielkosci wielkosci standardowa prawdopodobienstwa wrazliwosci P
l 20,001 mm 0,32 pm Studenta (v = 4) 1 0,32 pm
ol 0 mm 0,41 pm trojkatny 1 0,41 pm
I, 20,0002 mm 0,05 pm normalny 1 0,05 pm
ol 0 mm 0,14 pm prostokatny 1 0,14 pm
e 0,0008 mm 0,54 pm
Tabela 2. Budzet niepewnosci wzorcowania mikrometru po modyfikacji
Table 2. Modifying uncertainty budget for micrometer calibration
Symbol Estymata Niepewnosé Rozktad Wspotezynnik Udzial niepewnodci
wielkosci wielko$ci standardowa prawdopodobienstwa wrazliwosci e Pewnose
l 20,001 mm 0,45 pm Studenta (v=4) 1 0,45 pm
ol 0 mm 0,41 pm trojkatny 1 0,41 pm
l, 20,0002 mm 0,05 pm normalny -1 0,05 pm
ol 0 mm 0,14 pm prostokatny -1 0,14 pm
e 0,0008 mm 0,62 pm
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Prawo propagacji niepewnosci stanowi podstawowy sposob
obliczania niepewnosci standardowej zwiazanej z menzurandem,
jest zrozumiale i proste w zastosowaniu, za pomocg prostej for-
muty analitycznej. Natomiast propagacja rozkladéw wymaga
zastosowania zlozonej procedury numerycznej opartej o gene-
rator liczb losowych i przez to moze by¢é mniej chetnie stoso-
wana w praktyce laboratoryjnej. Jednakze mozliwos¢ eliminacji
rozbieznosci wynikéw obliczenn niepewno$ci rozszerzonej przy
zastosowaniu obu technik obliczeniowych poprawi jakos¢ dziatan
zwiazanych z opracowaniem danych pomiarowych.
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Moditying the Approach for Calculating the Measurement

Uncertainty

Abstract: Joint Committee for Guides in Metrology JCGM proposed the change of an approach for
calculating the measurement uncertainty using the law of propagation of uncertainty. The purpose

is a comparison between the results of a standard uncertainty calculation of the output quantity

with the use of the law of propagation and applying the propagation of distributions using a Monte
Carlo method. In the article a results of the adoption of new approach for calculating the standard
uncertainty of the measuring instrument error is presented.

Keywords: measurement uncertainty, law of uncertainty propagation, propagation of distributions
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