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Streszczenie

W artykule dokonano analizy wzoréw na obliczanie nat¢zenia promienio-
wania (egzytancji) w okreslonym pasmie dtugosci fali. Aby zautomatyzo-
wacé proces obliczen stworzono w jezyku c# autorski program komputero-
wy. Rozwiazano przyktadowe zadania poréwnujac obliczenia odr¢czne
z otrzymanymi w stworzonej aplikacji.

Stowa kluczowe: termowizja, funkcja ciata czarnego, prawo Plancka.

A program for calculation of temperature
radiation of objects

Abstract

The paper focuses on the analysis of equations for calculation of the
radiation temperature of objects in the specified wavelength range.
The application is written in Visual Studio 2010 Express which uses the
language C#. It automates the calculations of the radiation intensity. The
presented examples show that the results obtained from software and
manual calculations are the same. The program uses the equation for
Planck's law and the Stefan-Boltzmann law in the calculations [1].
Additionally, a chart presenting the radiation intensity for selected
temperature is created. In the calculation the user can specify the following
parameters: the object temperature, the wavelength range, the emissivity
and surface area of the object. Use of the software allows for easy
identification of the percentage of visible light, relative to the total radiation
emitted by the object. The application can be used as a simple research tool
and as an educational element to visualize the temperature characteristics of
objects. It can be a popular tool because it does not need to be installed and
requires only free Windows NET Framework to work.

Keywords: infrared thermography, blackbody radiation function, Planck’s
law.

1. Wstep

Promieniowanie cieplne emituje kazde cialo, ktérego tempera-
tura jest wyzsza do 0 K, czyli temperatury zera absolutnego.
Obiekty, ktorych temperatura jest nizsza od 500 °C emitujg pro-
mieniowanie znajdujace si¢ prawie catkowicie w zakresie promie-
niowania podczerwonego. Powyzej tej temperatury czg$¢ promie-
niowania lezy juz w zakresie promieniowania widzialnego, co
sprawia, ze jest on postrzegany w §wietle widzialnym jako goracy.
Zaleznie od temperatury ciato przybiera inng barwg, co pozwala
w przyblizonym stopniu okresli¢ jego temperaturg [1]. Informacja
o tym jaki procent calkowitego promieniowania stanowi promie-
niowanie widzialne wydaje si¢ by¢ interesujaca, tym bardziej, ze
do tych obliczen stworzono odpowiednie tablice [2]. Stosujac
przedstawiona nizej autorska aplikacje, mozna szybciej i doktad-
niej dokona¢ odnos$nych obliczen. Pod koniec XIX wieku na-
ukowcy starali si¢ okresli¢ wzor opisujacy natezenie promienio-
wania obiektu b¢dacego funkcja dtugosci fali oraz temperatury.

W roku 1900 wtasciwy wzor zostal przedstawiony przez Maxa
Plancka. Planck opracowal swdj wzoér na widmowe natgzenie
promieniowania dla ciala czarnego w sposob intuicyjny, niejako

zgadujac jego poprawna formule. Przez swoje odkrycie z roku
1900 wyprzedzit on o kilka lat nauke i technike [2].

2. Réwnania okreslajace natezenie
promieniowania

Podstawowym wzorem wykorzystywanym do obliczenia nate-
Zenia promieniowania ciata czarnego jest prawo Plancka [3, 4, 5]:

Tl

gdzie: ¢ = 299 792 458 £ 1,2 m/s - predkos¢ swiatta w prozni;
h = (6,626176 +0,000036)-10°* W-s? - stata Plancka; k = (1,380662
£0,000044)102 Ws/K - stata Boltzmanna; ¢, =2-7-h-c* - pierw-

sza stata promieniowania; ¢, =h-c/k - druga stala promieniowa-

My(A,T)= @)

nia.
Catkowanie wzoru Plancka w pelnym zakresie prowadzi do
otrzymania wzoru okreslajacego prawo Stefana-Boltzmana [1, 4]:

M,(AT)=0, T ©)

2-7° k!
15-h° - ¢?
- stala Stefana-Boltzmanna promieniowania ciata czarnego.

Niekiedy istnieje potrzeba obliczenia udziatu promieniowania
ciata w danym przedziale (pasmie) dtugosci fali 4,4, w odniesie-
niu do catkowitego natgzenia promieniowania ciala czarnego,
wysytanego we wszystkich dlugosciach fal. Mozna tego dokonac
poprzez calkowanie wzoru Plancka (1) w tym zakresie dlugosci
fali [3, 5, 6]:

gdzie: o, = =(5,67032 £ 0,00071) - 10 W /(m* - K *)

M (A +2,T) = j M (A, T)dA = TMO(/L T)dA— j M (A, T)dA =

A A
e [M, (2, 1)dr [ M,(2,T)dA ©)
[m,,1)ar| X - -
4=0 IMU (A4, T)dA IMU (A, T)dA
2=0 A=0

o, -T*-[F(4,-T)-F(4-T)]

4
M.,

gdzie F(4,-T)== e jest bezwymiarows, stablicowa-
o -

ng funkcja udzialu nat¢zenia promieniowania ciata czarnego,
w przedziale fali 0+1;, w odniesieniu do catkowitego nat¢zenia
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promieniowania ciala czarnego, wysytanego we wszystkich diu-
gosciach fali. Zwana jest krotko funkcja promieniowania ciata
czarnego (ang. blackbody radiation function). Wartos¢ tej funkcji
mozna obliczy¢ analitycznie za pomocg wzoru przyblizonego [5]:

I ¢,
X=—"—
AT

i

- jesli x>2, to:

F(/l,.«T)zllj-ie)(p](;)g.)~{[(jx+3)«jx+6]-jx+6} @
=0

- jesli x<2, to:

x+£_ x* N x° _ x*
3 8 60 5040 272160 13305600

F(/1i~T)=1—1—3-x3 .(1_
T

Wartosci funkcji promieniowania ciata czarnego dla wybranych
argumentow podano w tabeli 1 [5]. Wykorzystanie tablic utatwia
obliczenia jednak wiaze si¢ to z pewnym przyblizaniem wynikow.

Tab. 1. Wartosci funkcji promieniowania ciata czarnego F(4; ‘T) dla wybranych
argumentow /; -7, pmK [5]

Tab. 1. The values of the blackbody radiation function F(4; -7) for selected
arguments 4; -7, umK [5]

2T, pmK F(4:'T) AT, pmK F(Z:'T)
555,6 0,170-107 1666,7 0,02537
666,7 0,756-10° 17778 0,03677
7222 0,106-10" 1888,9 0,05059
888,9 0,738-10" 2000,0 0,06672
1000,0 0,321-107 2111,1 0,08496
1111,1 0,00101 22222 0,10503
12222 0,00252 23333 0,12665
13333 0,00531 24444 0,14953
1444.4 0,00983 2555,6 0,17337
1555,6 0,01643 2666,7 0,19789

Tab. 2. Wartosci natezenia promieniowania ciata czarnego M,(h+Ay,T), W/m?, dla
wybranych szerokos$ci pasma czuto$ci detektora 4,41, oraz temperatury 7'

Tab. 2. The values of the intensity of blackbody radiation M,(4,+,,T), W/m?, for
selected detector bandwidth sensitivity 4,54, and temperature 7'

Arths

T,K

3+5 8+14 0+0
300 5.85 173 459
310 8,33 200 524
373 50,9 429 1097
500 526 1160 3543
750 5800 3340 17940

3. Program komputerowy

W celu zautomatyzowania obliczen zwigzanych z wyznacza-
niem natgzenia promieniowania w okreslonym zakresie utworzono
aplikacje komputerowa, napisang w $rodowisku Visual Studio
2010 Express z wykorzystaniem jezyka c#.

Danymi wejsciowymi do programu sa: przedziat dtugosci fali,
emisyjno$¢ oraz powierzchnia promieniowania obiektu. Oblicza-
nie nat¢zenia promieniowania jest mozliwe do wykonania dwoma
sposobami. W pierwszym calkowany jest wzor Plancka metoda
trapezow. Stosujac inne metody catkowania np. metodg prostoka-
tow czy Simpsona uzyskano bardzo zblizone wyniki. Drugi spo-
sob polega na wykonaniu obliczen, wykorzystujagc prawo Stefana-
Boltzmanna — wzor (3).

Dodatkowym atutem programu jest generowanie wykresu nate-
zenia promieniowania dla okreslonej temperatury z zaznaczeniem
pasma w ktérym natgzenie jest obliczane.
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Rys. 1. Aplikacja komputerowa
Fig. 1. The desktop application

4. Przyktadowe obliczenia

Aby przedstawi¢ dziatanie aplikacji wykorzystano przyktady
dostepne w monografii [3].

Przyklad 1. Obliczy¢, jaki procent wysytanego promieniowania
przez wtdkno wolframowe zaroéwki o temperaturze 7' = 2500 K
lezy w zakresie promieniowania widzialnego.

Rozwigzanie: Promieniowanie widzialne znajduje si¢ w prze-
dziale dhugosci fali od 4;= 0,35 um do 1,= 0,75 pum. Wykorzystu-
jac tabele 1 oraz przyjmujac temperaturg¢ obiektu 7' = 2500 K
otrzymuje si¢ odpowiednio: dla 4,-7 = 0,35-:2500 = 875 um-K
a stad funkcja promieniowania ciala czarnego wyniesie F(4;-T) =
0,00006, za$ dla 1,-7 = 0,75-2500 = 1875 um-K, a stad F(1,'T) =
0,05050. Uwzgledniajac wzor (3) otrzymuje sie F(4,'7) - F(A4;T) =
0,5044. Zatem okolo 5,04 % energii wysylanej przez wiokno
wolframowe zarowki o T'= 2500 K lezy w zakresie promieniowa-
nia widzialnego.

Wykorzystujac do przyktadu mozliwosci aplikacji, po zadaniu
odpowiednich danych wejsciowych, otrzymuje si¢ wyniki jak na
rysunku 2 oraz 3.

T = 2500 K -
dmax = 1,16 pm

Mo (0-=, 2500) = 2214967,28 W/m"2
Momax = 1255859, 38 W/pm/m~2/K"5

Mo (0,35-0,75,2500) = 108551,84

W/m"~2

Mo (0,35-0,75,2500) /Mo (0-=,2500) =
4,9 %

Rys. 2. Wyniki dla przyktadu 1
Fig. 2.  The results for example 1
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Rys. 3.  Wykres dla przyktadu 1
Fig. 3. The chart for example 1
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Wiyniki z obu obliczen sa zblizone do siebie. Nalezy mie¢ jed-
nak na uwadze, ze program catkuje wzor Plancka bedacy wzorem
idealnym, dlatego wynik 4,90% jest doktadniejszy.

Dla poréwnania przeanalizowano przypadek w ktéorym ciato
bedzie posiadato temperature 7= 850 K. Z obliczen wynika, ze
wtedy nate¢zenie promieniowania w zakresie widzialnym bedzie
wyniosto 0,01 W/m?, co byto bliskie zeru procent zakresu catko-
witego. Niemniej jednak taki obiekt bylby juz postrzegany
w zakresie widzialnym jako goracy.

Przyklad 2. Obliczy¢ procentowy udzial promieniowania
dwoch obiektéw (cial czarnych) o temperaturach 7; = 300 K oraz
T, =500 K wysylanego do detektora kamery termowizyjnej, pra-
cujacego w zakresie widmowym 4; = 8 pm oraz A,= 14 um (4,4,
= 8+14 pm), w odniesieniu do detektora pracujacego w pelnym
zakresie widmowym A;+4,= 0+oo pm.

Rozwigzanie: Na podstawie tabeli 2 nalezy najpierw wyznaczy¢
warto$ci natgzenia promieniowania ciata czarnego dla podanych
pasm czuto$ci detektora oraz temperatury. Wynosza one odpo-
wiednio M,(8+14,300) = 173 W/m? oraz M,(8+14,500) = 1160
W/m®. Nastepnie, wykorzystujac dane z tabeli 2, mozna wyzna-
czy¢ warto$¢ natgzenia promieniowania ciala czarnego dla
Ar+A; = 00 pum oraz tych samych temperatur. Otrzymuje sig:
M,(0+0,300) = 459 W/m> oraz M,(0+,500) = 3543 W/m’.
Poszukiwane  procentowe udzialy = promieniowania  tych
obiektow w poszczegdlnych pasmach promieniowania oraz tem-
peraturach wynosza odpowiednio: M, (8+14,300)/M,(0+x,300) =
(173/459)-100 = 37,7% oraz M,(8+14,500)/M,(0+x,500) =
(1160/3543)-100 = 32,7%.

Ponownie pordwnano obliczenia z wynikami z aplikacji kom-
puterowej, otrzymujac wyniki jak na rysunku 4.

=300 x -
imax = 9,66 um

Mo (0-=,300) = 459,3 W/m"2

Momax = 31,25 W/pm/m~2/E"5

Mo (8-14,300) = 172,6 W/m"2

Mo (8-14,300) /Mo (0-=,300) = 37,58 %

T = 500 K

Amax = 5,8 um

Mo (0-=,500) = 3543,95 W/m"2

Momax = 401,88 W/pm/m"2/K"5
Mo (8-14,500) = 1159,73 W/m"2
Mo (8-14,500) /Mo (0-=,500) = 32,72 %

Rys. 4. Wyniki dla przyktadu 2
Fig. 4.  The results for example 2

W tym przypadku wyniki obliczen wykonanych za pomoca
obydwoch metod sa poréwnywalne.

Przyklad 3. Obliczy¢ warto$¢ mocy cieplnej wysytanej przez
obiekt o emisyjnosci 0,9 oraz powierzchni promieniowania réwnej
2 m?, ktérego temperatura wynosi 750 K. Dodatkowo, okresli¢
warto$¢ natezenia promieniowania, docierajagcego do detektora
dhugofalowej kamery termowizyjnej, pracujacej w zakresie A+, =
8+14 pm.

Rozwigzanie: Na podstawie tabeli 2 nalezy wyznaczy¢ warto$é
natezenia promieniowania ciata czarnego dla A;+4, = 0+co um dla
temperatury 750 K. Otrzymuje sig: M,(0+0,750) = 17940 W/m?.
Ta sama wartos¢ mozna uzyska¢ bezposrednio ze wzoru (2).
Warto$¢ mocy cieplnej wynosi: P = 17940-2 = 35880 W. Po
uwzglednieniu emisyjnosci ostatecznie otrzymuje sig: 35880-0,9 =
32292 W. Aby obliczy¢ natgzenie promieniowania docierajace do
detektora kamery dlugofalowej, nalezy takze skorzystac z tabeli 2.
Otrzymuje sie: M,(8+14,750) = 3340 W/m>. Po uwzglednieniu
emisyjnosci obiektu otrzymuje sig: 3390-0,9 = 3006 W/m>.

Wprowadzajac dane zadania do autorskiego programu kompu-
terowego otrzymuje si¢ wyniki jak na rysunku 5. Mozna roéwniez
przeanalizowa¢ przebieg funkcji natgzenia promieniowania dla
ciatla czarnego o temperaturze takiej jak temperatura obiektu
(rysunek 6).

=750 x -
dmax = 3,86 um

Mo (0-=,750) = 17941,23 W/m"2

Momax = 3051,74 W/pm/m"2/K"5

Mo (8-14,750) = 3335,14 W/m"2

Mo (8-14,750) /Mo (0-=,750) = 18,59 %

uwzgledniajac emisyinosc:
M(0-w,750) = 16147,11 W/m"2
M(8-14,750) = 3001,63 W/m"2

uwzgledniajgac pole powierzchni:
P(0-=,750) = 32294,22 W
P(8-14,750) = 003,26 W

Rys. 5. Wyniki dla przyktadu 3
Fig. 5.  The results for example 3
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Rys. 6. Wykres dla przyktadu 3
Fig. 6.  The chart for example 3

Wyniki koncowe sa zgodne w obydwodch sposobach rozwiaza-
nia przyktadu.

5. Whnioski

Stworzony program komputerowy jest intuicyjny, fatwy w ob-
shudze, a co najwazniejsze umozliwia otrzymanie w krotkim cza-
sie prawidlowych wynikéw, bez potrzeby korzystania z dodatko-
wych tabel. Atutem programu jest takze mozliwo$¢ wizualizacji
przebiegu natezenia promieniowania (egzytancji) ciala czarnego
dla okreslonej temperatury z wyrdznionym zakresem dla ktérego
nastepuja obliczenia.
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