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Piotr FRACZAK"

POMIAR I OBLICZANIE SYMULACYJNE MOCY
W OBWODACH TROJFAZOWYCH

W pracy zamieszczono opis analityczny mocy pozornej zespolonej w postaci macie-
rzowej, obwodu trojfazowego, trojprzewodowego przy symetrycznym zasilaniu. Do opis
mocy pozornej zespolonej rozpatrywanego obwodu zastosowano napigcia i prady miedzy-
fazowe. Ponadto w analizowanym obwodzie trdjfazowym trojprzewodowym uj¢to moc
pozorng zespolong za pomocg napi¢¢ migdzyfazowych i pradéw przewodowych. Wyzna-
czong analitycznie moc obwodu trojfazowego trojprzewodowego dodatkowo zmierzono
dwoma miernikami cggowymi. Zmierzong moc (czynna, bierna i pozorna) miernikiem
cegowym uktadu trojfazowego trojprzewodowego pordwnano z mocg wyznaczong w pro-
gramie numerycznym Mathcad.

SEOWA KLUCZOWE: obliczanie mocy uktadow trojfazowych, Mathcad, miernik ce-
gOowy mocy.

1. WSTEP

Do pomiaru mocy czynnej i biernej w uktadach trojfazowych przy symetrycz-
nym zasilaniu mozna zastosowa¢ watomierze. Sposob wlaczania cewki pradowe;j
1 cewki napigciowej watomierza wynika ze wzordéw opisujacych moc czynna lub
bierng. W niniejszej pracy ograniczono si¢ do analizy mocy wydzielanej w obwo-
dach trojfazowych trojprzewodowych przy symetrycznym i niesymetrycznym ob-
cigzeniu. W przypadku pomiaru mocy czynnej w obwodach trojfazowych troj-
przewodowych przy symetrycznym i niesymetrycznym obcigzeniu. stosuje si¢
metode dwoch watomierzy [1, 4, 7]. Cewki pradowe watomierzy wlaczamy do
dwoch faz, a konce cewek napigciowych do trzeciej pozostatej. Suma wskazan
dwoch watomierzy rowna si¢ mocy czynnej pobieranej przez uktad trdj fazowy.
Natomiast do pomiar mocy biernej w obwodach trojfazowych tréjprzewodowych
przy symetrycznym i niesymetrycznym obcigzeni stosujemy trzy watomierze,
cewki pradowe watomierzy wlaczamy do trzech faz, a cewki napigciowe do od-
powiednich napig¢ migdzyfazowych. Moc bierna takiego uktadu stanowi sumg
wskazan watomierzy podzielonej przez pierwiastek z trzech.
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Celem pracy jest przedstawienie pomiaru mocy czynnej, biernej i pozorne;
w uktadach trdjfazowych trojprzewodowych miernikiem cggowym oraz porow-
nanie warto§ci mocy zmierzonej z warto$cig mocy obliczonej w programie nume-
rycznym Mathcad [2, 3, 5, 6].

2. OBLICZANIE MOCY W OBWODACH TROJFAZOWYCH

2.1. Opis analityczny mocy pozornej zespolonej w zapisie
macierzowym obwodu tréjfazowego tréjprzewodowego

Opis mocy pozornej zespolonej obwodu trojfazowego trojprzewodowego
przeprowadzono w oparciu o jego schemat zastgpczy, ktory zamieszczono na
rys. 1.
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Rys.1. Schemat obwodu tréjfazowego trojprzewodowego przy symetrycznym zasilaniu
i z odbiornikiem potaczonym w niesymetryczny trojkat

Rozpatrywany obwod zasilany jest trojfazowym symetrycznym uktadem napigc
fazowych. Przyjmujac napiecia fazy U, za podstawowe uzyskujemy naste¢pu-
jace rownanie napi¢¢ migdzyfazowych w postaci macierzowe;:

Up I 0 01\U, 3

Upc |=|0 a 0| (_]A'\/g (1
Uca 0 0 a||Us3
J3 1 j3

1 .
przy czym:. a =—3+T— operator obrotu o kat 2-7/3; a’ =_3___

operator obrotu o kat 4-7/3.
Uwzgledniajac zwrot strzatek napig¢ miedzy fazami (rys. 1), napiecia miedzyfa-
zowe Up,, Urp 1 U 4 mozna ujgé macierzowo:
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Ugy ~U 45
QCB = _QBC ()
QAC _QCA

Zapisujac impedancje migdzyfazowe Zg,, Z-p 1 Z -, W postaci macierzy dia-
gonalnej oraz wykorzystujac wektor napig¢ migdzyfazowych (1), tworzymy row-
nanie macierzowe wigzgce prady migdzyfazowe I,, I-5 1 I, zimpedancjami
miedzyfazowymi oraz napigciami miedzyfazowymi w postaci:
Z;y 0 0 Lp Uz
0 Zgc 0 |'|Ipc |=|Uspe 3)
0 0 Zpcl||Lcy| LYUsc
stad
Lig| [Zy 0 0o T'[u B
Ipc |=| 0 Zpc 0 Uspc 4)
1Ly 0 0 Zea] [Ucu
Na podstawie I prawa Kirchhoffa dla weztow A4, B i C (rys. 1) tworzymy uktad

roOwnan wigzacych prady fazowe z pradami migdzyfazowymi w postaci rownania
macierzowego:

1, 1 0 -1 |14
Ip |=|-1 1 0| Ig (5
I, 0 -1 1

~

L ca

Z kolei mnozac macierz diagonalng impedancji, prady miedzyfazowe (4) w po-
staci macierzy diagonalnej oraz wektor pradéw migdzyfazowych zespolonych,
otrzymujemy wektor mocy pozornej zespolonej galezi w postaci macierzowe;j:

I*
Sig| [Zss 0 0 ||Lsz 0 A
Sge|=| 0 Zpe 0 || 0 Ize 0 ||Ipe (6)
S 0 0 Z .
Spc £c4 0 0 Iy Ik,

2.2. Wyznaczanie mocy w obwodzie trojfazowym tréjprzewodowym
w ujeciu ukladu pomiarowego Aarona {(14, Uac) i ( I, Usc)}

W celu obliczenia mocy pozornej zespolonej obwodu trojfazowego trojprze-
wodowego, ktora ujmuje metoda dwoch watomierzy (miernikow cegowych),
roOwnanie macierzowe (6) zapisano w postaci rownania:
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S=85+Spc+Scs=Uyp L yg+Upc L'pe +Ucy L'cy (7

W obwodach trojfazowych trojprzewodowych symetrycznych i niesymetrycz-
nych jest spelniona zaleznos¢:

Uup+Upc+Ucy =0 8)
skad
Upp=—(Upc+Ucy) )
Podstawiajac warto$¢ U ;5 do rownania (7) otrzymujemy wzor na moc w postaci:
SI=—=(Upc +Ucy)- L 45 #Upc - L'pc +Ucy - I'cy (10)
Porzadkujac rownanie (10) uzyskujemy:
§]=l_]CA(i*CA _fAB)+QBc(fBC _l*AB) (11)
Poniewaz jednak (I prawo Kirchhoffa dla wezta C, rys. 2)
Ley=Lpe+1c (12)
oraz (I prawo Kirchhoffa dla wezta C, rys. 2)
Lpe=L 5+ (13)
wiec

§1 = QCA (IkAB _Z*A _l*AB)+QBc(l*AB '/'fB _l*AB) (14)

Po uporzadkowaniu rownania (14) oraz uwzglgdnieniu zwrotu napi¢¢ miedzyfa-
zowy uzyskano wzor na moc zespolona:

SI1=U,c- 1"y +Upc Iy (15)

Rys. 2. Schemat uktadu pomiarowego mocy w obwodzie trdjfazowym trojprzewodowym metoda
Arona [(L4,_Uac) 1 ( Is, Upc)]

2.3. Wyznaczanie mocy w obwodzie trojfazowym tréjprzewodowym
w ujeciu ukladu pomiarowego Arona {(14, U4p) oraz ( Ic, Ucg)}

Celem pracy jest przedstawienie analizy obwodow rozgatezionych w trojkat.
Z rdwnania (5) wyznaczamy:
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Upc =—(Uyp +Ucy) (16)
a nastepie otrzymang zaleznos$¢ podstawiamy do roéwnania (7) otrzymujemy wzor
na moc w postaci:

S2=Uyp (Z*AB _Z*Bc) +Ucy (L*CA _Z*Bc) (17)
Poniewaz jednak (I prawo Kirchhoffa dla wezta B, rys. 3)
l*AB = l*Bc _l*B (18)
oraz (I prawo Kirchhoffa dla wezta C, rys. 3)
Ley=Lpc+ 1 (19)

wiec
§2= l_]AB (- _l*B + EBC _l*Bc )+ QCA ( l*Bc +£*c _l*BC ) (20

Po uporzadkowaniu rownania (20) oraz uwzglednieniu zwrotu napi¢¢ migdzyfa-
zowy uzyskano wzdr na moc zespolona:

* *
S§2=Upy L' p+Ucy L (21
I,

A e A Le

:(; U
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Rys. 3. Schemat uktadu pomiarowego mocy w obwodzie trdjfazowym trojprzewodowym metoda
Aarona [14, Uag) i (Ic, Ucs)]

2.4. Wyznaczanie mocy w obwodzie tréjfazowym tréjprzewodowym
w ujeciu ukladu pomiarowego Aarona {(Iz, Up4) i (Ic, Uca)}

Prezentacja twierdzen o wzajemnosci oczkowe polegata na opisie analitycz-
nym obwodu elektrycznego rozgatgzionego macierzowo metoda pradéw oczko-
wych Maxwella (w zapisie liczb zespolonych) [1, 3, 8]. Rownanie macierzowe
(1). Z réwnania (5) wyznaczamy:

Ucy=—(Uyp+Upc) (22)

a nastepie otrzymang zaleznos$¢ podstawiamy do réwnania (7) otrzymujemy wzor
na moc w postaci:
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S3=Uup(L 15 —L'cy)+Upc(L'pc—1'cy) (23)
Poniewaz jednak (I prawo Kirchhoffa dla wezta 4, rys. 4)
Iyp=Lcy+ Ly (24)
oraz (I prawo Kirchhoffa dla wezta C, rys. 4)
Z*Bc = IsCA _l*c (25)

wiec
S3=Up( Lyt Ly =Lcy)#Upc(Ley=Lc=L'cy)  (26)

Po uporzadkowaniu rownania (26) oraz uwzglgdnieniu zwrotu napi¢¢ migedzyfa-
zowy uzyskano wzor na moc zespolona:

S3=U,p 'y +Ucp I'c (27)
L
R A
A e L
uEA UAB
B \/ Zpg /\
I
I = Zet
C { : B
L% L W

Rys. 4. Schemat uktadu pomiarowego mocy w obwodzie trdjfazowym trojprzewodowym metoda
Aarona [(Is, Usa)i(Ic, Uca)]

3. POMIAR MOCY W OBWODACH TROJFAZOWYCH
TROJPRZEWODOWYCH MIERNIKAMI CEGOWYMI

Pomiar mocy (czynna P, bierna Q , pozorna S' ) w obwodzie trojfazowym troj-
przewodowym przeprowadzono zgodnie z metodg dwdch watomierzy miernikiem
cegowym (BM157s 3phose Power-Clamp, BM157 & BM357). Stosownie do uzy-
tego miernika cggowego przyjeto opcje pomiaru mocy w instalacjach 3-fazowych
3-przewodowych (3-3W) z niezrdwnowazonym obcigzeniem. Opcja ta sprowadza
si¢ do nastepujacych czynnosci:

— Woybra¢ funkcje pomiaru mocy (przycisk 3W-4W).

— Zacisng¢ cegi pomiarowe na pierwszym przewodzie instalacji 3-fazowej zgod-
nie ze wskazaniem wys$wietlacza (A) L1. Koncowke czarnego przewodu po-
miarowego (gniazdo COM) podtaczy¢ do przewodu fazowego L3 a koncowke
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czerwonego przewodu pomiarowego(gniazdo +) podtaczy¢ do przewodu fazo-
wego L1 zgodnie z wskazaniem wyswietlacza (V) 3-1.

— Po ustabilizowaniu si¢ wyniku pomiaru na wyswietlaczu nalez wcisna¢ przy-
cisk (J).

— Zacisng¢ c¢gi pomiarowe na przewodzie fazowym L2 instalacji 3-fazowe;j
zgodnie ze wskazaniem wys$wietlacza (A) L2. Koncowke czarnego przewodu
pomiarowego (gniazdo COM) podtaczy¢ do przewodu fazowego L3 a kon-
cowke czerwonego przewodu pomiarowego (gniazdo +) podiaczy¢ do prze-
wodu fazowego L2 zgodnie z wskazaniem wyswietlacza (V) 3-2.

— Po ustabilizowaniu si¢ wyniku pomiaru na wyswietlaczu nalez wcisna¢ przy-
cisk ().

— Na wyswietlaczu pojawi si¢ catkowita warto$¢ wyliczonej mocy w mierzone;j
instalacji 3-fazowej oraz symbol A L1 L2 L3.

Pomiary mocy obwodu tréjfazowego trojprzewodowego dokonano wymienio-

nym miernikiem cggowym dla trzech réznych ukladéw pomiarowych (rys. 1,

rys. 2, rys. 3). Wyniki pomiaré6w mocy zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1. Wyniki pomiaréw i obliczen mocy obwodu trojfazowego dla trzech réznych
uktadow potaczen miernikdéw cegowych.

Uklad Moc czynna Moc bierna Moc pozorna
L.p. | pomiarowy
. W var VA
lub/wzbr/

1 Rys. 2 P=242 Q=-28 S=244
2 1%5) P=24,171 Q=-2,991 S =24,356
3 Rys. 3 P=24,0 Q=-29 S=24,1
4 21 P=24,171 Q=-2,991 S =24,356
5 Rys. 4 P2=24,1 Q=-28 S=243
6 27 P=24,171 Q=-2,991 S =24,356

4. OBLICZENIA SYMULACYJNE MOCY W OBWODACH TROJ-
FAZOWYCH TROJPRZEWODOWYCH W PROGRAMIE NUME-
RYCZNYM MATHCAD

Obliczenie symulacyjne mocy (czynna P, bierna Q , pozorna S ) w obwodzie
trojfazowym trojprzewodowym przeprowadzono zgodnie z metodg dwdch mier-
nikow cegowych (watomierzy). Analize obliczeniowg mocy w rozpatrywanym
obwodzie przeprowadzono dla trzech réznych uktadow polaczen miernikow ce-
gowych. Ponadto przeprowadzone obliczenia mocy obwodu troéjfazowego zwery-
fikowano obliczeniami wykonanymi w oparciu o pradu i prady miedzyfazowe
W zapisie macierzowym.
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" Mathcad - [Pomiar i obliczanie symulacyjne mocy w uktadach tréjfazowych]

W) File Edt View Insert Format Tools Symbolics Window Help

BAEH=ENgs D-2E@ SRAY @ MY = &0 o v
B %, X' Xl fG) MO M mea 243 Bx7 Bu Normal [ Times New Roman viu ¥ B 7z v [EE=E ==
Dane:

i=1 a=:%1+# C=2582-10"°F £=50 Hz
I

XC =:m Q I;]A =30V Rl =:310 Q R2 =:340 Q
Zyg =Ry Zpc =R +X Zpc =R,
U] 10 0][u,

Upc |[=:]0 a® 0| Uy 3

| Uca 0 0 a]|Us3

Upa| [-Uss

Ucg [=| ~Upc

Uac] [“Uca

T ¢ 1

Las Zyg O 0 Uas
Ipc |=| 0 Zge O Ugc
Teal L 0 0 Zcy Uca
1A 1 0 -1]|1las

Lc 0 =1 1] |Ica

Obliczanie mocy (15) obwodu tréjfazowego (schemat obwodu, rys. 2)
S1=Upe [Re(l )+ ()Im(IL 4)]+ Upc -[Re(L g+ (-)Im(1 p)]
S1=24.171-2.991-5] VA

P1=:Re(S1) > P1=24.171W

Ql=:Re(S1)—>Q1=-2.991var

S1=:{/P1’+QI> =S1=24.356 VA

Obliczanie mocy (21) obwodu tréjfazowego (schemat obwodu, rys. 3)
$2=U,ug - [Re(L A+ (-Im(L )]+ Ugy [Re(L )+ (-)Im(1 ¢)]
S2=24.171-2.991-j VA

P2=:Re(S2) > P2=24.171W
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Q2=:Re(S1)—>Q2=-2.991var

S2=:P2* +Q2* -S2=24.356VA

Obliczanie mocy (27) obwodu tréjfazowego (schemat obwodu, rys.4)

S3=:Ug, -[Re(L p)*+ (-Im(L p) |+ Uy [Re(d o)+ (-)Im(I )]

S3=24.171-2.991-j VA

P3=:Re(S3) > P3=24.171 W

Q3=:Re(S3) > Q3=-2.991 var

S3=:4/P3*+Q3* =S83=24.356 VA

Obliczanie sprawdzajace mocy obwodu 3-f (modyfikacja wzoru (6), [2])
Up ][ Re(Lap) + ()LL)

S4=:|Ucp | | Re(Ipc) +()Im(Ipe)
Uac Re(Icy ) +(:DIm(Icy)

S4=24.171-2.991-j VA

P4=:Re(S)—>P=24.171 W

Q4=:Re(S) > Q=-2.991 var S4=:/P4* +Q4* —S4=24356 VA

Press F1 for help. AUTO

T
72 Start

5. WNIOSKI

Miernik cggowy do pomiary mocy w uktadach tréjfazowych umozliwia bez-
inwazyjny pomiar mocy czynnej, biernej i pozornej bez dodatkowych obli-
czen.

Otrzymane wyniki pomiaru mocy (czynnej, biernej i pozornej) miernikiem cg-
gowym obwodu trojfazowego trojprzewodowego sg zgodne z wynikami mocy
uzyskanej] w wyniku obliczen symulacyjnych w programie numerycznym
Mathcad (tabela 1).

Obliczona moc (czynnej, biernej i pozornej) obwodu troéjfazowego trojprzewo-
dowego wedtug metody Aarona dla trzech réznych uktadow pomiarowych jest
jednakowa.

Prezentacja obliczen moc (czynnej, biernej i pozornej) w obwodach tréjfazo-
wych w oparciu o metod¢ pomiarowa Aarona w zapisie liczb zespolonych
w postaciach macierzowych w $rodowiskach programow numerycznych
Mathcad jest doskonala pomoca dydaktyczng w nauczaniu teorii obwodow
elektrycznych.
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MEASUREMENT AND CALCULATION SIMULATION
OF POWER IN THREE-PHASE ARRANGEMENT

The paper contains an analytical description of complex apparent power in matrix
form, three phase circuit, three-wire with symmetrical power supply. The description of
the apparent power of the considered circuit was made using phase-to-phase voltages and
currents. In addition, complex apparent power using phase-to-phase voltages and line cur-
rents was included in the three-phase circuit under analysis. The analytically determined
power of the three-phase three-wire circuit was additionally measured with two clamp
meters. The measured power (active, reactive and apparent) with a clamp meter of a three-
phase three-wire system was compared with the power determined in the Mathcad numer-
ical program.
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