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Wyznaczanie przeplywow Stokesa
w przewodach profilowanych
metoda elementéw brzegowych

1 Wstep

W pracy przedstawiono zagadnienie wyznaczania laminarnego, ustalonego przeptywu
cieczy lepkiej (przeptyw Stokesa) w profilowanych przewodach osiowo-symetrycznych
przy uzyciu metody elementéw brzegowych (MEB). Okreslenie ,,przewdd profilowany”
jest rozumiane dalej jako przewdd o przekroju kotowym, w ktérym wystepuja nagle
zmiany promienia przewodu (uskoki wymiaru poprzecznego) (rys. 1), dyfuzory
i konfuzory oraz inne lokalne przewg¢zenia i poszerzenia przewodu o réznym ksztalcie.
Prezentowana metoda rozwigzania zagadnienia przeptywowego przy uzyciu elementow
brzegowych umozliwia analize przeptywu przez osiowo-symetryczne przewody
ozmiennym profilu w przekroju wzdluznym coraz czesciej pojawiajace sie
w inzynierskich  konstrukcjach mikroskalowych, zagadnieniach przeptywowych
w biologii imedycynie oraz w inzynierskich zagadnieniach projektowania
i optymalizacji uktadéw i systeméw hydraulicznych. Klasyczne obszarowe metody
numeryczne, takie jak metoda elementéw skonczonych [1,2,3.4], metoda objetosci
skonczonych [5,6,7] i metoda réznic skonczonych [8], wymagaja budowy siatek
obliczeniowych. Przyktady stosowania nowoczesnych metod do rozwiazywania
zagadnien przeptywowych niewymagajacych budowy siatek znajduja  sie
w publikacjach [9,10,11].

Rys. 1. Przewdd osiowo-symetryczny z nagltym uskokiem przekroju
Fig. 1. Axi-symmetrical conduit with sudden change cross-section dimension
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Ustalony, laminarny, izotermiczny przeptyw cieczy lepkiej opisujg réwnania: réwnanie
Stokesa i réwnanie ciggtosci [12]:

_1lop
waz’
via=o, (1a)

gdzie u=u(u,u,u;) jest predkoscig ruchu cieczy, W oznacza lepkos¢ dynamiczna,
a dpfdz jest gradientem cisnienia wzdluz osi przewodu, (réwnanie (1) opisuje

Viu=gp , gdzie (§O=&Vp 1)

przeptyw Stokesa z pominigciem wektora sit masowych) z warunkiem brzegowym
wynikajacym z postulatu przyczepnosci ptynu do scianek materialnych ograniczajacych
przeptyw (warunek braku poslizgu cieczy na Sciance, rys. 2):
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oraz warunkiem opisujgcym rozktad predkosci w przekroju wlotowym i wylotowym
przewodu:
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Rys. 2. Przeplyw przez przewdd osiowo-symetryczny ze zmianq przekroju poprzecznego
(oznaczenia do analizy zagadnienia przeptywowego metodq elementéw brzegowych )

Fig. 2.Flow through axi-symmetrical conduit with change cross-section dimension
(denotements for flow problem analysis by the boundary element method)

2 Catkowe sformutowanie zagadnienia obliczeniowego
Catkujac réwnanie (1), otrzymuje sie catkowe sformutowanie zagadnienia w postaci:
1
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s
! @
o [ @G 0.0+ £ DGy 0o+ i@ B0 ]S
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gdzie: w,(q); wlq); w(q@) 1 fu(@); f(Q); filq) sa odpowiednio sktadowymi predkosci
i wektora naprezen lepkich w punktach: punkcie ustalonym p=(x.y;.z,) W obszarze (Q)
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i punkcie biezacym q=(x¢,yq.2q) catkowania po brzegu (S). W réwnaniach (2) rozwiazania
podstawowe G,.,(p.q) i E,..(p.q) sa odpowiednio réwne [13, 14]:

1 X X
Gmn(p’q)zamn[ JJ'_ mpq3 ”pq, pq :‘P—q
'pq 'pq

, h

gdzie Yupq, Xnpq OZNAczajg réznice wspdlrzednych punktéw ustalonego (p) i biezacego (q)
zgodne z indeksami funkcji G,,,(p,q), natomiast 3, jest deltg Kroneckera, oraz:
aGmn (P,Q)‘ + aGkn (pa Q)‘ -6 meq 'anq ’ kaq
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W réwnaniach (2) sktadowe wektora naprezenia bedacego skutkiem dzialania tensora

naprezenia  G,,, (p) =T, (P)— pd,,, Dna normalng do powierzchni dziatania sit

powierzchniowych sg réwne:

+
Np  Dmp

Sprowadzajac zagadnienie opisane réwnaniami catkowymi (1) do warto$ci brzegowych
w funkcji przyjetych warunkéw brzegowych (1*) i (1**), otrzymuje si¢ trzy niezalezne
réwnania catkowe wzgledem sktadowych wektora naprezen lepkich:

[ [0 @G0 (90 £ @) (P) + i (@) B (o) S =
N
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s P.qe S
Po wyznaczaniu gestosci f,,(q) na brzegu (S), skladowe predkosci u,,uy,u,, w obszarze ()
(pe Q.,qe §) mozna opisa¢ zwigzkami catkowymi:
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1
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Réwnania catkowe (2) rozwigzuje si¢ dyskretnie. Najprostszym przypadku realizacji
metody elementéw brzegowych jest przyblizenie powierzchni brzegowe] elementami
powierzchniowymi z lokalizacja w punkach kolokacji na elementach gestosci funkcji
wynikajace ze zdyskretyzowanych warunkéw brzegowych. W analizowanym zagadnieniu
dyskretyzacja dotyczy powierzchni przewodu oraz przekroju wlotowego i wylotowego,
a w punktach kolokacji tozsamych ze §rodkami geometrycznym elementdw tréjkatnych
zadano state wartosci funkcji brzegowych.

(5¢)

Po wyznaczeniu skladowych predkosci funkcje pradu Skokesa w przeplywie
osiowosymetrycznym definiowang jako:
10® 10® . 2 2
w,=—— , u,=——— gdzie: u, =4u,” +u,” , 6
Loror "oz 8 g * Y ©
wyznacza si¢ dyskretnie przez numeryczne catkowanie zwigzkéw dd=ru,dz i dP=ru.dr
w ortogonalnych plaszczyznach, osiowej i normalne;j.

3 Poréwnanie numerycznego rozwigzania 0Siowo-symetrycznego
przeptywu Stokesa z rozwiagzaniem analitycznym

i eksperymentem
Podstawowym zagadnieniem testowym w zakresie laminarnych osiowo-symetrycznych
laminarnych przeptywdéw jest optyw kuli jednorodnym strumieniem cieczy [12].
Zagadnienie to ma réwniez bogatg dokumentacje w sferze pomiaréw i wizualizacji
przeptywu.
Jakkolwiek przyjety do poréwnania obliczeniowej poprawnosci proponowanego
algorytmu obliczeniowego przypadek jest przeplywem zewnetrznym (oplywem bryty
materialnej cieczg lepka), to w kategoriach brzegowych réwnan catkowych przeptyw
wewnetrzny w przewodach i kanalach jest opisywany tymi samymi réwnaniami
catkowymi z identycznym warunkiem brzegowym, wynikajacym z postulatu
przyczepnosci cieczy lepkiej do Scianek ograniczajacych przeptyw.
W celu walidacji metody elementéw brzegowych poréwnano rezultaty obliczen MEB
linii pradu z fotografiami linii pradu otrzymanymi eksperymentalnie [ 15]. Wybrano dwa
warianty oplywu dwéch jednakowych kul. W pierwszym przykladzie odlegloscé
pierwszej kuli od drugiej réwna jest $rednicy pojedynczej kuli (rys.3). Cecha
charakterystyczng tego przeptywu jest brak wiréw miedzy kulami. Drugi przykiad
dotyczy optywu dwéch kul, miedzy ktérymi odleglosé jest réwna zeru (rys.4). Cecha
charakterystyczng drugiego wariantu sg wiry powstale migdzy kulami.
Graficzne poréwnania linii prgdu wyznaczonych MEB z eksperymentem przedstawiono
na rysunkach 3a-b, natomiast dla drugiego wariantu na rysunkach 4a-b.
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Rys. 3. Przeptyw Stokesa - optyw dwdch kul: a) rozwigzanie numeryczne,
b) eksperyment; fotografia S. Taneda [15]

Fig. 3. Stokes flow over spheres: a) BEM solution, b) visualization result of Taneda
[15]

(@)

Rys. 4. Przeptyw Stokesa - optyw dwdch kul: a) rozwigzanie numeryczne,
b) eksperyment; fotografia S. Taneda [15]

Fig. 4. Stokes flow over spheres: a) BEM solution, b) visualization result of Taneda
[15]
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Trendy linii prgdu begdace rezultatem eksperymentu [15] sg zgodne z rezultatami
obliczen metoda elementéw brzegowych. Niewielka rozbieznos$¢ linii pradu migdzy
eksperymentem, a rezultatem numerycznym wynika z tego, ze obliczenia wykonano dla
teoretycznego przeptywu Stokesa, gdzie liczba Reynoldsa wyniosta Re=0.00, natomiast
wizualizacje przeptywu zrealizowano przy Re=0,013.

W celu weryfikacji prezentowanej metody MEB poréwnano rezultaty obliczen MEB
ze znanym rozwigzaniem analitycznym optywu kuli [12]:

e E G CRE D) SU

gdzie: (0) jest katem srodkowym w plaszczyznie osiowej w kierunku naptywu strumienia
swobodnego cieczy z predkoscig u..=const.

Maksymalny blagd metody brzegowych réwnan catkowych, wyznaczony jako réznica
predkosci z rozwigzania analitycznego i rozwigzania dyskretnego odniesiona do
predkosci rozwigzania teoretycznego, nie przekracza wartosci 1,00% dla brzegu
ztozonego z 1000 tréjkgtnych elementéw i 0,60% dla brzegu zbudowanego z 2000
elementéw. Wraz ze wzrostem podziatu powierzchni brzegu, btad MEB maleje.

Obliczenia wykonano na klasycznym komputerze PC wyposazonym w procesor Intel i7
2.93 GHz 64bit i 4MB pamigci RAM. Na rysunku 5 przedstawiono zalezno$é czasu
wykonywania obliczen od liczby paneli na brzegu kuli.
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Rys. 5. Zaleznosé czasu obliczen od liczby elementow na brzegu kuli
Fig. 5. CPU time as a function of the number of elements for boundary

4 Przyktady obliczeniowe

Ponizej przedstawiono przyktady obliczeniowe przeplywéw Stokesa w przewodach
prostoosiowych o przekroju kolowym z zadang osiowo-symetryczng przeszkoda.
Do obliczen przyjeto przewdd o srednicy 10 mm przez ktéry przeptywa gliceryna
(1=1,499 Pa s). Wszystkie obliczenia wykonano przy jednostkowej liczbie Reynoldsa
dla brzegu zbudowanego z 1000 paneli.
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Na rysunku 6a przedstawiono linie pradu w przeptywie Stokesa przez kryze, natomiast
na rysunku 6b pole predkosci. Cechg charakterystyczng tego przepltywu sg wiry
zlokalizowane przed i za kryzg. W drugiej symulacji wyznaczono linie pradu (rys. 7a)
oraz pole predkosci (rys. 7b) przeptywu Stokesa przez zwezke Venturiego, ktérej ksztatt
eliminuje zawirowania. Trzeci przyktad dotyczy przeplywu przez gwaltowne
rozszerzenie z wirem zlokalizowanym w rozszerzeniu (rys.8 a,b). W ostatniej symulacji
wyznaczono linie pradu (rys. 9a) oraz pole predkosci (rys. 9b) przepltywu przez tagodne
rozszerzenie, ktérego ksztatt nie powoduje powstania wira wewngtrz rozszerzenia.

Rys. 6. Przeplyw przez kryze: a) pole predkosci, b) linie prqdu,
Fig. 6. Flow through metering orifice: a) velocity field, b) streamlines

-1000 800 4,00 200 0.00 200 400

Rys. 7. Przeplyw przez zwezke:a) pole predkosci, b) linie prgdu
Fig. 7. Flow through metering nozzle: a) velocity field, b) streamlines

600 800 1000
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Rys. 8. Przeplyw przez gwattowne rozszerzenie: a) linie prqdu, b) pole predkosci
Fig. 8. Flow through deep caving: a) streamlines, b) velocity field
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Rys. 9. Przeplyw przez tagodne rozszerzenie: a) linie prqdu, b) pole predkosci
Fig. 9. Flow through rounded caving: a) streamlines, b) velocity field
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5 Podsumowanie

Przedstawiona metoda zastosowania elementéw brzegowych do wyznaczania osiowo-
symetrycznych przeptywéw Stokesa w profilowanych przewodach o przekroju
kotowym pozwala w sposéb efektywny wyznacza¢ linie pradu, pola predkosci, rozklady
ci$nien i wirowosci bez budowy skomplikowanych i pracochlonnych przestrzennych
siatek wewnatrz przewodu. Dyskretyzacji podlega jedynie brzeg przekroju podluznego
przewodu. Eliminacja tréjwymiarowej siatki przeklada si¢ réwniez na redukcje czasu
trwania obliczen numerycznych. Wada prezentowanej metody jest zawezenie
zagadnienia jedynie do przeplywdéw osiowo-symetrycznych. Nalezy tu zaznaczyé,
ze analityczne = rozwigzania  przeptywéw  Stokesa  opracowane sa  jedynie
dla najprostszych przypadkéw. Opracowana metoda szczegdlnie moze by¢ przydatna
do wstepnego projektowania i wyznaczania parametréw przeptywu kryz, dysz i zwezek
Venturiego, projektowania optymalnych ksztattéw redukcji oraz rozszerzen
w instalacjach lub sieciach transportujagcych ptyny lepkie, a takze do symulacji
przeptywéw w mikrokanatach [16], tam, gdzie koszty eksperymentu sa wysokie,
np. przeptywy krwi w tetniczkach [17] dla bardzo matych liczb Reynoldsa.

Literatura

1. Chung TJ.: Finite Element Analysis in Fluid Dynamics. Mc-Graw-Hill, New York
1978

2. Zieniewicz O.C., Taylor R.L..: The Finite Element Method Fluid Dynamics.
Fifth Edition, Vol. 3, Elsevier, Singapore, 2005

3. Tsepelev LA., Korotkii A.L, Ismail-Zadeh A.T.: Numerical approach to 3D forward
modeling of slow viscous flow, Computational Fluid and Solid Mechanics, Flsevier
Science, Oxford, pp. 1169-1171, 2003

4. Fard A.S., Hulsen M.A., Anderson P.D.: Extended finite element method for viscous
flow inside complex three-dimensional geometries with moving internal boundaries,
International Journal for Numerical Methods in Fluids, Vol. 70, Issue 6,
pp. 775-792, 2012

5. Versteeg H. K. , Malalasekera W.: Introduction to Computational Fluid Dynamics,
The Finite Volume Method, NY, 1995

6. Sahina M., Wilson H.J.: A semi-staggered dilation-free finite volume method
for the numerical solution of viscoelastic fluid flows on all-hexahedral elements,
Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics, Vol. 147, Issues 1-2, 2007, pp. 79-91

7. LilJ., Chen Z., He Y.: A stabilized multi-level method for non-singular finite volume
solutions of the stationary 3D Navier—Stokes equations, Numerische Mathematik,
Volume 122, Issue 2, pp. 279-304

8. Barbosa E., Daube O.: A finite difference method for 3D incompressible flows
in cylindrical coordinates, Computers & Fluids, Vol. 34, Issue 8, pp. 950-971, 2005

9. TanF., Zhang Y., Li Y.: Development of a meshless hybrid boundary node method
for Stokes flows, Engineering Analysis with Boundary Elements, Vol. 37, Issue 6,
pp. 899-908, 2013

10. Frangi A.: A fast multipole implementation of the qualocation mixed-velocity—
traction approach for exterior Stokes flows, Engineering Analysis with Boundary
Elements, Vol. 29, Issue 11, pp. 1039-1046, 2005

49



Tomasz Janusz TELESZEWSKI, Stawomir Adam SORKO

11. Teleszewski T. I., Sorko S.A.: Zastosowanie metody elementow brzegowych do
wyznaczania plaskich przeptywow cieczy lepkiej, Acta Mechanica et Automatica,
Vol.5, or 1,8.94-105 , 2011

12.Landau L.D., Lifshitz EM.: Fluid Mechanics, Pergamon Press, 1987

13. Brebbia C. A., Telles J.LF.C., Wrobel L.C.: Boundary Element Techniques. Theory
and Applications in Engineering. Springer-Verlag, NY, 1984

14. Brebbia C.A.: Topics in Boundary Element Research Vol. 5. Viscous Flows
Applications, Springer-Verlag, NY, 1984

15. Taneda S.: Visualization of Separating Stokes Flows, Journal of the Physical
Society of Japan, Vol.46, No.6 pp. 1935-1942, 1979

16.Kim S., Karrila S.J.: Microhydrodynamics: Principles and Selected Applications.
w Dover Publications 2005

17. Waite L., Fine I.: Applied Biofluid Mechanics, McGrawHill 2007

Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono zastosowanie metody elementéw brzegowych (MEB)
do wyznaczania przeplywéw Stokesa w profilowanych przewodach i kolowym
przekroju poprzecznym metodg elementéw brzegowych. W celu walidacji metody
elementéw brzegowych poréwnano rozwigzania numeryczne zrealizowane metoda
elementéw brzegowych z rozwigzaniem analitycznym i rezultatami eksperymentalnymi.
W prezentowanej pracy przedstawiono graficzne rezultaty obliczen dla wybranych
przyktadéw, dla ktérych nie sa znane rozwigzania analityczne.

Stowa Kkluczowe: metoda elementéw brzegowych, przeptyw Stokesa, przeptyw osiowo-
symetryczny

Simulation of Stokes flow
through circular pipe with changing
of axisymmetric shapes
by using the Boundary Element Method

Summary

The aim of the article is to present a simulation of steady Stokes flow witch in a circular
pipe with changing axisymmetric of radius of the tube using the Boundary Element
Method (BEM). Results of this method were compared with experiment result
of Taneda and analytical solution. Examples of BEM solution Stokes flow through
nozzle, deep caving and rounded caving are also presented. The software was written
for a PC computer.

Keywords: boundary element method, Stokes flow, axisymmetric flow

Opracowanie zrealizowano w ramach z pracy statutowej Politechniki Bialostockiej.
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