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Streszczenie

Zagadnienie rekonstrukcji ksztattu obiektow ptaskich wymaga metod, ktére potrafig w sposéb
elastyczny zrekonstruowac kontur obiektu na podstawie punktow charakterystycznych i ktére to
metody pozwola na wybor ostatecznego ksztaltu obiektu sposréd kilku wersji. Jedna z takich
metod, opracowana i nazwana przez autora metodg Macierzy Hurwitza-Radona (MHR), moze
zosta¢ uzyta w modelowaniu i rekonstrukcji obrazéw 2D 1 3D, ktdére opisane sg za pomocg
konturéw i krzywych. Metoda ta jest oparta na rodzinie macierzy Hurwitza-Radona (HR).
Macierze HR sg skosno-symetryczne i sktadajg si¢ z kolumn tworzacych ortogonalne wektory.
W pracy pokazano jak konstruowa¢ Operator Hurwitza-Radona (OHR) oraz jak wykorzysta¢ go
w procesie interpolacji konturu i w modelowaniu obiektu. Brakujace punkty konturu obliczane
sa z zastosowaniem wypuktej kombinacji M, dwoch operatorow OHR M, 1 M;:
M, = ock-M0+(1—ock)'M1. Formuta obliczen to Y(C) = M,-C. Dob6r parametru k z przedziatu (0;2]
pozwala modelowac i rekonstruowa¢ kontur obiektu. Opisana metoda wymaga odpowiedniego
wyboru weztéw, tzn. punktéw charakterystycznych odtwarzanej krzywej: wezty powinny by¢
umieszczone W kazdym minimum lub maksimum jednej ze wspotrzednych 1 wezty powinny
by¢ monotoniczne wzgledem jednej wspotrzednej (np. rownoodlegle). Metoda MHR modeluje
kontur i ksztalt obiektu punkt po punkcie, bez uzycia wzoru funkcji opisujacej krzywa.

1. Wstep

W pracy oméwiono nowa metode Macierzy Hurwitza-Radona (MHR) z parametrem k&
(opracowang przez autora) interpolacji dowolnej krzywej plaskiej i wykorzystanie jej w
rekonstrukcji ksztattu obiektu [3]. Poréwnujac MHR z krzywymi Béziera, Hermite’a czy B-
krzywymi (B-splines) [14] oraz NURBS [11,13] nalezy stwierdzi¢ nast¢pujaca wade tych
krzywych: niewielka zmiana jednego punktu charakterystycznego moze spowodowac istotng
zmiang¢ calej rekonstruowanej krzywej [8]. Cecha taka nie wyst¢gpuje w metodzie MHR [5].
Takze klasyczna interpolacja Lagrange’a czy Newtona [2,12] jest czasami bezradna: na
przyktad dla funkcji fix) = 1/x [5] lub f(x)=1/(1+5x%) w przedziale [-1;1] z przykladu 2.
Wiele metod rekonstrukcji konturu obiektu i modelowania krzywej opiera si¢ na interpolacji
[9,10].

Macierze Hurwitza-Radona zbudowane sg z kolumn parami ortogonalnych [1]. Metoda
MHR wykorzystuje kombinacje liniowe macierzy HR [7,15]. Zastosowanie metody MHR
wymaga podziatu calego kontur obiektu na czgsci. Pojedynczy fragment konturu jest krzywa,
ktéra mozna modelowac i1 rekonstruowac z wykorzystaniem MHR.

Metoda MHR opiera si¢ na nastgpujacych zatozeniach- dany jest skonczony zbidr
punktéw krzywej, zwany dalej weztami, (x;y;)e R? taki ze:
1. wezly interpolacji znajdujg si¢ w kazdym lokalnym ekstremum krzywej oraz w przynajmnie;j
jednym punkcie lezagcym mig¢dzy sgsiednimi lokalnymi ekstremami;
2. kazdy wezet (x;,y;) jest monotoniczny we wspotrzednej x; lub y; ;



3. krzywa opisuje przynajmniej pie¢ weziow.

Wezly naleza do krzywej na plaszczyznie. Jezeli jedna cze$¢ konturu obiektu opisana
jest zbiorem weztéw {(x;y,), i = 1, 2,..., n} monotonicznych we wspétrzednej x;, wowczas
zbudowany zostanie ortogonalny i dyskretny macierzowy Operator Hurwitza-Radona (OHR).
Dla weztéw (x;,y;) oraz (x»,y2) OHR wymiaru N = 2 jest nastepujacy [5]:
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Dla weztéw (x;,y1), (x2,y2), (x3,y3) oraz (x4ys) monotonicznych w x; OHR wymiaru N = 4
wyglada tak [5]:

Uy u U, )
1 —u, Uy —u; U, |» (2)
M= 2 2 2 2
XXX xS Uy, U u, —u
Uy U U U
gdZIe u0:x1y1+x2y2+x3y3+x4y4’ u1=—x1y2+x2yl+x3y4—x4y3,

Uy ==X Y3 =X Yy T X3y H XY, Uy ==XV, T X053 = X3, T X,
Dla weztéw (x;,y1), (x2,y2), ..., (xs,¥s) monotonicznych w x; OHR wymiaru N = 8 wynosi [5]:
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Jezeli natomiast dana cze$¢ konturu opisana jest zbiorem weziow {(x,y), i=1,2,....n}
monotonicznych we wspétrzednej y;, wowczas nalezy zbudowa¢ odwrotny Operator Hurwitza-
Radona (odwrotny OHR) M ! poprzez symetryczng zamian¢ w M (1)-(4) kazdego x; z y;. Na
przykiad dla weztéw (x;,y;) oraz (x,y;) odwrotny OHR wymiaru N = 2 jest nastgpujacy [5]:

Mo = 21 : Xy, Xy, —x2y1+x1y2] 5)
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2. Metoda Macierzy Hurwitza-Radona z parametrem k
Metoda MHR stuzy do wyznaczania wspétrzednych punktéw znajdujacych si¢ miedzy

weztami. Na odcinku prostej kazda liczba “c” umiejscowiona pomiedzy “a” and “b” opisana
jest liniowa, wypukta kombinacja ¢ = a-a+(1-a)-b dla o = (b-c)/(b-a) € [0;1]. Jezeli wezly sa
monotoniczne we wspolrzednej x;, Sredni operator OHR M, rzgdu k € (0;2] i wymiaru N = 2, 4
lub 8 jest konstruowany nastepujgco:

M,=a" M,+(1-a")-M, (6)

dla operatora M, zbudowanego (1)-(3) z weziéw ,nieparzystych” (x;=a,y;), (x3Y3), ...,
(xX2n-1,Y2n-1) oraz M zbudowanego (1)-(3) z weztéw ,,parzystych” (x;=b,y2), (X4 y4), ..., (Xon,Y2n)-
Majac operator M (6) znaleziony dla wspoétrzednych x; < x;,.; mozliwe jest odtworzenie drugich
wspotrzednych punktéw (x,y) z wykorzystaniem wektora C definiowanego ze sktadnikami

Ci= OC'Xzi_]+(1-OC)'X2i dla i=1,2,....N (7)
jako C =[cy, ¢, ...,cN]T. Formuta obliczen to
Y(C)=M, -C, t))

w ktorej elementy wektora Y(C) oznaczaja drugg wspétrzedng punktéw (x,y) odpowiadajaca
pierwszej wspoétrzednej, danej jako sktadnik wektora C.

Z drugiej strony, majac operator Mg'l dla weztéw o wspotrzednych y; < yi;, wszystkie
obliczenia (6)-(8) sa symetrycznie analogiczne:

M, =a* M, +1-a")-M,", )
ci= 0y +(1-00)-yy;  dla i=1,2,...,N (10)

C=lcy, ¢z ..onenl’ s
X(C)=M,"-C. (11)

Kontur obiektu nalezy podzieli¢ na czesci tak [3], aby kazdej czgsci odpowiadat zbiér weztow
monotonicznych w jednej ze wspéirzednych.

W procesie rekonstrukcji ksztattu obiektu metodg MHR kluczowg sprawa jest: dobor
weztéw, podzial konturu na poszczeg6lne krzywe, wymiar macierzy N = 2, 4 lub 8 (dla N = 2
obliczenia maja najmniejsza ztozonos¢ obliczeniowa [5]) oraz parametr k. Dla k = 1 metoda
MHR ma posta¢ podstawowg [7]:

M,=a-M,+(-a)-M,, M, =a-M," +(1-a)-M,", (12)

czyli wezel poczatkowy (x;y;) 1 kohcowy (x;1,vi+7) odgrywaja takg samg rol¢ przy odtwarzaniu
wspotrzednych punktéw w przedziale (x;x;+;) lub (y;yi+ 7). Wybdr odpowiedniego k z przedziatu
(0;1) lub (1;2] wigze si¢ z podkresleniem wigkszej roli wezta poczatkowego (x;y;) albo
koncowego (Xi41,yi+1):
a) jezeli k € (0;1), to of > o: wigkszego znaczenia nabiera wezet poczatkowy przedziatu,
w ktérym rekonstruowane sg punkty;



b) jezeli k € (1;2], to o < o: wickszego znaczenia nabiera wezet koncowy przedziatu, w
ktérym rekonstruowane sg punkty.
W przypadku k& > 2 autor doswiadczalnie stwierdzil, iz model zdecydowanie odbiega od
wzorca. Modelowanie ksztattu obiektu zostanie przedstawione jako rekonstrukcja i
modelowanie poszczegdlnych czesci konturu obiektu wedlug zatozen MHR.

3. Przyklady zastosowania metody MHR z parametrem k
3.1. Przykiad 1
Pewien fragment konturu przedstawiono jako wykres funkcji fix) = 2/x w przedziale [0.4;1.6].

Dany jest zbior pigciu weziéw interpolacji dla x = 0.4, 0.7, 1.0, 1.3, 1.6. Krzywa y = 2/x
zrekonstruowana metodg MHR (12) dla k = 1 przyjmuje niezbyt zadowalajaca postac :
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Rys. 1. Krzywa y = 2/x modelowana metoda MHR dla k = 1 i pigciu weztéw wraz z 36 odtworzonymi punktami

Aby uzyska¢ doktadniejsza rekonstrukcje danej krzywej, dobrany zostanie rzad k w metodzie
MHR (6). Wyb6r parametru k polega na poréwnaniu doktadnych wartosci w; funkcji fix) = 2/x
w punktach kontrolnych p;, lezacych w potowie migdzy weztami interpolacji (czyli o0 = 0.5), z
wartosciami w tychze punktach kontrolnych obliczonymi metoda MHR. Punkty kontrolne
ustalone w potowie drogi mi¢dzy weztami sg najbardziej miarodajne, gdyz tam biad interpolacji
MHR jest najwigkszy [6]. Wybrana zostanie wartos¢ k, dla ktorej r6znica wartosci doktadnych
w; 1 zrekonstruowanych MHR jest najmniejsza. W przykladzie 1 punkty kontrolne p;
wyznaczono dla x; = 0.55, 0.85, 1.15, 1.45. Poréwnano cztery wartosci krzywej dla parametru
k=0.1,0.2,03, 04, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 09, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2.0.
Najmniejsza roznica wartosci wystgpita dla k = 1.5:

| wl— 3604 |+ | w3 - 1632 |+| w2 - 2302 |+ | wd— 1.320 | =0.266 (13)

Wykonano obliczenia dla sredniego operatora OHR M (6):
2405 2062 ] M_[pl ] i [ 3.694]

-3062 2405 p3 1432

1375 0782 2 2302
M= w P =

-0.782 1375 pd 1320

Wyznaczone wartosci wystepuja w (13). Dla poréwnania pozostate wyniki :
a) k=0.1: | wl-35815 |+ wi- 1939 [+ | w2- 3200 [+ | wd - 1601 | = 3456
b) k=0.2: |wl-353587 |+ w3- 1906 [+|wZ- 3111 |+[wd- 1572 [=3068
¢) k=03 [wl- 5373 || wi— 1875 [+ | w2- 302 |+ wd- 1.544 [ = 2704
d) k=0.4: | wl-5174[+|w3- 1346 [+ w2 - 2935 |+ [ wd - 1.510 [=2366



e) k=05 |wl- 4988 [+|w3- 1519 |+ | w2 - 2856 |+ | wd - 1495 | =205
f) k=0.6: | vl 24815 |+ w3 - 1794 |+ | w2 2782 |+ | wd - 1.473 | = 1756
g) k=0.7: |wl- 4653 [+| w3 1770 [+ | w2- 2712 |+ | wd- 1452 | = 1.48
h) k=0.8: | wl—4503 |+ wi- 1749 |+ | w2 - 2648 [+ | wd- 1433 | = 1225
i) k=009: |wl—4362 |+ | wi- 1728 |+ | w2 - 2.588 |+ | wd- 1415 | = 1.008
D k=1 |w1—4.23|+|W3—1.?D9|+|W2—2.532|+|w4-1.398|=[l.822’
K) k=1.1: | wl— 4108 |+ | wi- 1692 |+ | w2 2479 |+ | wd - 1382 | =0.648
) k=12:wl-3994|+|w3- 1675 |+|w2- 243 |+[wd- 1368 [=051
m) k=1.3: [wl- 3887 |+ | wi- 166 |+| w2 2385 |+ [ wd- 1354 | = 0387
n) k=14: | wl = 3787 |+| w3 - 1.645 |+| w2 - 2342 |+ | wd - 1341 |:u.294’
0) k=16 |wl - 3608 [+| w3 1619 |+ | w2 - 2265 |+ | wd - 1318 | =0.298
p) k=1.7: | w3527 [+ w3 - 1608 |+| w2- 2231 |+ | wd- 1303 |=0434
Q k=18 [wl-3450 4| w3- 1597 |+ w2 2.199 |+ | wd- 1298 | =0.563,
r) k=1.9: |wl-3381 |+ | wi— 1587 [+ | w2 - 2169 |+ | wd - 1289 | = 0682
§) k=2.0: | Wl =3315 [+ w3- 1577 [+ | w2- 214 |+| wa- 1.381 | =0.795
Wida¢ wyraznie kiedy biad maleje, a kiedy ro$nie. Rekonstrukcja krzywej y = 2/x w metodzie
MHR rzedu k = 1.5 przedstawia si¢ nastgpujaco:
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Rys. 2. Krzywa y = 2/x modelowana metoda MHR dla k = 1.5 i pigciu weztéw wraz z 36 odtworzonymi punktami

Rysunek 2 doktadniej przedstawia krzywa y = 2/x niz Rysunek 1. Mozna wyobrazi¢ sobie, ze
szukamy dalej lepszego k z wigksza liczbg cyfr po przecinku:

a) k=149: | wl-3703[+|w3- 1633 |+| w2 - 2306 |+| wa- 133 |=0260,

b) k=1.51: |wl-3685|+|wd- 1631 |+[w2- 2209 |+|wd- 1328 =0262

) k=152 1wl-3677 |+|w3- 1629 [+|w2- 2295 |+|wd- 1327 [= 0261

d) k=1.53: |wl-3668[+| w3 1628 |+|w2- 2201 |+ | wd- 1326 | = 0258

e) k=1.54:|wl-3659 |+|w3- 1627 |+| w2 - 2287 |+ | wd- 1325 | =0.235

f) k=1.55:|wl-365]+|w3- 1626 |+|w2- 2334 |+|wd- 1324 |=0251

0) k=1.56: | wl- 3642 |+ | wi- 1624 |+ | w2- 228 [+ wd- 1323 [=0.25,

h) k=1.57:|wl-3633 [+|w3- 1623 |+ | w2 - 2276 |+ | wd- 1.321 | =0255

i) k=158 |wl-3625|+|wi- 1622 |+|w2-2273 [+|wd_ 132]=0268

i) k=1.59: | wl-3616 |+|w3- 1621 |+| w2 - 2269 |+| wd- 1319 | =0283
Model krzywej dla k = 1.56 jest doktadniejszy niz dla k = 1.5.

Niewatpliwie istotng kwestia w metodzie MHR rzedu k jest stalta wypuktos¢

odtwarzanej krzywej. Odpowiedni dobdr parametru k pozwala regulowa¢ i sterowac
wypuktoscia: model krzywej (rys. 2) zachowuje wypukto$¢ 1 monotonicznose.



3.2. Przyklad 2

Pewien fragment konturu modelowanego obiektu przedstawiono jako wykres funkcji

f(x) =1/(1+5x%) w przedziale [-1;1]:
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Rys. 3. Wykres funkcji f(x) =1/(1+5x*) W przedziale [-1;1]

Dany jest zbidr pieciu weztéw interpolacji dla x =-1.0, -0.5, 0, 0.5, 1.0. Jest to przyktad funkc;ji,
dla ktérej wielomian interpolacyjny Lagrange’a nie moze zosta¢ uzyty z powodu zjawiska
Rungego — wystepuja niepozadane ekstrema (w tym przypadku dwa minima):
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Rys. 4. Wielomian interpolacyjny Lagrange’a znacznie rézni si¢ od wykresu funkcji f(x) = 1/(1+5x%)

Oto jak wyglada model krzywej y =1/(1+5x>) w metodzie MHR (12) dla k = 1:
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Rys. 5. Krzywa y =1/(1+ 5x”) modelowana metoda MHR dla k = 1 i pigciu wezléw wraz z 36 odtworzonymi

punktami

Zrekonstruowana krzywa (rys. 5) dla k = 1 zachowuje monotoniczno$¢ i wlasnos$¢ parzystosci.
Poréwnanie wartosci doktadnych w; oraz obliczonych metoda MHR w punktach kontrolnych p;,
wyznaczonych dla x; = -0.75, -0.25, 0.25, 0.75, daje identyczny najlepszy wynik dla k = 1:



| wl - 0299 |+ | w3 - 0622 |+ | w2 - 0622 |+ | wd - 0200 | =0221 (14)

oraz dla k = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.7, 1.8, 1.9. Jednak tylko dla k = 1
odtworzona krzywa jest parzysta (zachowuje symetri¢), co wida¢ po wartoSciach
wystepujacych w (14). Tak wiec jezeli najlepszych wynikow jest wigcej niz jeden i wystepuje
wsrdd nich przypadek k = 1, to wowczas nalezy dla niego stworzy¢ model. Natomiast jezeli
posrdd kilku najlepszych wynikéw nie ma obliczen dla k = 1, to wtedy nalezy wybra¢ k bedace
najblizej wartosci 1. Oto przyklad zrekonstruowanej krzywej dla k = 1.5 (jak w przyktadzie 1),
ktéra nie posiada wtasnosci parzystosci:
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Rys. 6. Krzywa y =1/(1+ 5x*) modelowana metoda MHR dla k = 1.5 i pigciu wezléw wraz z 36 odtworzonymi
punktami

Najlepszy model krzywej y =1/(1+5x”), rekonstruowany metodg MHR dla k = 1 (rys. 5),
zachowuje parzysto$¢ (symetri¢) i monotoniczno$¢. Klopoty pojawiaja si¢ przy zachowaniu
wypuktosci, poniewaz cze$§¢ wzorcowej krzywej (rys. 3) jest wypukta ku gorze, a czesé
wypukta ku dotowi.

4. Podsumowanie

Podstawowe cechy metody MHR sg nastepujace: doktadnos¢ rekonstrukcji ksztattu obiektu
zalezy od podzialu konturu obiektu na poszczegdlne krzywe oraz od liczby weziéw i sposobu
wyboru weztéw (na przyktad wezty o statym kroku jednej wspoétrzednej); btad interpolacji w
wybranych punktach kontrolnych mozna zmniejszy¢ poprzez dobér rzedu k z odpowiednig
liczba cyfr po przecinku; model krzywej zachowuje monotoniczno$¢ i parzystos¢ (symetrie);
odtworzenie konturu ztozonego z L pikseli jest zwigzane ze ztozonoscig obliczeniowa rz¢du
O(L) [6]; przeksztalcenia geometryczne (przesunigcia, obroty, skalowanie) sg latwe: tylko
wezly wymagaja przeksztalcenia 1 nowy kontur dla nowych weztéw moze zostaé
zrekonstruowany; metoda korzysta z lokalnych operatoréw OHR: pojedynczy sredni operator
M, lub My" (3)-(4) zbudowany jest na podstawie kolejnych 4, 8 lub 16 weztéw (2N dla N = 2,
4 oraz 8), co powoduje znacznie mniej obliczen niz wykorzystanie do interpolacji wszystkich
weztow; istotny jest takze fakt, iz zmiana wspotrzednych wezta (x;,y;) np. o indeksie i = 3 nie
spowoduje zmian obliczanych warto$ci wspotrzednych punktéw miedzy weztami na przyktad
o indeksach i = 22 oraz i = 23. Metoda MHR moze znalez¢ zastosowanie w obszarze
rozpoznawania obiektow [4] oraz kompresji krzywych [6].
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Object shape reconstruction using Hurwitz-Radon matrix with the
parameter k

Abstract

Reconstruction of object’s shape in the plane needs suitable methods for interpolation of the
object contour based on characteristic points. Such a method ought to reconstruct the contour in
elastic way and must let us choose a final shape of the object among few versions. One of them,
invented by the author and called the method of Hurwitz-Radon Matrices (MHR), can be used
in modeling and reconstruction of 2D and 3D objects, which are described by contours and
curves. The method is based on a family of Hurwitz-Radon (HR) matrices. The matrices are
skew-symmetric and possess columns composed of orthogonal vectors. The Operator of
Hurwitz-Radon (OHR), built from these matrices, is described. It is shown how to create the



orthogonal and discrete OHR and how to use it in a process of contour interpolation and object
modeling. Contour points are calculated by convex combination M, of two OHR operators M,
and M: M, = (xk-M0+(l—ock)-M 1. Formula of calculations: Y(C) = M,-C. Parameter k from range
(0;2] is responsible for appropriate modeling i reconstruction of object contour. The method
needs suitable choice of interpolation nodes, i.e. points of the curve to be reconstructed: nodes
should be settled at each local extremum and nodes should be monotonic in one of coordinates.
MHR method is modeling the contour and shape of the object point by point, without using any
formula of function or mathematical form of curve.



