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Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie szczegółowych równa  dyfuzji wieloskładniko-
wej, wyprowadzonych w oparciu o mechaniczn  teori  dyfuzji wieloskładnikowej. Porównano ró ne 
postacie równa  definiuj cych siły nap dowe dyfuzji wieloskładnikowej (uogólnione równania
Maxwella-Stefana i Ficka-Onsagera). Przedstawiono równie  inne teorie dyfuzji (termodynamika nierów-
nowagowa, mechanika statystyczna). 
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The aim of the study is to present in detail the constitutive equations of multicomponent diffusion 
derived on the basis of the mechanical theory of multicomponent diffusion. Various formulations of the 
diffusion driving force have been compared (generalized Maxwell-Stefan, generalized Fick-Onsager 
equations). Other theories of the multicomponent diffusion (nonequilibrium thermodynamics, statistical 
mechanics) have been also discussed. 
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1. WPROWADZENIE 

Teoria dyfuzji wieloskładnikowej i wynikaj ce z niej ró ne postacie dyfuzyjnych 
sił nap dowych omawiana jest w wielu ksi kach jak i artykułach przegl dowych 
z in ynierii chemicznej, by przytoczy  jedynie te najbardziej reprezentatywne [1-11]. 

Niemniej analiza tych prac prowadzi do wniosku, i  prawie wszystkie opieraj  si
na dwóch fundamentalnych teoriach, a mianowicie: teorii Chapmana i Cowlinga [12] 
oraz Hirschfeldera, Curtissa i Birda [13]. 
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Pierwsza z nich wykorzystuj c podstawy mechaniki statystycznej (kinetycznej 
teorii gazów) prowadzi do przybli onego rozwi zania równania Boltzmanna, w opar-
ciu o które definiowane s  konstytutywne równania dyfuzji dla rozrzedzonych gazów 
jednoatomowych. 

W drugiej za  w oparciu o zasady termodynamiki procesów nieodwracalnych 
(termodynamika nierównowagowa) uzyskano zale no ci okre laj ce zjawiska trans-
portu molekularnego dla gazów pod wysokimi ci nieniami oraz dla cieczy. 

Proces dyfuzji w płynnych mieszaninach wieloskładnikowych opisywany jest 
zazwyczaj za pomoc  jednego z dwóch alternatywnych sformułowa . 

W pierwszym tzw. uogólnionym sformułowaniu Ficka-Onsagera [14, 15], 
strumie  składnika dyfunduj cego przedstawiany jest jako liniowa kombinacja dyfu-
zyjnych sił nap dowych (di) wszystkich zjawisk wyst puj cych w ci głym o rodku 
izotropowym. W drugim natomiast zwanym uogólnionym równaniem Maxwella-
Stefana [16-18], dyfuzyjna siła nap dowa składnika jest liniow  kombinacj  wszyst-
kich strumieni. Dzi ki liniowej zale no ci mi dzy strumieniami i siłami nap dowymi 
sformułowania te s  wzajemnie przekształcalne przy zastosowaniu metod algebry 
liniowej. Obydwa sformułowania prezentuj  ogólne formy zale no ci okre laj cych 
zjawiska transportu molekularnego w ci głych układach izotropowych. 

W trakcie rozwa a  zwi zanych z wyprowadzeniem wspomnianych powy ej 
zale no ci wprowadzono pewne zało enia aproksymacyjne, z których najistotniejsze 
polega na pomini ciu zjawisk zwi zanych z tarciem lepko ciowym (napr eniami 
cinaj cymi) w bilansach p du składników dyfunduj cych. Tym samym te klasyczne 

zale no ci nie s  w stanie opisa  zjawisk zachodz cych w procesach, w których siły 
cinaj ce odgrywaj  istotn  rol  jak np. w procesach dyfuzji w kapilarach, czy porach 

katalizatorów i adsorbentów, ogólnie w ciałach porowatych. Mog  one by  stosowane 
jedynie w układach, w których siły te nie odgrywaj  istotnej roli. 

W tym miejscu nale y zwróci  uwag  na do  paradoksaln  histori  bada  nad 
dyfuzj  wynikaj c  z faktu, i  w zale no ciach przedstawionych przez Maxwella [16] 
i Stefana [18] definiuj cych dyfuzyjny transport składników mieszaniny wyst puj
człony charakteryzuj ce napr enia cinaj ce, które zostały pomini te w prawie 
wszystkich pó niejszych rozwa aniach.  

Podstaw  analizy wykorzystuj cej zasady termodynamiki procesów nieodwracal-
nych, dla ustanowienia konstytutywnych równa  dyfuzji, jest bilans entropii dla płynu 
poruszaj cego si  ze redni  pr dko ci  masow . Dla sporz dzenia tego bilansu wy-
korzystywane s  równania ci gło ci składników mieszaniny oraz równanie bilansu 
energii wewn trznej, podstawiaj c je do równania Gibbsa [5, 19-21]. Wynikiem tej 
analizy jest jednoznaczne okre lenie członu bilansu entropii definiuj cego ródła 
produkcji entropii. Człon ten b d cy sum  iloczynów strumieni dyfuzyjnych i ich sił 
nap dowych definiuje ró ne siły nap dowe wchodz ce w skład uogólnionej siły na-
p dowej (di). Uogólniona siła nap dowa zawiera zatem jak zwykle gradient st enia 
(dyfuzja st eniowa), ale równie  gradient ci nienia całkowitego (dyfuzja ci nienio-
wa), gradient temperatury (dyfuzja termiczna), jak i zewn trzne siły oddziaływuj ce 
na mas  składnika (dyfuzja wymuszona). Dla uzyskania przytoczonego powy ej 
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sformułowania zale no ci strumienia od sił nap dowych wykorzystano postulat 
liniowo ci, uzale niaj c strumie  składnika od liniowej kombinacji wszystkich sił 
nap dowych wyst puj cych w członie produkcji entropii.  

Główne zastrze enia dotycz ce teorii dyfuzji wynikaj cej z nierównowagowej 
termodynamiki dotycz  [22] braku sprz enia mi dzy dywergencj  tensora napr e
cinaj cych, jako siły nap dowej dyfuzji, a strumieniem dyfuzji masowej, co wynika 

z postulatu Curie niedopuszczaj cego zwi zku mi dzy strumieniami a siłami nap do-
wymi w ró nym rz dzie tensorowym. 

Uzyskane w oparciu o t  teori  równania dyfuzji wieloskładnikowej mog  by  sto-
sowane do dowolnej izotropowej mieszaniny płynnej, niemniej współczynniki trans-
portowe traktowane s  jako wielko ci fenomenologiczne i musz  by  wyznaczone 
eksperymentalnie, wzgl dnie z zale no ci ustanowionych w oparciu o molekularn
teori  mieszanin. 

Wi kszo  prac, których celem było ujednolicenie i u ci lenie zale no ci konsty-
tutywnych dyfuzji molekularnej, wykorzystywała podstawy kinetycznej teorii gazów 
(mechaniki statystycznej) dla uzyskania przybli onego rozwi zania równania Bolt-
zmanna, w oparciu o które zdefiniowano równania dyfuzji dla mieszanin rozrzedzo-
nych gazów jednoatomowych [12, 13]. Uogólniona siła nap dowa wyst puj ca w tych 
równaniach zawiera gradient ci nienia cz stkowego, ci nienia całkowitego oraz siły 
masowe, definiuj c dyfuzj  st eniow , ci nieniow  i wymuszon . Nie zawiera nato-
miast, podobnie jak w poprzednim sformułowaniu, siły nap dowej dyfuzji wynikaj -
cej ze sprz enia z tensorem napr e cinaj cych.  

Dlatego ju  uprzednio, w nielicznych pracach starano si  zaradzi  temu niedostat-
kowi zale no ci klasycznych poprzez uwzgl dnienie równie  zjawisk tarcia lepko-
ciowego. 

Grad [23] i Zhdanov i wsp. [24] stosuj c w rozwi zywaniu równania Boltzmanna 
alternatywn  metod  aproksymacji (tzw. metod  momentów) funkcji rozkładu pr d-
ko ci molekularnych składnika wprowadzili do uogólnionej siły nap dowej dyfuzji 
dywergencj  tensora napr e cinaj cych. 

Kerkhof i wsp. [10, 11] stosuj c metod  Chapmana i Cowlinga [12], przy sukce-
sywnym poprawianiu zało onej funkcji próbnej rozkładu pr dko ci molekularnych 
składnika, rozwi zali równanie Boltzmanna uzyskuj c bilans p du składnika, w któ-
rym wyst puje dywergencja tensora napr e . W rozwa aniach swych zało yli, e 
fluktuacje molekularne zachodz  wokół u rednionej pr dko ci składnika, a nie wokół 
redniej masowej pr dko ci mieszaniny.  

W tym miejscu nale y podkre li , i  wpływ sił cinaj cych na strumie  dyfuzji 
uwydatnia si  w roztworach polimerów [3, 25], jak równie  w procesach dyfuzji 
w kapilarach czy porach katalizatorów i adsorbentów; ogólnie w ciałach porowatych. 
Teoria Grada-Zhdanova stanowiła zatem podstaw  dla opracowania tzw. Dusty Gas 
Model dla transportu gazu w mediach porowatych [26-28]. 

Teoria z zakresu mechaniki okre lana jako „Teoria Mieszanin” stanowiła podsta-
w  dla opracowania mechanicznej teorii dyfuzji wieloskładnikowej w o rodkach ci -
głych, której podstaw  stanowi bilans p du dyfunduj cego składnika [22, 29-34]. 
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Teoria ta charakteryzuje si  jasno sprecyzowanymi podstawami i zało eniami, jak 
i przejrzyst  metodyk  rozwi zywania problemów z zakresu dyfuzji.  

Mimo i  podstawy mechanicznego formalizmu dyfuzji wieloskładnikowej zostały 
w zasadzie stworzone przez Maxwella [16, 17] i Stefana [18], znalazły one raczej 
skromne zainteresowanie w literaturze in ynierii chemicznej [2, 9, 35]. 

Podstaw  swych rozwa a  Stefan [18] wyraził we wst pie do jednego z opraco-
wa : „Aby wyznaczy  rzeczywisty przebieg zjawisk zachodz cych w mieszaninie, nie 
wystarcza traktowa  j  jako jednorodne ciało jednolite, jak to zazwyczaj czyni si
w mechanice, lecz nale y wyprowadzi  równania, które b d  opisywały warunki rów-
nowagi i prawa ruchu dla ka dego pojedynczego składnika mieszaniny”. 

Zale no ci  stanowi c  w tej teorii podstaw  rozwa a  i oblicze  jest zasada za-
chowania p du, wyra ona w bilansie p du składnika o pr dko ci translacji vis, b d cej 
wypadkow  funkcji rozkładu pr dko ci molekularnych składnika w mieszaninie, 

poruszaj cej si  ze redni  pr dko ci
is

n

i
iv

v == 1 . 

Uwzgl dniaj c w bilansie p du tzw. sił  ci gnienia (drag force), wynikaj c
z oddziaływa  mi dzy składnikami o ró nych pr dko ciach vjs (przekazywanie p du 
mi dzy składnikami), uzyskano wewn trznie spójny opis dyfuzji wieloskładnikowej 
w o rodku ci głym, definiuj cy uogólnion  sił  nap dow . Uogólniona siła nap dowa 
zawiera zatem gradient potencjału chemicznego (dyfuzja st eniowa), gradient 
ci nienia całkowitego (dyfuzja ci nieniowa), gradient temperatury (dyfuzja termicz-
na), oddziaływanie ró nych sił masowych (dyfuzja wymuszona) oraz dywergencj
tensora napr e cinaj cych. Tego ostatniego wpływu na dyfuzj  nie przewidziano w 
nierównowagowej termodynamice i kinetycznej teorii gazów [13]. Niestety współ-
czynniki transportu, jak binarne współczynniki dyfuzji czy parcjalna lepko  składni-
ka nie mogły by  w tej teorii przewidziane (podobnie jak w nierównowagowej 
termodynamice) w sposób cisły i musz  by  wyznaczone w oparciu teorie moleku-
larne [50] lub eksperymentalnie. 

2. MECHANICZNA TEORIA DYFUZJI WIELOSKŁADNIKOWEJ 
W O RODKACH PŁYNNYCH 

2.1. BILANS P DU SKŁADNIKA 

We my pod uwag  układ stanowi cy homogeniczn  mieszanin  wieloskładnikow
o st eniu składników zmieniaj cych si  z poło eniem i czasem. Oczywistym jest, e 
pod wpływem zaistniałych gradientów st e  powstan  strumienie masowe składni-
ków mieszaniny zwane strumieniami dyfuzyjnymi. Nie wnikaj c na razie w istot
mechanizmu tych strumieni, mo emy przypisa  ka demu składnikowi odpowiedni
pr dko vis odniesion  do układu współrz dnych umiejscowionego w przestrzeni. 
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Pr dko  ta oczywi cie nie jest pr dko ci  indywidualnej cz stki składnika i, ale 
pewn redni  statystyczn  pr dko ci  przemieszczania si  cz stek składnika i w sto-
sunku do obranego i umiejscowionego w przestrzeni układu współrz dnych. ci le 
bior c, jest to pr dko  składnika i u redniona w oparciu o jego rozkład pr dko ci 
molekularnych dla płynu w ruchu. Na bazie wprowadzonego poj cia pr dko ci skład-
nika i mo emy zdefiniowa  strumie  masy składnika i jako wielko  wektorow  okre-
laj c  mas  składnika i, która przepływa przez jednostk  powierzchni w jednostce 

czasu. W stosunku do umiejscowionego w przestrzeni układu współrz dnych strumie
masowy przedstawia si  nast puj co: 

isii vn =      [kg i m-2 s-1] (2.1) 

isii C vN =      [kmol i m-2 s-1] (2.2) 

Sumuj c po wszystkich składnikach mieszaniny zale no ci (2.1) lub (2.2) otrzy-
mujemy wypadkow  mas  mieszaniny wyra on  w kg lub kmolach, która przemiesz-
cza si  w jednostce czasu, w okre lonym kierunku przez jednostkow  powierzchni
umiejscowion  w okre lonym punkcie przestrzeni: 

nvn ==
==

is

n

i
i

n

i
i

11

 (2.3) 

lub NvN ==
==

is

n

i
i

n

i
i C

11

 (2.4) 

Wielko  ta stanowi podstaw  dla zdefiniowania lokalnej redniej pr dko ci 
masowej lub molowej dla mieszaniny jako: 

is

n

i
ivnv

=

==
1

 (2.5) 

is

n

i
i

m CC vNv
=

==
1

 (2.6) 

Maxwell [16] interpretuje t  pr dko  w nast puj cy sposób: 
Je eli w układzie stanowi cym mieszanin  wieloskładnikow  wyobrazimy sobie 

wyimaginowan  płaszczyzn , to trajektorie bardzo du ej liczby cz stek przemieszcza-
j cych si  w okre lonych kierunkach b d  przecinały t  płaszczyzn . Nadmiarowa 
masa tych cz stek, które przecinaj  płaszczyzn  w kierunku dodatnim jest miar
przepływu mieszaniny przez t  płaszczyzn  w kierunku dodatnim. Je eli płaszczyzna 
poruszałaby si  z tak  pr dko ci , e nie byłoby nadmiaru przepływu cz stek 
w okre lonym kierunku przez t  płaszczyzn , to pr dko  poruszania si  tej płaszczy-
zny byłaby redni  pr dko ci  mieszaniny w kierunku prostopadłym do płaszczyzny.
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Na podstawie zale no ci (2.5) i (2.6) otrzymuje si  nast puj ce zwi zki definiuj -
ce: 

is

n

i
iv

v == 1  (2.7) 

jako pr dko redni  masow , cz sto nazywan  pr dko ci  przemieszczania si
rodka masy lub krótko barycentryczn , oraz: 

C

C is

n

i
i

m

v

v == 1  (2.8) 

jako pr dko redni  molow , okre laj c  pr dko  przemieszczania si rodka masy 
mieszaniny wyra onego w molach. 

Bilans p du składnika i w mieszaninie wieloskładnikowej, to znaczy wielko ci 

isvi  w obj to ci kontrolnej Vi(t) i otaczaj cej j  powierzchni Si(t), sporz dzony 

w oparciu o zasad  zachowania p du ma posta : 

VdrMdVCdVdSVd
dt

d
ii

tV

i
*
i

tV

ii

tV

i

tS

i

tV

isi

iiiii

vFfnv +++⋅=
)()()()()(

 (2.9) 

gdzie vis(r,t) jest pr dko ci  składnika u rednion  po jego rozkładzie pr dko ci 
molekularnych dla płynu w ruchu.  

• Pierwszy człon prawej strony reprezentuje siły powierzchniowe działaj ce na 
składnik i wewn trz elementu kontrolnego, gdzie i  jest parcjalnym moleku-

larnym tensorem napr e  oddziaływuj cym na składnik i (wielko  podobna 
do parcjalnej obj to ci składnika). 

• Drugi człon to siły masowe, (gdzie  to grawitacja, siła od rodkowa lub elek-
tromagnetyczna), czyli rodzaj siły działaj cej na jednostk  masy składnika i. 

• Trzeci człon stanowi sił  wewn trzn ∗
iF  oddziaływuj c  na ka dy mol skład-

nika i przez wszystkie inne składniki w elemencie kontrolnym. 
• Ostatni człon przedstawia szybko  produkcji netto p du składnika, gdzie ri to 

efekt produkcji składnika i w chemicznych reakcjach zachodz cych w elemen-

cie, czyli 
=

⋅= iir
1

r . 

Ponadto zakłada si , e pr dko  translacji wyprodukowanego składnika i iv  jest 

taka sama jak pr dko  składnika w mieszaninie czyli isi vv = , bazuj c na lokalnej 

równowadze termodynamicznej.  
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Stosuj c ogólne teorematy transportu do strony lewej, która zawiera akumulacj
p du w obj to ci kontrolnej oraz przyrost netto p du w wyniku transportu konwek-
cyjnego, jak i teoremat Gaussa do strony prawej otrzymuje si  w rezultacie bilans 
p du składnika i w o rodku ci głym: 

( ) ( ) isiiiiiiisisiisi MC
t

vFfvvv ir+++⋅∇=⋅∇+
∂
∂ ∗ (2.10) 

W równaniu (2.10) i  jest parcjalnym molekularnym tensorem napr e  składni-
ka i zwi zanym z tensorem napr e  mieszaniny zale no ci : 

I +−==
=

P
n

i
i

1

 (2.11) 

gdzie pierwszy człon przedstawia tzw. napr enia równowagowe zwane te  tensorem 
izotropowym, P (ci nienie), gdzie I to tensor jednostkowy, podczas gdy drugi człon to 
nierównowagowy anizotropowy tensor napr e cinaj cych . St d dywergencja 
molekularnego tensora napr e  mieszaniny jest nast puj ca: 

⋅∇+∇−=⋅∇=⋅∇
=

P
n

i
i

1

 (2.12) 

z której wynika równie : 
=

=
n

i
i

1

 (2.13) 

Przy wykorzystaniu równania Gibbsa-Duhema:  

=

=+
n

i
i dn

1

0iVdP-SdT  (2.14) 

dla warunków izotermicznych oraz przy zało eniu równowagi termodynamicznej 
w niesko czenie małym elemencie, otrzymujemy: 

=

∇=∇
n

i
TP

1
iiC  (2.15) 

gdzie i to potencjał chemiczny składnika i. St d dywergencja parcjalnego molekular-
nego tensora napr e  przyjmuje posta : 

iii ⋅∇+∇−=⋅∇ TiC  (2.16) 

Wprowadzaj c t  zale no  do równania (2.10) i rozwijaj c lew  stron  tego 
równania przy wykorzystaniu równania ci gło ci:  
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( ) iriisi
i M
t

=⋅∇+
∂
∂

v  (2.17) 

otrzymujemy: 

     ∗++⋅∇+∇−=∇⋅+
∂

∂== iiiiTiisis
is

i
isi

iii CC
tD

D
Ffvv

vv
a iit

 (2.18) 

gdzie ai jest parcjalnym przyspieszeniem składnika i, a ∇⋅+
∂
∂= is

i

tD

D
v

t
 (gdzie ∇  jest 

operatorem nabla) jest pochodn  substancjaln  składnika i, która przemieszcza si

z ruchem składnika i, a nie jak ∇⋅+
∂
∂= v
tD

D

t
, która pod a za ruchem mieszaniny. 

Ponadto nale y zaznaczy , e człon reakcyjny nie wyst puje w równaniu (2.18) ze 
wzgl du na wprowadzenie do niego równania ci gło ci (2.17).  

Sumuj c to równanie bilansu p du składnika po wszystkich składnikach, otrzymu-
je si  równanie bilansu p du mieszaniny, które posiada konwencjonaln  posta  bilan-
su p du pojedynczego składnika, za wyj tkiem jednego członu zawieraj cego sum

iii uu  po wszystkich składnikach, gdzie vvu −= isi  jest pr dko ci  dyfuzji w sto-

sunku do redniej pr dko ci masowej mieszaniny v . 
Człon ten jest nast pnie wykorzystany do zdefiniowania całkowitego parcjalnego 

tensora napr e D
i

t
i += i , który zawiera zarówno parcjalny molekularny tensor 

napr e i , jak i parcjalny dyfuzyjny tensor napr e D
i , to znaczy diad  ze 

wzgl du na szybko ci dyfuzji:  

iii
D
i uu−=  (2.19) 

Jest to pozorne napr enie powstaj ce w wyniku dyfuzji, podobnie jak napr enie 
Reynoldsa w przepływie turbulentnym. 

Analogia do procedury stosowanej w analizie ruchu turbulentnego wynika z defi-
nicji pr dko ci dyfuzji, w oparciu o któr  ci gła pr dko  składnika isv  jest sum

redniej pr dko ci mieszaniny v  i pr dko ci dyfuzji iu , traktowanej jako zmienne 

odst pstwo (fluktuacja) od redniej pr dko ci v . rednia masowa fluktuacji dyfuzyj-
nych iu  jest równa zero. St d całkowity parcjalny tensor przyjmuje posta : 

iii
t
i uu−= i  (2.20) 

W zwi zku z tym do lewej strony równania (2.18) dodano człon iii uu− , uzysku-

j c nast puj c  posta  bilansu p du składnika: 

∗++⋅∇+∇−=−= iiiiTiiii
isi

iii CC
D

D
Ffuu

v
a t

iit
 (2.21) 
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gdzie po prawej stronie wyst pił całkowity tensor napr e  parcjalnych (2.20). 
W dalszych rozwa aniach, w wyniku wył cznie matematycznych operacji, zast -

piono człon 
tD

D isiv  przez człon 
tD

Dv
, przekształcaj c równanie (2.21) do postaci: 

∗++⋅∇+∇−=+ iiiiTiii CC
D
D Ffv t

iit
 (2.22) 

i stwarzaj c w ten sposób inny układ odniesienia. W równaniu (2.22) 
tD

D
 jest 

pochodn  substancjaln  pod aj c  za ruchem rednim mieszaniny v , a nie 
pr dko ci redni  składnika isv , a i  przedstawia nast puj cy zbiór wyra e :

iiiiii D
D uuvuu ⋅∇−∇⋅+= isi

i

t
 (2.23) 

Otrzymujemy zatem równanie, w którym przyspieszenie odnosi si  do redniej 
masowej pr dko ci mieszaniny v , a nie do isv . 

Wielko i , przedstawiaj ca przyspieszenie dyfuzyjne, człon konwekcyjny 

i człon napr e , wynika z d enia do wyra enia członu przyspieszenia wyst puj ce-
go w równaniu bilansu p du składnika, przez redni  pr dko  masow  mieszaniny, 
jako ramy referencyjnej, a nie przez pr dko  składnika isv , jak w równaniu (2.21). 

Zostało to uczynione w tym celu, aby przy zsumowaniu bilansu składnika po wszyst-
kich składnikach uzyska  bilans p du mieszaniny w zazwyczaj stosowanej postaci. 

Wielko i  mo e by  przekształcona do alternatywnej postaci: 

iiii rM
D
D uvjvjj −∇⋅+⋅∇+= isiisi

i

t
 (2.24) 

w której iuj i=i , jest strumieniem dyfuzyjnym składnika. 

Mo na bowiem sprawdzi , e suma bilansów p du (Równ. 2.22) po wszystkich 
n-składnikach daje całkowity bilans p du mieszaniny w zazwyczaj stosowanej postaci 
jak dla składnika pojedynczego: 

=

+⋅∇+−∇= t

t ii

n

i
P

D
D fv

1

 (2.25) 

Przy sumowaniu wykorzystano relacj  (2.15) 
=

∇=∇
n

i
TP

1
iiC , jak równie  wynik 

sumowania 
=

=
n

i 1

0i , co wynika z równania (2.24), poniewa
=

=
n

i 1

0ij , oraz  
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( ) 0
11

==
= ==

i

n

1i
qii rr uu i

q
qii

n

i

MM  (2.26) 

stosuj c zasad  zachowania, tak masy, jak i p du w zjawiskach dyfuzyjnych i reak-
cyjnych wewn trz elementu kontrolnego. 

Oddziaływanie (n-1) składników j na składnik i wywiera na ten składnik sił : 

( )n,.....,iCF ij

n

ij
j

ji 21
1

==

≠
=

∗ F  (2.27) 

gdzie ijF  jest sił  oddziaływania na jeden mol składnika i przez składnik j, który 

wyst puje w mieszaninie o jednostkowej koncentracji ( 1=o
jC kmol m-3). Jest to 

molarny analog siły wzajemnego oddziaływania mi dzy cz stk  składnika i a cz stk
składnika j. Na poziomie molekularnym ijF  reprezentuje przekazywanie p du mi dzy 

i a j w wyniku molekularnych zderze . 
Poniewa   ijji FF −=

st d:  0
111

==

≠
===

ij

n

ij
j

n

i

n

i

*
iF Fjii CCC  (2.28) 

co jest zgodne z zasad  zachowania p du w indywidualnych oddziaływaniach mole-
kularnych, to znaczy zgodne z trzecim prawem Newtona.  

Ponadto zale no ci (2.26) i (2.28) wyra aj  zasad , e na p d mieszaniny (Równ. 
2.25) nie maj  wpływu wewn trzne wymiany oddziaływa  chemicznych lub fizycz-
nych. 

Oczywi cie obowi zuje zale no :  

( )
==

−==
n

i
iii

n

i
i

11

uui
tt  (2.29) 

to znaczy całkowity tensor napr e  w mieszaninie wynika ze wszystkich oddziały-
wa  pomi dzy cz steczkami. Nale y podkre li , e tensor ten jest symetryczny [35]. 

W tej sytuacji jedynie (n-1) bilansów p du składników (2.22) jest liniowo nieza-
le nych i st d n-ta warto nsv  musi by  wyznaczona z relacji mi dzy redni  pr dko-

ci  mieszanin a pr dko ciami n składników 
=

=
n

i
isi

1

vv , przy czym v  wyznacza 

si  z bilansu p du mieszaniny. Kerkhof i wsp. [10] sugeruj , aby alternatywnie, 
zamiast stosowa  bilans p du mieszaniny, rozwi zywa n-bilansów p du składników 
wyznaczaj c n-warto ci translacji składników ( )n,.....,iis 21=v . 
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2.2. SIŁA NAP DOWA DYFUZJI 

Tak zwana uogólniona „siła nap dowa dyfuzji” di, a w rzeczywisto ci „dyfuzyjna 

siła ci gnienia (diffusion drag force)” zwi zana jest z *
iF nast puj c  zale no ci : 

∗= iii CC FdRT  (2.30) 

W zwi zku z tym, z równania (2.22) wynika nast puj ca relacja definiuj ca di: 

++−⋅∇−∇== iiiiTi
i

i
DC

CRTR
x vfd

DtT
F t

ii

*
i 1

 (2.31) 

która zawiera potencjał chemiczny, całkowity parcjalny tensor napr e cinaj cych, 
zewn trzne siły masowe, jak równie  człon przyspieszenia oraz człony bezwładno-
ciowe reprezentowane przez i . Człon iT∇  jest zazwyczaj przedstawiany w po-

staci alternatywnej przy u yciu zale no ci termodynamicznej 

ii V P,TiT P~ ∇+∇=∇  (2.32) 

oraz wykorzystaniu definicji parcjalnej obj to ci molowej składnika 
i

i
i C

~ Φ=V  definiu-

j c sił  nap dow  w postaci: 

++−⋅∇−∇Φ+∇== iiiiiP,Ti
i

i
DPC

CRTR
x vfd

DtT
F t

ii

*
i 1

 (2.33) 

Jest to posta  siły nap dowej dyfuzji wyprowadzona w oparciu o mechaniczn
teori  dyfuzji dla płynnego continuum, zazwyczaj przedstawiana w literaturze [32]. 

Aby otrzyma  bardziej znan  posta  wyprowadzon  w oparciu o nierównowagow

termodynamik , człon przyspieszenia 
Dt

vD
 w równaniu (2.33) wyznaczany jest z bi-

lansu p du mieszaniny (Równ. 2.25), prowadz c do zale no ci: 

( ) ( ) +−−⋅∇−⋅∇−∇−Φ+∇==
=

i

n

j
jjiii

t
iiiP,Ti

i
i PC

CRTR
x ffd

1

1 t
ii

*
i

T
F

 (2.34) 

w której dodatkowe człony wspólnie reprezentuj  człon 
Dt

vD
i . W stanie równowagi 

mechanicznej = 0
Dt

vD
i  człony zawieraj ce i mog  by  opuszczone, poniewa

wówczas suma tych dodatkowych członów równa si  zero. Mog  by  równie  zosta-
wione, gdy  nie powoduj  zmiany warto ci wyra enia (2.34). 



A.BURGHARDT28

Jest to zale no  zazwyczaj podawana w literaturze, wyznaczana jednak znacznie 
bardziej skomplikowanymi i mniej przejrzystymi metodami.  

Uogólniona siła nap dowa dyfuzji reprezentuje zatem dyfuzj  zwyczajn  (st e-
niow , pierwszy człon), dyfuzj  ci nieniow  (drugi człon), dyfuzj  wywołan  gra-
dientem napr enia cinaj cego (trzeci człon) oraz dyfuzj  wymuszon  (czwarty 
człon). Ostatni człon i  jest zbiorem wyra e  składaj cych si  z dyfuzyjnego 

przyspieszenia i członów bezwładno ciowych, cz sto pomijanych, za wyj tkiem 
szybko oscyluj cych pól elektrycznych i ci nieniowych. 

Godnym podkre lenia jest równie  fakt, i  wyprowadzaj c uogólnion  sił  nap -
dow  dyfuzji bezpo rednio z bilansu p du składnika, nie uczyniono adnych zało e
co do stanu o rodka płynnego. Mog  to by  zatem gazy, plazma, ciecze, roztwory 
polimerów i mieszaniny płynów spr ystych i lepkospr ystych. Ponadto, ze wzgl du 
na równo  (2.28) jedynie (n-1) sił nap dowych jest niezale nych. 

0
1

=
=

n

i
id  (2.35) 

2.3. STRUMIENIE I PR DKO CI DYFUZJI 

W zale no ci od celu bada  i własno ci fizykochemicznych badanego układu sto-
sowane s  ró ne postacie redniej pr dko ci mieszaniny, zwanej równie  pr dko ci
centrowan , dla zdefiniowania pr dko ci dyfuzji.  

Celem uogólnienia i ujednolicenia zale no ci okre laj cych te rednie wyprowa-
dzono relacj , która uzale nia redni  pr dko  centrowan  mieszaniny od parame-
trów : 

=

==
n

j

n

j

1

1

j

jsjv

v  (2.36) 

i st d uogólniona pr dko  dyfuzji: 

i vvu −= is  (2.37) 

oraz strumie  dyfuzji: 

( )
=

=

= −=−=−=
n

j
jsjin

j

n

j
iii

1

1

1 vv

v

vvv iis

j

jsj

iisis  (2.38) 
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=

= n

j

i

1
j

i  (2.39) 

jest uogólnionym st eniem składnika dla warto ci i , charakteryzuj cej przyj t

centrowan  warto  pr dko ci mieszaniny. 

Przykładowo: 

ii = − pr dko rednia masowa 

=

== n

j

n

j

1

1

j

jsjv
v  ;  

==

=

−=−=
n

j
ji

n

j
jsjn

j

i
ii

11

1

nnvvj i

j

is  (2.40) 

iCi = − pr dko rednia molowa 

=

== n

j

n

j

C

C

1

1

j

jsj
m

v
v  ;  

==

=

−=−=
n

j
ji

n

j
jsjn

j

i
ii xC

C

CC
11

1

NNvvJ i

j

is  (2.41) 

iii V~C Φ== i − pr dko rednia obj to ciowa 

=

=

Φ

Φ
= n

j

n

j

1

1

j

jsjv
vo  ; 

==

=

Φ−=Φ
Φ

Φ−Φ=
n

j

v
i

n

j
jsjn

j

i
i

v
i

11

1

v
ji

j

is nnvvj  (2.42) 

2.4. ZALE NO CI KONSTYTUTYWNE 

Aby móc analizowa  i rozwi zywa  wyprowadzone zale no ci definiuj ce proces 
dyfuzji wieloskładnikowej, konieczne jest uzupełnienie tych zale no ci o tzw. relacje 
konstytutywne. Relacje te uzale niaj , wyst puj ce w wyprowadzonych uprzednio 
równaniach, strumienie i człony ródłowe od ich sił nap dowych, składaj cych si  ze 
zmiennych stanu i własno ci fizykochemicznych układu. W zwi zku z tym s  to 
zwykle zale no ci empiryczne uzyskane w oparciu o eksperymenty lub przybli one 
przy wykorzystaniu teoretycznych modeli mieszanin. 

Wyst puj cy w wyprowadzonych zale no ciach potencjał chemiczny i okre lany 
jest zazwyczaj za pomoc  nast puj cego równania: 
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( ) iaRTP,T lno += ii  (2.43) 

gdzie dla cieczy iii xa = , przy czym dla mieszanin gazowych o niskich ci nie-

niach i dla idealnych cieczy ii xa = . Alternatywnie potencjał chemiczny uzale niony 

jest dla mieszanin gazowych od fugatywno ci, któr  definiuje nast puj ce równanie: 

Pi ii yf =  (2.44) 

i – jest współczynnikiem fugatywno ci i zale y od ci nienia, temperatury i składu 

mieszaniny. Dla gazów doskonałych 1=i . Podobnie współczynnik aktywno ci jest 

okre lany przez nast puj c  funkcj ( )11 −= ni x......x,P,Ti , 

st d: 
−

=

∇=∇=∇
1

1

n

j
jij

i
iP,T x

x

RT
aRTi ln  (2.45) 

gdzie tzw. współczynnik termodynamiczny dany jest zale no ci : 

P,Tj
ijij x

x
∂

∂+= i
i

ln
 (2.46) 

ij − delta Kroneckera 

Dla idealnych mieszanin cieczy lub gazów 1=i  i 

i
i

P,T x
x

RT ∇=∇ i  (2.47) 

Niezmiernie istotna jest zale no  definiuj ca parcjalny tensor napr e  składnika 

i w mieszaninie iii
t
i uu−= i , któr  zaproponowali Bearman i Kirkwood [36], 

w postaci analogicznej do równania dla pojedynczego składnika [1]: 

( ) Ivvv T ⋅∇−−∇+∇= i
t
i ii 3

2
 (2.48) 

gdzie i  i i  s  parcjalnymi współczynnikami lepko ci cinaj cej i rozci gaj cej, to 

znaczy dla mieszaniny 
=

=
n

i 1
i  i 

=

=
n

i 1
i  prowadz c przy sumowaniu po wszyst-

kich składnikach do standardowej postaci fenomenologicznego równania konstytu-
tywnego dla pojedynczego składnika:  

( ) Ivvv T ⋅∇−−∇+∇=t

3

2
 (2.49) 
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Oczywi cie nie ma jednoznacznego dowodu, dlaczego równanie konstytutywne 
tensora napr e  w mieszaninie winno by  identyczne jak dla składnika czystego. 
W zwi zku z tym inni autorzy proponuj  alternatywne wyra enia okre laj ce napr -
enia składników w mieszaninie [32, 37]. Kerkhof i wsp. [10] zaproponowali zale -

no  konstytutywn  parcjalnego tensora napr e  jako funkcj  gradientu isv∇ , czyli 

pr dko ci translacji składnika, a nie gradientu redniej pr dko ci masowej mieszaniny 
v∇ , jak w równaniu (2.48). St d równanie Kerkhofa i wsp. [10] dla parcjalnego 

tensora napr e  przyjmuje posta : 

( ) ( )( ) Ivvv isi
T
isisi ⋅∇−−∇+∇= i

t
i 3

2
 (2.50) 

ł cznie z równaniem 
=

=
n

i

t
i

t

1

. 

Dla wyznaczenia lepko ci parcjalnej i  wykorzystali równanie Wilkego dla mie-

szanin gazowych, które prowadzi do nast puj cych relacji definiuj cych i : 

=

= n

j
ij

i

x
1

j

i
i

x o

 (2.51) 

gdzie: 
2

1

2

4
12

1

18 +

+

=

j

i

i

j

j

i

M
M

M
M

o

o

1

ij  (2.52) 

w którym wielko ci o
i  s  lepko ciami czystych składników. 

Jak wynika z przytoczonych wzorów, lepko  parcjalna i  jest silnie zale na od 

składu mieszaniny, osi gaj c warto  równ  zero dla st enia składnika zbli aj cego 
si  do zera. Nale y sobie bowiem uzmysłowi , e dla st e  składnika bliskich zero, 
mo e co prawda istnie  gradient pr dko ci składnika, niemniej przy silnym rozcie -
czeniu cz stki składnika b d  tak dalece rozproszone w przestrzeni, e spotkanie ich 
dla wymiany p du b dzie mało prawdopodobne. 

Pytanie o wła ciw  form  równania konstytutywnego dla parcjalnego tensora 
napr e  pozostaje nadal otwarte i jest szeroko dyskutowane w literaturze in ynierii 
mechanicznej.  
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Podobne kontrowersje wysuwane s  w literaturze w stosunku do wewn trznych sił 

oddziaływa  mi dzy składnikami ∗
iF . Sugerowane jest wł czenie ró norodnych sił 

oddziaływa  mi dzy składnikami, jak siły ci gnienia wynikaj cej z ró nicy pr dko ci 
składników, czy siły termicznej [38], wynikaj cej z gradientu temperatury lub siły 
wyporu powodowanej gradientem g sto ci i kilku innych sił, uznanych raczej za 
kontrowersyjne i dziwaczne. W wi kszo ci studiów brane s  pod uwag  jedynie dwie 
siły, które s  dobrze udowodnione i znacz ce dla dyfuzji, a mianowicie: siła wynika-
j ca z relatywnego ruchu składników zwana sił  ci gnienia oraz siła termiczna spo-
wodowana istniej cym w mieszaninie gradientem temperatury. 

Ostatecznie, zakładane jest [39, 40], e: 

*
iTiD

*
i FFF += ∗  (2.53) 

Wewn trzna siła działaj ca na składnik i jako wynik interakcji ze wszystkimi 
składnikami (innymi ni i) mo e by  przedstawiona nast puj co: 

( )n,.....,iC

ij

i 21
1

==

≠
=

∗
ij

n

j
j FF  (2.54) 

gdzie Fij jest sił  interakcji (zawieraj c  sił  ci gnienia i sił  termiczn ) działaj c  na 
mol składnika i, jako wynik jego interakcji ze składnikiem j, obecnym w jednostkowej 
koncentracji w mieszaninie; jest to molarny analog interakcji mi dzy cz steczkami i
oraz j. Na poziomie molekularnym Fij reprezentuje przekazywanie p du mi dzy i oraz 
j w wyniku molekularnych kolizji.  

Hydrodynamiczna siła ci gnienia Fij,D [36, 41-44], zakładana jest jako proporcjo-
nalna do ró nicy pr dko ci dwóch składników i oraz j i skierowana tak, aby przeciw-
stawi  si  ruchowi składnika i: 

( )jsiijF vv −−= sD,ij  (2.55) 

gdzie ij  to fenomenologiczny współczynnik oporu ci gnienia lub impedancji 0ij . 

Podobnie zało ono, e siła termiczna jest proporcjonalna do relatywnej termicznej 
pr dko ci dyfuzji dwóch składników [36, 37, 39, 40]: 

T
DD

j

T
j

i

T
i

T,ij ln∇−−= ijF  (2.56) 

Wynika to z faktu, e strumie  dyfuzji termicznej dany jest fenomenologiczn

zale no ci TDT
i

T
i ln∇−=j  i st d T

i
i

T
i T

D
u=∇− ln  jest pr dko ci  składnika 
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spowodowan  dyfuzj  termiczn , gdzie T
iD  jest wieloskładnikowym współczynni-

kiem dyfuzji termicznej spełniaj cym równo : 

=

=
n

i

T
iD

1

0  (2.57) 

W wyniku otrzymujemy:  

( ) T
DD

j

T
j

i

T
i

sij ln∇−+−=− ijjsiij vvF  (2.58) 

W stosunku do Fij istnieje równa i przeciwnie skierowana siła oddziaływania 
składnika j na i Fij = − Fji, wynikaj ca z bilansu p du lub trzeciego prawa Newtona 
jako wynik zderze  molekuł, prowadz c do relacji jiij = , to znaczy współczynniki 

oporu s  symetryczne. 
Nale y równie  zaznaczy , e współczynniki dyfuzji termicznej mog  by  dodat-

nie lub ujemne i s  silnie zale ne od składu mieszaniny. Bardziej ogólne zale no ci 
okre laj ce termiczne współczynniki dyfuzji dla gazów przedstawiaj : Chapman 
i Cowling [12], Hirschfelder i wsp. [13], Eu [45], Ferziger i Kaper [46], a dla mono-
atomowych cieczy Bearman i Kirkwood [36]. 

W oparciu o zale no  (2.54) otrzymujemy ostatecznie:  

( ) T
DDCC

j

T
j

i

T
i

s
*
i ln∇−+−=−

==
ij

n

j
jjsiij

n

j
jF

11

vv  (2.59) 

do sumowania wł czono równie j = i, poniewa Fii = 0. 
Nast pnie definiowany jest współczynnik dyfuzji Maxwella-Stefana ij  jako: 

ijC
TR=ij  (2.60) 

i ze wzgl du na symetryczno  współczynnika oporu ij  współczynniki dyfuzji 

Maxwella-Stefana s  równie  symetryczne jiij = . 

2.5. UOGÓLNIONE RÓWNANIE MAXWELLA-STEFANA (GMS) 

Uogólnione równanie Maxwella-Stefana (nazywane tak, poniewa  oryginalne 
równania Maxwella-Stefana były ograniczone jedynie do gazów) otrzymuje si  przez 

poł czenie zale no ci (2.59) i (2.60) oraz zastosowanie relacji *
iiC FCRT =id : 
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( ) T
DDxxxx

RT

Fx

j

T
j

i

T
i

ij

ji
s

ij

ji
*
ii

i ln∇−+−=
−

=−
==

n

j
jsi

n

j 11

vvd  (2.61)

które mo e by  równie  alternatywnie zapisywane jako: 

( ) T
DDxxxx

j

T
j

i

T
i

ij

ji
ji

ij

ji
i ln∇−+−=−

==

n

j

n

j 11

uud  (2.62)

poniewa   jis uuvv −=− jsi .  

W równaniach tych stosowana jest równie  alternatywna definicja współczynnika 
dyfuzji termicznej: 

j

T
j

i

T
iT

ij

DD
D −=  (2.63)

Innymi zazwyczaj stosowanymi współczynnikami transportu termicznego s : 

ij

j

T
j

i

T
i

ij

T
ijT

ij

DD

D
−

==  zwane dzielnikiem dyfuzji termicznej, a ji
T
ij

T
ijk xx=

stosunkiem dyfuzji termicznej. 
Równania GMS mog  by  równie  przedstawione przy wykorzystaniu definicji 

strumieni całkowitych Ni i dyfuzyjnych Ji np. dla procesu izotermicznego: 

( ) ( )jiij
ij

jiij
ij

i xx
C

xx
C

JJNNd −=−=−
==

n

j

n

j 11

11
 (2.64) 

i procesu nieizotermicznego: 

( ) Txxxx
C

T
ijjijiij

ij
i ln∇+−=−

==

n

j

n

j 11

1
JJd  (2.65)

Ze wzgl du na równo
=

=
n

j 1

0id  jedynie (n-1) równa  GMS jest liniowo nieza-

le nych dla całkowitych strumieni iN , lub dyfuzyjnych strumieni iJ , jak i pr dko ci 

dyfuzyjnych iu  składników.  
Dlatego, celem rozwi zania tego układu równa  i wyznaczenia wszystkich 

strumieni, konieczna jest dodatkowa zale no  mi dzy strumieniami składników 
nazywana „sznurowadłem” (boot strap). Ta relacja jest zazwyczaj przyjmowana 
w postaci: 
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=

=
n

j 1

0jj N  (2.66)

gdzie j  jest nazywany współczynnikiem determinacji. Na przykład, gdy const=j

(niezale ne od j) otrzymujemy zale no
=

=
n

j
N

1

0j , czyli tzw. dyfuzj  ekwimolarn . 

Je li natomiast jj v=  (gdzie jv  to współczynnik stechiometryczny reakcji), stru-

mienie s  okre lane przez stechiometri  reakcji zachodz cej w ziarnie katalizatora. 

Zało enie jj
~V=  okre la zerow redni  pr dko  obj to ciow  mieszaniny 0=ov , 

a jnj =  reprezentuje proces dyfuzji przez składnik referencyjny jnj =  (inert) 

w stagnacji. 
Je li nie dysponujemy zale no ci  typu (2.66), mog  by  wyznaczone jedynie 

strumienie dyfuzyjne lub ró nice pr dko ci z równa  GMS. 
W oparciu o równanie (2.38) uogólnione strumienie dyfuzyjne, scharakteryzowane 

parametrem , spełniaj  zale no : 

0
1

=Λ
=

n

j
j  (2.67)

Poniewa  strumienie dyfuzyjne wyst puj ce w równaniach GMS s  strumieniami 

molowymi iJ , zale no  (2.67) musi by  przekształcona do postaci:  

0
1

=
=

jC
J

n

j j

j  (2.68)

aby mogła odpowiada  relacji (2.66). 

Współczynniki zale no ci (2.68) okre laj  odpowiednio: 1=
j

j

C
 dla redniej 

pr dko ci molowej odniesienia mv , Mj dla redniej pr dko ci masowej v  oraz j
~V

dla redniej pr dko ci obj to ciowej ov . W zwi zku z tym dla wyznaczenia strumieni 

dyfuzyjnych nie s  wymagane adne dodatkowe informacje. Innymi słowy, (n-1) 
niezale nych strumieni dyfuzyjnych mo e by  wyznaczonych z (n-1) niezale nych 
równa  GMS, przy wykorzystaniu zale no ci (2.68). 

Poł czenie równa  (2.61, 2.62, 2.64 i 2.65) z sił  nap dow : 
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( ) ( ) +−−⋅∇−⋅∇−∇−Φ+∇=
=

i

n

j
jjiii

t
iiiP,Tii PC

CRT
ffd

1

1 t
ii

(2.69)

prowadzi do kompletnych uogólnionych równa  (GMS). 
S  to najbardziej ogólne postacie równa  dyfuzji wieloskładnikowej, które mog

by  stosowane do szerokiej ró norodno ci mieszanin gazowych i ciekłych, roztworów 
polimerów, cieczy koloidalnych i mieszanin aerozolowych. 

Dla cieczy równanie (2.69) mo e by  stosowane przy wykorzystaniu zale no ci 
(2.45) dla okre lenia pierwszego członu w nawiasie kwadratowym tego równania, 
natomiast dla idealnych mieszanin gazowych, poniewa ixa =i  oraz ii x=Φ  prowa-

dzi do zale no ci: 

( ) +−−⋅∇−⋅∇−∇−∇=
=

i

n

j
jjiii

t
iii P

P
ffd

1

1 t
iip

  (2.70)

Alternatywna posta  tych równa , która odkrywa nieco wi cej ich wła ciwo ci, 
wynika z algebraicznych przekształce  drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu 
równania (2.69) daj c: 

CRT
ax iii

1+∇= lnd   

( ) ( ) +−−⋅∇−⋅∇−∇−⋅
=

iji
t
j

ji
jij

n

j
i P~~ fft

ivv
11

1

  

 (2.71) 

gdzie masowa parcjalna obj to  wła ciwa składnika i jest 
i

i
i M

~
~ V
v = . Ta forma siły 

nap dowej wykazuje wyra nie, e dyfuzja ci nieniowa zachodzi jedynie wówczas, 
gdy masowe (a nie molowe) parcjalne obj to ci wła ciwe dwóch składników s  ró ne. 
Podobnie dyfuzja wymuszona mo liwa jest jedynie wówczas, gdy wła ciwe siły 
masowe indywidualnych składników s  ró ne. W zwi zku z tym siły grawitacyjne 
i od rodkowe nie generuj  dyfuzji w sposób bezpo redni. 

Opieraj c si  na przeprowadzonych rozwa aniach i uzyskanych zale no ciach, 
mo na zestawi  nast puj ce postacie uogólnionych równa  GMS: 

( ) T
DDxx

vv
xx

j

T
j

i

T
i

ij

ji
s

ij

ji ln∇−+−
==

n

j
jsi

n

j 11
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++−⋅∇−∇Φ+∇−= iiii
t
iiP,Ti D

DPC
CRT

vf
ti

1
 (2.72) 

a po wyeliminowaniu pochodnej 
tD

D
i

v
 i skorzystaniu ze wzoru (2.45): 
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 (2.73) 

oraz w postaci alternatywnej: 
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2.6. UOGÓLNIONE RÓWNANIE FICKA-ONSAGERA 
DLA PROCESU IZOTERMICZNEGO (GFO) 

Jak wspomniano we wst pie, proces dyfuzji wieloskładnikowej opisywany jest za 
pomoc  dwóch alternatywnych sformułowa .  

W pierwszym, omówionym w poprzednim rozdziale sformułowaniu GMS, siła 
nap dowa dyfuzji składnika di jest liniow  funkcj  strumieni dyfuzyjnych. W drugim, 
zwanym sformułowaniem Ficka-Onsagera [1, 8], strumie  dyfuzyjny jest kombinacj
liniow  sił nap dowych dyfuzji.  

Podczas gdy forma równa  GMS jest wygodna dla wielu rodzajów oblicze , 
w wielu innych przypadkach po dane jest takie przekształcenie tych zale no ci, aby 
uzyska  funkcj , która uzale nia strumie  dyfuzyjny składnika od kombinacji linio-
wej sił nap dowych. 

Ze wzgl du na liniow  zale no  mi dzy strumieniami a siłami nap dowymi 
w równaniach GMS, mo liwe jest ich odwrócenie przy zastosowaniu metod algebry 
liniowej. 
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Dla procesu izotermicznego równanie (2.64) mo na zapisa  w nast puj cej postaci: 

=

=−
n

j 1
jiji BC Jd  (2.75)

gdzie współczynniki: 

( )
ij

i
ij

ik
ik

k
ijij

xx
B 1

1

−+=

≠
=

n

k

 (2.76)

ij − delta Kroneckera 

s  elementami macierzy kwadratowej [ ]B  prowadz c do zapisu macierzowego: 

( ) [ ] ( )BC Jd =−  (2.77)

Niestety, odwrócenie równania macierzowego (2.77) celem uzyskania zale no ci, 
w której strumienie byłyby funkcjami sił nap dowych jest niemo liwe, bowiem 

macierz [ ]B  jest macierz  osobliw . Aby usun  t  osobliwo , konieczne jest 

skorzystanie ze zwi zku (2.68), aby wyeliminowa n-ty strumie  dyfuzyjny: 

j
j

j

n

n
n C

C
JJ

=

−=
1-n

j 1

 (2.78)

uzyskuj c w ten sposób nieosobliw  macierz [ ]B  oraz przekształcon  zale no

(2.75): 
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1-n

j 1
jiji BC Jd  (2.79)

o elementach macierzy [ ]B : 
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 (2.80)

prowadz c do równania macierzowego: 

( ) [ ]( )BC Jd =−  (2.81)

Odwrócenie tego równania daje dan  zale no  GFO: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( )ddJ DCBC −=−=
−1

 (2.82)
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W równaniu tym elementy macierzy ijD  s  to tzw. współczynniki dyfuzji 

w mieszaninie wieloskładnikowej dla uogólnionego równania Ficka-Onsagera i nie 

nale y ich uto samia  z binarnym współczynnikami dyfuzji ij . Nie maj  one tego 

znaczenia co ij , albowiem nie odzwierciedlaj  interakcji mi dzy składnikami i oraz 

j. Współczynniki Dij mog  przyjmowa  warto ci dodatnie i ujemne, co dodatkowo 
utrudnia nadanie im odpowiedniego sensu fizycznego, sprowadzaj c do roli parame-

trów. Ponadto współczynniki ijD  nie maj  wła ciwo ci symetrii, to znaczy jiij DD ≠ . 

Najwi kszym utrudnieniem w stosowaniu uogólnionego prawa Ficka-Onsagera 
jest fakt, i  w układach wieloskładnikowych współczynniki dyfuzji Dij zale  od 
obranej pr dko ci odniesienia − odmiennie, ni  w układach dwuskładnikowych, gdzie 

ij  jest identyczny we wszystkich układach odniesienia. 

Warto przypomnie , i  Fick [14] sformułował swoje równanie dyfuzji w postaci: 

d
dCN 1

121 −=  (2.83)

w oparciu o eksperymenty dyfuzji soli w wodzie. Ciekawe jest wyprowadzenie tego 
równania, przy wykorzystaniu podstawowego równania dyfuzji dwuskładnikowej: 

d
dxCNxN 1

1211 −=  (2.84) 

gdzie: 21 NNN +=  (2.85) 

Zazwyczaj zakłada si , i  przekształcenie równania (2.84) w równanie (2.83) 
wymaga zało enia stałej g sto ci molowej mieszaniny (zerowy sumaryczny strumie
molowy N). Mniej znane jest zało enie o minimalnej zmianie obj to ci mieszaniny, to 
jest zało enie zerowej warto ci redniej pr dko ci obj to ciowej mieszaniny, czyli: 

02211 =+ V~NV~N  (2.86) 

1212211 =Φ+Φ=+ V~CV~C  (2.87) 

Druga zale no  stwierdza, i  suma udziałów obj to ciowych składników miesza-
niny równa si  jedno ci. 

Wyznaczmy zatem pochodn : 

d
dC

dC
dC

C
C

d
C
Cd

C
d
dxC 1

1

1

1

1 1−==  (2.88)
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Ró niczkuj c zale no  (2.87) po C1 przy wykorzystaniu zwi zku: 

CCC =+ 21  (2.89) 

otrzymujemy: 
2

1

1

1
V
~
V
~

dC

dC −=  (2.90)

czyli: 
d

dC

V
~
V
~

C

C

d

dx
C 1

2

111 11 −−=  (2.91)

Stosunek 
C

C1  wyznaczamy z równania (2.87) i zwi zku (2.89): 

21

21 1

V
~

V
~

V
~

C

C

−
−=  (2.92)

który podstawiony do (2.91) prowadzi ostatecznie do zale no ci: 

d

dC

V
~

d

dx
C 1

2

1 1=  (2.93)

St d dla redniej pr dko ci obj to ciowej równej zero, równanie (2.84) przyjmie 
posta : 

( )
d

dC

V
~xNNN 1

2

12
1211 −+=  (2.94)

Z równania (2.86) sumaryczny strumie N, wyra ony przez N1 wynosi: 

−=
2

1
1 1

V
~
V
~

NN  (2.95)

Po podstawieniu zale no ci (2.95) do (2.94) i przekształceniach algebraicznych 
otrzymujemy ostatecznie: 

d

dC
N 1

121 −=  (2.96)

czyli równanie wyprowadzone przez Ficka, z którego wynika, i  u jego podstaw le y 
zało enie o zerowaniu si redniej pr dko ci obj to ciowej mieszaniny. Oczywistym 
jest, i  przy powy szym zało eniu rednia pr dko  masowa b dzie ró na od zera, 
ze wzgl du na zmian  g sto ci mieszaniny. 
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3. PORÓWNANIE Z INNYMI TEORIAMI DYFUZJI 

3.1. TERMODYNAMIKA NIERÓWNOWAGOWA JAKO PODSTAWA TEORII  
DYFUZJI WIELOSKŁADNIKOWEJ

Termodynamika nierównowagowa wykorzystuje w toku post powania d cego 
do uzyskania równania konstytutywnego wieloskładnikowej dyfuzji molekularnej 
cztery postulaty: 

1. Zale no ci termodynamiki równowagowej mog  by  stosowane w badaniu 
systemów, które co prawda nie s  w stanie równowagi termodynamicznej, 
lecz charakteryzuj  si  niezbyt du ymi gradientami zmiennych stanu (postulat 
quasi−równowagi). 

2. Ka dy niezale ny strumie iJ  systemu mo e by  przedstawiony jako liniowa 

kombinacja wszystkich niezale nych sił nap dowych iX , a współczynnikami 
proporcjonalno ci s  tzw. współczynniki fenomenologiczne (postulat linio-
wo ci): 

j

n

j
iji L XJ

=

=
1

 (3.1) 

3. Zasada Curie, według której strumie  i zwi zane z nim siły nap dowe musz
mie  ten sam rz d tensorowy. Zasada ta wyklucza zatem zwi zek mi dzy 
strumieniami masowym i cieplnym a tensorem napr e cinaj cych i . 

4. Macierz współczynników fenomenologicznych w relacjach strumie − siły 
nap dowe jest symetryczna (relacje odwrotno ci Onsagera). 

Podstaw  analizy, wykorzystuj cej zasady i postulaty termodynamiki nierówno-
wagowej, dla ustanowienia konstytutywnych równa  dyfuzji wieloskładnikowej, jest 
ró niczkowy bilans entropii mieszaniny wieloskładnikowej przemieszczaj cej si  ze 
redni  pr dko ci  masow . Jak ka dy bilans zawiera on człony okre laj ce akumula-

cj  entropii w badanym systemie, człony transportu entropii oraz ródła entropii 
wewn trz układu, generowane przebiegaj cymi procesami nieodwracalnymi: 

Dt
ŜD +⋅−∇= S  (3.2) 

gdzie Ŝ  to entropia na jednostk  masy badanego układu, S − strumie  entropii, 
a − szybko  produkcji entropii na jednostk  obj to ci. Aby wielko ci wyst puj ce 
w równaniu (3.2) wyrazi  przez strumienie i gradienty zmiennych stanu, konieczne 
jest zało enie, e równania termodynamiki równowagowej s  wa ne lokalnie (postulat 
quasi−równowagi). Oznacza to, e równanie Gibbsa: 

j

n

j j

j d
M

PdvŜTdÛd
=

+−=
1

 (3.3) 
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mo e by  zastosowane dla układu niezbyt odległego od stanu równowagi. W równa-
niu tym i  to potencjał chemiczny składnika i. 

Poniewa  mieszanina ta przemieszcza si  ze redni  pr dko ci  masow , ró niczki 

w równaniu Gibbsa mog  by  wyra one przez pochodne 
Dt

ŜD
, 

Dt

ÛD
 i 

Dt

D
, co pro-

wadzi do zastosowania równa  zachowania (bilansów) energii wewn trznej i równa
ci gło ci składników mieszaniny w bilansie entropii (3.2).

Po skomplikowanych przekształceniach wielko ci wyst puj ce w równaniu (3.2) 
przyjmuj  nast puj c  posta : 

−=
=

k

n

k k

k

MT
jqS

1

1
 (3.4) 

oraz k

n

k k

k
n

k k

k
k r
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−∇−⋅−∇⋅−=
11

v
d

jq :ln  (3.5) 

Człon produkcji entropii, który jak wynika z równania (3.5), jest sum  iloczynów 
strumieni i sił nap dowych, stanowi podstaw  opisu procesu dyfuzji molekularnej 
w układach mieszanin wieloskładnikowych. 

Wynikaj ca z równania (3.5) siła nap dowa dyfuzji jest nast puj ca: 

iiiiP,Tii PCCRT fd −∇Φ+∇=  (3.6) 

Nast pnie do tej siły nap dowej dodano w sposób zupełnie dowolny, człon 

+∇−
=

j

n

j
jP f

1

1
, (rzekomo „dla wygody”), prowadz c ostatecznie do nast puj -

cej postaci siły nap dowej [1]: 

( ) j

n

j
jiiiiiiP,Tii PCCRT ffd

=

+−∇−Φ+∇=
1

 (3.7) 

Ta dowolno , spowodowana nieuzasadnionym dodaniem członu 

+∇−
=

j

n

j
jP f

1

1
, czyni według Cusslera [4] procedur  bazuj c  na zasadach 

termodynamiki nierównowagowej niezbyt wiarygodn .  
Dodany człon, jak wynika z bilansu p du mieszaniny (2.25) dotyczy równowagi 

mechanicznej układu, czyli 0=⋅∇−
tD

D v
, przy wykluczeniu tensora napr e

(gradienty pr dko ci mieszaniny równe zero). Najprawdopodobniej, dodanie tego 
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członu miało na celu stworzenie analogii do siły nap dowej wyprowadzonej w teorii 
kinetycznej rozrzedzonych gazów jednoatomowych. 

Równanie (3.7) przyjmuje dla gazów doskonałych nast puj c  posta : 

T
DDxx

P
P

P
xx

n

j j

T
j

i

T
i

ij

ji
n

j
jjiii

ii
ii ln∇−+−−∇−+∇=

== 11

1 ffd  (3.8) 

Główne zastrze enia w stosunku do teorii dyfuzji wynikaj cej z termodynamiki 
nierównowagowej [22] dotycz  braku sprz enia mi dzy tensorem napr e cinaj -
cych a strumieniem dyfuzji. Tym bardziej, e według Truesdella, w pracach Curie 
trudno doszuka  si  „zasady symetrii Curie” (Postulat 3). 

Poł czenie równa  (2.61), (2.62), (2.64) i (2.65) z sił  nap dow  (3.7) prowadzi 
do ró nych postaci uogólnionych równa  (GMS) wyprowadzonych w oparciu o zasa-
dy termodynamiki nierównowagowej. 

Zale no  definiuj ca masowy strumie  dyfuzji składnika i w postaci sformuło-
wania Ficka-Onsagera, w którym strumie  jest kombinacj  liniow  sił nap dowych 
wyra a si  nast puj co: 

TDD T
ij

n

j
iji ln∇−−=

−

=

dj
1

1

 (3.9) 

Dij jest współczynnikiem dyfuzji w mieszaninie wieloskładnikowej, zwanym 
współczynnikiem Ficka (Patrz Rozdz. 2.6.) ró nym od współczynnika Maxwella ij . 

Reasumuj c, konstytutywne równania dyfuzji wyprowadzone w ramach termody-
namiki nierównowagowej nie zawieraj  sprz enia mi dzy strumieniem dyfuzji 
a dywergencj  tensora napr e cinaj cych, mimo eksperymentalnego uzasadnienia 
takiej zale no ci [25]. 

3.2. RÓWNANIA DYFUZJI WYNIKAJ CE Z KINETYCZNEJ TEORII GAZÓW  
(MECHANIKI STATYSTYCZNEJ) 

Podstaw  dla wyprowadzenia konstytutywnych równa  dyfuzji w ramach kine-
tycznej teorii rozrzedzonych, niereaguj cych gazów jednoatomowych stanowi równa-
nie Boltzmanna definiuj ce funkcj  rozkładu pr dko ci cz stek ( )t,,f ii rv . Wielko

( )t,,fi rv rv dd i ⋅  jest prawdopodobn  liczb  cz stek substancji i, które w momencie 

czasu t zlokalizowane s  w elemencie rd  w pozycji r  i posiadaj  pr dko ci we-
wn trz zakresu idv  wokół pr dko ci iv . 

Równanie to, opisuj ce zmiany funkcji rozkładu pr dko ci fi z czasem i poło e-
niem, przedstawia si  nast puj co: 

( )=
∂
∂⋅+∇⋅+
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∂
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i
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i f,fJf
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v
v X1

 (3.10) 
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Dwa pierwsze człony lewej strony równania s  pochodn  substancjaln  funkcji fi, 
kolejny natomiast ujmuje działanie siły zewn trznej na cz stk  substancji i, gdzie: 
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 (3.11) 

( )
j

ji f,fJ  jest bardzo skomplikowanym członem zawieraj cym sum  całek potrój-

nych i opisuje cz stotliwo  zderze  mi dzy cz stk i oraz wszystkimi cz stkami j. 
W rezultacie człon ten okre la szybko  zmian funkcji fi w wyniku zderze  cz stki i
z cz stkami j. Równanie Boltzmanna mo e by  zatem traktowane jako równanie 
ci gło ci funkcji rozkładu pr dko ci cz stek fi w przestrzeni sze ciowymiarowej 

o trzech współrz dnych poło enia i trzech pr dko ciach, a ( )
j

ji f,fJ  w tym równa-

niu stanowi człon ródłowy. 
Jedno z klasycznych równa  dyfuzji wieloskładnikowej jest wynikiem przybli o-

nych rozwi za  równania Boltzmanna uzyskanych przez Chapmana i Cowlinga [12] 
oraz Hirschfeldera i wsp. [13]. 

Nie jest celem niniejszego opracowania przedstawienie bardzo mudnego i nie-
zmiernie skomplikowanego toku wyprowadzania równa  dyfuzji t  metod , a jedynie 
przytoczenie podstawowych zało e  i jako ciowego omówienia metodyki rozwi zy-
wania, dla porównania wyników z mechaniczn  teori  dyfuzji wieloskładnikowej. 

W metodzie rozwi zywania równania Boltzmanna wspominani autorzy zastosowali 
sukcesywn  aproksymacj  rozkładu pr dko ci cz stek, stosuj c funkcje perturbacyjne 
okre laj ce odst pstwa od rozkładu równowagowego. 

Funkcja rozkładu pr dko ci została zatem rozwini ta w szereg kolejnych przybli-
e : 

⋅⋅⋅⋅⋅⋅+++= (2)
i

(1)
i

(0)
i ffffi  (3.12) 

Jako aproksymacj  zerowego rz du przyj to rozkład okre lony przez funkcj
Maxwella-Boltzmanna, wynikaj c  z równowagowej mechaniki statystycznej: 

( )−−=
kT

m
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m
nf ii

/
i

i 22

223
(0)

i

vv
 (3.13) 

Wyst puj c  w równaniu tym temperatur  autorzy definiowali jako u redniony 
kwadrat pr dko ci fluktuacji w odniesieniu do redniej pr dko ci masowej (Patrz 
Równ. 3.17), czyli jako ró nic  mi dzy „totaln ” energi  kinetyczn  i „translacyjn ” 
energi  kinetyczn  mieszaniny. 

Zało ono zatem lokaln  równowag  wokół pr dko ci redniej masowej mieszani-
ny . W tym przypadku strumienie masy, p du i energii substancji i s  równe zero. 

W wyniku pojawienia si  w mieszaninie gazowej gradientów koncentracji, pr d-
ko ci i temperatury równowagowa funkcja rozkładu Maxwella-Boltzmanna musi by
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skorygowana poprzez uzupełnienie jej funkcjami perturbacyjnymi, aby mogła opisa
rozkład pr dko ci molekularnych w zmienionych warunkach. 

( ) ( ) ( )[ ]⋅⋅⋅⋅⋅⋅+Φ+Φ+= t,,t,,ft,,f iiiiii rvrvrv (2)(1)
i

(0) 1  (3.14) 

gdzie i<<1 jest funkcj  perturbacyjn . 
Wprowadzaj c nast pnie do tak przekształconego równania Boltzmanna pewn

molekularn  wielko  fizyczn ( )ii v  i nast pnie całkuj c to równanie po wszystkich 
pr dko ciach rozkładu (fi = 0 dla pr dko ci niesko czenie wielkich), uzyskuje si
uogólnione i u rednione po rozkładzie pr dko ci równanie okre laj ce bilans tej 
wielko ci (równanie zachowania). 

Obieraj c jako ( )ii v  mas  cz stki mi, jej p d iim v , czy energi ( )iiim vv ⋅
2

1
, 

wielko ci podlegaj ce zasadzie zachowania dla gazów jednoatomowych, otrzymuje 
si  po scałkowaniu równania Boltzmanna, u rednione bilanse masy, p du i energii dla 

składnika i mieszaniny gazowej, w którym suma całek członu równania ( )
j

ji f,fJ

przedstawia u rednione po pr dko ciach oddziaływania mi dzy składnikiem i
a wszystkimi składnikami j, co w przypadku bilansu p du definiuje sił  ci gnienia 
(drag force). 

Zsumowanie dwóch ostatnich zale no ci po wszystkich składnikach mieszaniny 
prowadzi do nast puj cych równa  zachowania: 

Równanie ci gło ci składnika i: 

( ) ijv ⋅∇−⋅−∇=
∂
∂

iit
 (3.15) 

Bilans p du mieszaniny: 

( )
=

+⋅∇+⋅−∇=
∂
∂ n

j
jjt 1

fvvv  (3.16) 

Bilans energii mieszaniny: 

( ) ( ) j
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t
fvjvqv ⋅++⋅⋅∇+⋅∇−+⋅−∇=+

∂
∂

=1

22

2

1

2

1
     (3.17) 

gdzie: ( ) 2

2

1

2

1

2

1

2

3 vmndmnnkTÛ
j j

jjjjjjj −=−== 2
2

jsvf vvv

Jak wida , energia wewn trzna jest definiowana jako ró nica mi dzy „całkowit ” 
energi  kinetyczn , a „translacyjn ” energi  kinetyczn  mieszaniny. 
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Człon reprezentuj cy oddziaływania mi dzy składnikiem i a wszystkimi 
składnikami j, ulega zerowaniu przy zsumowaniu po składnikach zgodnie z trzeci
zasad  Newtona, i  ka dej akcji odpowiada równa co do wielko ci i przeciwnie 
skierowana reakcja (np. Fij = − Fji w bilansie p du, Patrz Rozdz. 2.1).  

Istotne jest przeanalizowanie dokonanego przez autorów wyboru pr dko ci 
odniesienia w równaniu Boltzmanna, wokół której okre lona jest funkcja rozkładu 
pr dko ci, to jest redniej masowej pr dko ci mieszaniny v. 

Według Kerkhofa i Geboersa [10] zało enie to prowadzi do definicji do  dziwnej 
(peculiar) pr dko ci stosowanej jako zmienna niezale na w równaniu Boltzmanna: 

vvV −= ii  (3.18) 

podczas gdy pr dko  dyfuzji wyra a si  nast puj co: 

vvu −= isi  (3.19) 

gdzie isv  jest pr dko ci  składnika u rednion  po rozkładzie pr dko ci moleku-
larnych. 

Definicja powy szej pr dko ci wynika z podstawowego zało enia autorów 
omawianych opracowa , którzy uznali, e molekularne zjawiska transportowe mo na 
traktowa  jako małe perturbacje pr dko ci mieszaniny wokół redniej pr dko ci 
masowej. W konsekwencji powy szego zało enia stwierdzili, e przyspieszenie 

ka dego ze składników 
tD

D isv
 mo e by  w pierwszym przybli eniu równe przyspie-

szeniu mieszaniny 
tD

Dv
. 

Efektem tych zało e  było wprowadzenie „dziwnej pr dko ci” (3.18) i pojawienia 

si  w bilansie p du składnika i wielko ci 
tD

Dv
 prowadz cej do nast puj cej postaci 

siły nap dowej dyfuzji jako wyniku przybli onego rozwi zania równania 
Boltzmanna: 
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P iiii

v
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 (3.20) 

Dla wyeliminowania pochodnej 
tD

Dv
 zastosowano bilans p du mieszaniny przy 

pomini ciu tensora napr e cinaj cych: 

j

n

j
jP

tD

D
f

v

=

+∇−=
1

11
 (3.21) 
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i wprowadzeniu go do równania (3.20), uzyskuj c sił  nap dow  dyfuzji w postaci: 

−∇−−∇=
=

j

n

j
j

i
iiii Pp

P
ffd

1

1
 (3.22) 

i ostatecznie bilans p du składnika w postaci: 

( )jsis

n

j ij

ji
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xx
vvd −−=

=1

 (3.23) 

Ta posta  siły nap dowej dyfuzji (3.22) jest wynikiem eliminacji pochodnej 

pr dko ci redniej masowej mieszaniny 
tD

Dv
 z równania bilansu p du składnika, 

gdzie została wprowadzona jako konsekwencja zało enia „dziwnej pr dko ci” 
okre laj cej zmienn  niezale n  w równaniu Boltzmanna. 

Według Ketkhofa i Geboersa [10], aby zgodnie z t  metod  opisa  zjawiska 
transportu molekularnego, konieczna jest a priori znajomo redniej pr dko ci 
masowej mieszaniny. W ten sposób wielko  ta traktowana jest jako wielko
niezale na od transportu molekularnego składników. Ponadto z eksperymentów 
Remicka i Geankoplisa [48] wynika, e pr dko ci składników nie s  małe 
w porównaniu do redniej masowej pr dko ci mieszaniny. 

Powy sze rozwa ania pozwoliły na przedstawienie przyczyn ró nic w siłach 
nap dowych dyfuzji w omawianych opracowaniach w stosunku do mechanicznej 
teorii dyfuzji. 

Pomini te w rozwa aniach sprz enie mi dzy strumieniem dyfuzji a tensorem 
napr e cinaj cych odgrywa istotn  rol  w roztworach polimerów [3, 25], jak 
równie  w procesach dyfuzji w kapilarach czy porach katalizatorów, ogólnie 
w ciałach porowatych. 

Grad [23] opracował alternatywn  metod  wyznaczania funkcji rozkładu 
pr dko ci molekularnych, a mianowicie tzw. metod  momentów funkcji rozkładu 
pr dko ci, któr  Zhdanov i wsp. [24] wykorzystali dla wyprowadzenia bilansu p du 
składnika w postaci: 

( ) iiiiisjs

n

j ijt

ji np
n

kTnn
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 (3.24) 

gdzie i dane jest zale no ci : 

( ) ( ) ⋅∇−∇+∇= Ivvv
3

2T
i i  (3.25) 

wł czaj c do siły nap dowej dyfuzji dywergencj  napr e i  jako dodatkowy 

składnik tej siły. 
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Zale no  (3.24) została wykorzystana przez Masona i wsp. [47] oraz Zhdanova 
i Roldughina [49] do wyprowadzenia równania transportu molekularnego w ciałach 
porowatych tzw. Dusty Gas Model. 

Kerkhof i Geboers [10], wyprowadzaj c bilans p du składnika dla rozrzedzonych 
gazów jednoatomowych, wykorzystali w zasadzie metodyk  rozwi zywania równania 
Boltzmanna stosowan  w pracach Chapmana i Cowlinga [12] oraz Hirschfeldera 
i wsp. [13]. 

Zasadnicza ró nica polegała na zastosowaniu jako pr dko ci odniesienia nie 
redniej masowej pr dko ci mieszaniny, a u rednionej po rozkładzie pr dko ci isv . 

W zwi zku z tym w pierwszym przybli eniu funkcji rozkładu (0)
if  wyst piła 

zmienna isi vv −  w równaniu Boltzmanna. 
Ostatecznie bilans p du składnika wyprowadzony przez tych autorów przedstawia 

si  nast puj co: 
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Celem rozszerzenia wyprowadzonego bilansu p du składnika, obowi zuj cego 
rozcie czone gazy jednoatomowe, na mieszaniny gazów o wysokich ci nieniach 
i ciecze, konieczne było wprowadzenie wielko ci uwzgl dniaj cych odst pstwa od 
stanu idealnego.  

W zwi zku z tym: 
• ci nienie całkowite zast piono przez CRT
• gradient ci nienia cz stkowego przez gradient potencjału chemicznego i

PV
~

CCC iiiP,TiiTi ∇+∇=∇

otrzymuj c nast puj c  posta  równania (3.26): 
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Równanie to jest identyczne z równaniem (2.18) wyprowadzonym w oparciu 
o zasady mechanicznej teorii dyfuzji, przy uwzgl dnieniu zale no ci (2.61) 

definiuj cej sił  nap dow ∗
iF . 
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WNIOSKI 

Znaczn  cz  niniejszego opracowania po wi cono szczegółowemu 
przedstawieniu teorii dyfuzji wieloskładnikowej wykorzystuj cej zasady mechaniki 
o rodków ci głych. Uczyniono tak dlatego, i  ta teoria dyfuzji wieloskładnikowej 
charakteryzuje si  wyj tkow  przejrzysto ci  i prostot , prezentuj c podstawowe 
zało enia oraz opis metodyki wyprowadzania konstytutywnych równa  dyfuzji 
w porównaniu do dwóch pozostałych teorii omawianych w tym opracowaniu, 
wynikaj cych z podstaw nierównowagowej termodynamiki i kinetycznej teorii gazów. 

Podstaw  rozwa a  w tej teorii stanowi zasada zachowania p du dyfunduj cego 
składnika mieszaniny o pr dko ci translacji b d cej u rednion  warto ci  funkcji 
rozkładu pr dko ci molekularnych składnika w mieszaninie przepływaj cej ze redni
masow  pr dko ci . Wyprowadzony bilans p du składnika, jak i wynikaj ca z niego 
uogólniona siła nap dowa dyfuzji definiuj  dyfuzj  st eniow , dyfuzj  ci nieniow
i termiczn , jak równie  oddziaływanie ró nych sił masowych na składnik (dyfuzja 
wymuszona) oraz sprz enie strumienia dyfuzji z tensorem napr e cinaj cych. 
Uzyskane w oparciu o t  teori  równania dyfuzji wieloskładnikowej mog  by
stosowane do dowolnej, izotropowej mieszaniny płynnej, jak gazy pod wysokim 
ci nieniem, ciecze, roztwory elektrolitów i polimerów oraz plazma. 

W wyniku poł czenia bilansu p du składnika ze sformułowan  uogólnion  sił
nap dow  dyfuzji uzyskuje si  w prosty sposób uogólnione równania dyfuzji 
w sformułowaniach Maxwella-Stefana oraz Ficka-Onsagera, wzajemnie przekształca-
nych przy wykorzystaniu metod algebry liniowej. Alternatywna posta  uogólnionej 
siły nap dowej dyfuzji pozwala na wyci gni cie ciekawych wniosków. Wynika z niej, 
i  dyfuzja ci nieniowa zachodzi jedynie wówczas, gdy masowe parcjalne obj to ci 
wła ciwe składników s  ró ne. Podobnie, wskazuje wyra nie, i  dyfuzja wymuszona 
mo e zachodzi  jedynie wówczas, gdy wła ciwe siły masowe składników 
indywidualnych s  ró ne. W zwi zku z tym siły grawitacyjne i od rodkowe nie 
generuj  dyfuzji w sposób bezpo redni.  

Podstaw  analizy wykorzystuj cej zasady i postulaty termodynamiki 
nierównowagowej, dla ustalenia konstytutywnych równa  dyfuzji, jest ró niczkowy 
bilans entropii mieszaniny wieloskładnikowej przemieszczaj cej si  ze redni
masow  pr dko ci . 

Aby wielko ci wyst puj ce w tym równaniu wyrazi  przez strumienie i gradienty 
pr dko ci oraz zmiennych stanu, konieczne jest zastosowanie równania Gibbsa, które 
obwi zuje układy w równowadze termodynamicznej. Zało ono zatem postulat 
quasi−równowagi uznaj c, e lokalnie układ nie jest zbytnio odległy od stanu równo-
wagi, charakteryzuj c si  małymi gradientami pr dko ci i zmiennych stanu.  

Człon produkcji entropii w bilansie entropii, który jest sum  iloczynów strumieni 
i sił nap dowych stanowił podstaw  opisu dyfuzji molekularnej w układach mieszanin 
wieloskładnikowych.  
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Uzyskana w wyniku tych rozwa a  siła nap dowa dyfuzji zawierała gradient 
potencjału chemicznego (dyfuzja st eniowa), gradient ci nienia (dyfuzja ci nienio-
wa) i sił  masow  okre laj c  dyfuzj  wymuszon . Do tak wyprowadzonej siły nap -
dowej dodano, w sposób zupełnie dowolny, człon, który wynika z bilansu p du 
mieszaniny i dotyczy równowagi mechanicznej układu, przy wykluczeniu tensora 
napr e cinaj cych, jako cz stkowej siły nap dowej dyfuzji. Ta dowolno  czyni 
według Cusslera [4] procedur  bazuj c  na zasadach termodynamiki nierównowago-
wej niezbyt wiarygodn .  

Główne zastrze enia w stosunku do teorii dyfuzji, wynikaj cej z termodynamiki 
nierównowagowej, dotycz  braku sprz enia mi dzy tensorem napr e cinaj cych, 
a strumieniem dyfuzji, jak równie  nieuzasadnionych przekształce  w procedurze 
wyprowadzania równa  dyfuzji.  

Podstaw  dla wyprowadzenia równa  dyfuzji wieloskładnikowej w oparciu o ki-
netyczn  teori  rozrzedzonych gazów jednoatomowych (mechanik  statystyczn ) 
stanowi równanie Boltzmanna, które mo na traktowa  jako równanie ci gło ci funkcji 
rozkładu pr dko ci cz stek składnika mieszaniny gazowej. Klasyczne równanie 
dyfuzji, b d ce wynikiem przybli onych rozwi za  równania Boltzmanna przez 
Chapmana i Cowlinga [12]; Hirschfeldera, Curtissa i Birda [13] oraz Zhdanova, 
Kagana i Sazykina [24], mo e by  stosowane jedynie dla układów o niskich napr e-
niach cinaj cych, ze wzgl du na brak zale no ci mi dzy strumieniem dyfuzji, a dy-
wergencj  tensora napr e . 

W wymienionych wy ej opracowaniach przyj to, jako podstawowe zało enie, i
molekularne zjawiska transportu s  wynikiem małych fluktuacji pr dko ci wokół 
redniej masowej pr dko ci mieszaniny.  

Efektem tego zało enia było wprowadzenie do równania Boltzmanna jako zmien-
nej niezale nej „dziwnej pr dko ci” cz stki odniesionej do redniej masowej pr dko-
ci mieszaniny. Spowodowało to wyst pienie w bilansie p du składnika pochodnej 

tD

Dv
 i konieczno  wyeliminowania jej w wyniku zastosowania bilansu p du miesza-

niny, co skomplikowało znacznie sił  nap dow  dyfuzji. 
W alternatywnym rozwi zaniu równania Boltzmanna, Kerkhof i Geboers [10] 

wykorzystali w zasadzie metodyk  rozwi zywania Chapmana i Cowlinga. Zasadnicza 
ró nica polegała na zastosowaniu jako pr dko ci odniesienia nie redniej masowej 
pr dko ci mieszaniny, a u rednionej po rozkładzie pr dko ci molekularnych pr dko-
ci cz steczki. 

W wyprowadzonym bilansie p du składnika obok sił nap dowych rozwi za  kla-
sycznych wyst piła równie  dywergencja tensora napr e cinaj cych jako dodat-
kowa siła nap dowa. 

Równanie to, wynikaj ce z podstaw kinetycznej teorii gazów, obowi zuje jedynie 
układy o rozrzedzonych gazach jednoatomowych. Celem rozszerzenia jego stosowal-
no ci na gazy pod wysokim ci nieniem i ciecze, konieczne było wprowadzenie wiel-
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ko ci uwzgl dniaj cych odst pstwa od stanu idealnego, to jest gradientu potencjału 
chemicznego w miejsce ci nienia cz stkowego składnika.  

Nale y jednak zaznaczy , e zale no ci teoretyczne okre laj ce binarne współ-
czynniki dyfuzji ij  jako wielko ci fizykochemiczne wyprowadzono jedynie stosuj c 

zasady mechaniki statystycznej. W pozostałych dwóch teoriach s  one traktowane 
jako współczynniki fenomenologiczne i musz  by  wyznaczane eksperymentalnie, 
wzgl dnie na podstawie dost pnych wzorów molekularnych teorii mieszanin. 

Przedstawiony opis metod wyprowadzania równa  dyfuzji wieloskładnikowej 
w oparciu o trzy najwa niejsze teorie dyfuzji pozwala na wyci gni cie wniosku, i
mechaniczna teoria dyfuzji wieloskładnikowej stwarza najkorzystniejsze warunki 
stosowania jej w problematyce in ynierii chemicznej i procesowej. Dlatego 
zdecydowano przedstawi  mo liwie dokładnie i szczegółowo metodyk  formułowania 
konstytutywnych równa  dyfuzji wieloskładnikowej w oparciu o t  teori , 
wykorzystuj c w tym celu publikacje [22, 29-34], aby w ten sposób przybli y
i rozszerzy  mo liwo ci stosowania podstaw tej teorii w problematyce in ynierii 
chemicznej i procesowej, oferuj c logiczn  i przejrzyst  metodyk  analizy. 

OZNACZENIA − SYMBOLS 

ia − aktywno  składnika i 
activity of component i

ai − przyspieszenie składnika i, m s-2

acceleration of component i
B − indukcja magnetyczna, kg s-3A-1 

magnetic induction 
 C − g sto  molowa mieszaniny, kmol m-3

mixture molar density 
 Ci − g sto  molowa składnika i, kmol m-3

molar density of component i
di − siła nap dowa dyfuzji składnika i, m-1

diffusion driving force of component i
ij − binarny współczynnik dyfuzji Maxwella, m2 s-1

Maxwell binary diffusion coefficient 

ijD − wieloskładnikowy współczynnik dyfuzji, m2 s-1

multicomponent diffusion coefficient 
T
iD − wieloskładnikowy termiczny współczynnik dyfuzji, kg m-1 s-1

multicomponent thermal diffusion coefficient 
E − pole magnetyczne, −∇Φ, V m-1

electric field 
 F − stała Faradaya, 96487 C mol-1

Faraday constant 
 f − funkcja rozkładu pr dko ci cz stek 

molecular velocity distribution function 
fia − siła masowa rodzaju  na jednostk  masy składnika i, N kg-1

body force of type  per unit mass of component i  
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ijF − siła oporu wywierana na mol składnika i przez składnik j o jednostkowej koncentracji,  

N kmol-1(kmol m-3)-1

frictional force exerted per mol of component i via its interaction with component j,  
present at unit concentration 

∗
iF − siła interakcji wywierana na mol składnika i przez wszystkie pozostałe składniki, N kmol-1

the force of interaction exerted on mol i by all other components 
∗
iDF − siła ci gnienia wywierana na składnik i przez wszystkie pozostałe składniki, N kmol-1

drag force exerted on component i by all other components 
∗
iTF − siła termoforetyczna działaj ca na składnik i w wyniku istnienia gradientu temperatury, 

N kmol-1

thermophoretic force acting on i due to temperature gradient 
g − przyspieszenie grawitacyjne  

gravitational acceleration 
I − tensor jednostkowy 

unit tensor 
Ji − dyfuzyjny strumie  molowy składnika i w odniesieniu do pr dko ci redniej masowej,  

kmol m-2 s-1

diffusive molar flux of species i with respect to mass average velocity 
ji − dyfuzyjny strumie  masowy składnika i w odniesieniu do pr dko ci redniej masowej,  

kg m-2 s-1

diffusive mass flux of species i with respect to mass average velocity 

iJ − dyfuzyjny strumie  molowy składnika i w odniesieniu do λ-centrowanej pr dko ci  

mieszaniny, kmol m-2 s-1

diffusive molar flux of component i with respect to λ-centred velocity of the mixture 

ij − dyfuzyjny strumie  masowy składnika i w stosunku do λ-centrowanej pr dko ci  

mieszaniny, kg m-2s-1

diffusive mass flux of species i with respect to λ-centred velocity of the mixture 
 k − stała Boltzmanna 

Boltzmann constant 
T
ijk − termiczny stosunek dyfuzyjny, ji

T
ij xx

thermal diffusion ratio 
 Mi − masa molowa składnika i, kg mol-1

molar mass of component i 
 mi − masa cz stki, kg (cz stka)-1

molecular mass
n − wektor normalny do powierzchni 

unit vector perpendicular to the surface 
 n − całkowita liczba składników 

total number of components 
 ni − g sto  cz stkowa (liczba cz stek) m-3

molecular density 
Ni − całkowity strumie  składnika i, kmol/m-2 s-1

absolute flux of component i
 P − ci nienie, N m-2

pressure 
 pi − ci nienie cz stkowe składnika i, N m-2
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partial pressure of component i
 q − liczba reakcji chemicznych w systemie 

number of chemical reactions in the system 
q − strumie  ciepła, J m-2 s-1

heat flux 
r − wektor pozycji, m 

position vector 
r − szybko  reakcji, kmol m-3 s-1

reaction rate 
 ri − szybko  produkcji netto składnika i w reakcjach chemicznych, kmol m-3 s-1

net molar rate of production of species i in chemical reactions 
 R − stała gazowa, J kmol-1 K-1 

gas constant 

Ŝ − entropia na jednostk  masy, J K-1 kg-1 

entropy per unit mass 
S − strumie  entropii, J K-1 m-2 s-1

entropy flux 
Si(t) − powierzchnia ograniczaj ca element kontrolny, m2

bounding surface of control element 
 t − czas, s 

time 
 T − temperatura, K 

temperature 

Û − energia wewn trzna na jednostk  masy, J kg-1

internal energy per unit mass 

iu − pr dko  dyfuzyjna składnika i w odniesieniu do pr dko ci redniej masowej, vv −is , m s-1

diffusive velocity of component i with respect to mass average velocity, vv −is

iu − pr dko  dyfuzyjna składnika i w odniesieniu do λ-centrowanej pr dko ci mieszaniny  

vv −is , m s-1

diffusion velocity of component i with respect to λ-centered velocity of mixture is vv −
v − rednia masowa pr dko  mieszaniny, m s-1

mass average convective velocity of mixture 

v − λ-centrowana pr dko  mieszaniny, m s-1

λ-centered velocity of the mixture 
mv − rednia molowa pr dko  mieszaniny, m s-1

molar average velocity of the mixture 
ov − rednia obj to ciowa pr dko  mieszaniny, m s-1

volume average velocity of the mixture 

isv − u redniona pr dko  składnika i po rozkładzie pr dko ci, m s-1

averaged velocity of component i over the velocity distribution 

iv − pr dko  cz stki, m s-1

particle velocity 
 Vi(t) − obj to  elementu kontrolnego, m3 

control element volume 

iv~ − parcjalna specyficzna obj to  składnika i, m3 kg-1
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partial specific volume of component i  

iV
~ − parcjalna molowa obj to  składnika i, m3 kmol-1

partial molar volume of component i  
Xi − siła działaj ca na cz stk , N(cz stka)-1

force per particle 
 xi − udział molowy  

mole fraction 
 zi − ładunek składnika i 

charge number of component i  

LITERY GRECKIE − GREEK LETTERS 

T
ij − dzielnik dyfuzji termicznej 

ij

T
ijD

thermal diffusion factor 
ij

T
ijD

i − współczynnik aktywno ci 

activity coefficient 

ij − współczynnik termodynamiczny 

thermodynamic factor 

ij − delta Kroneckera, 0=ij  dla ji ≠ , 1=ij  dla ji =

Kronecker delta function, 0=ij  for ji ≠ , 1=ij  for ji =

i − zbiór członów przyspieszenia i bezwładno ci (Równ. 2.23) 

collection of acceleration and inertial terms (Eq. 2.23) 
− współczynnik lepko ci mieszaniny, Pa s 

mixture viscosity coefficient 

i − parcjalny współczynnik lepko ci składnika  i, Pa s 

partial viscosity coefficient of component i  
− współczynnik lepko ci obj to ciowej mieszaniny, Pa s 

mixture coefficient of bulk viscosity 

i − parcjalny współczynnik lepko ci obj to ciowej, Pa s 

partial coefficient of bulk viscosity 

j − parametr okre laj cy ramy odniesienia dyfuzji 

parameter of reference frame for diffusion 

i − uogólniony strumie  dyfuzji 

generalized diffusion flux 

i − potencjał chemiczny, J kmol-1

chemical potential 

i − współczynnik stechiometryczny składnika i w reakcji 

stoichiometric coefficient of component i in reaction 

− g sto , kg m-3 

density 

i − parcjalna g sto  masowa składnika i, kg m-3 
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partial mass density of component i
− produkcja entropii, J m-3 s-1 K-1

rate of entropy production 
− molekularny tensor napr e  mieszaniny, N m-2

molecular stress tensor of the mixture 

i − parcjalny molekularny tensor napr e  składnika i, N m-2

partial molecular stress tensor of component i
− molekularny tensor napr e cinaj cych mieszaniny, N m-2

molecular shear stress tensor of the mixture 

i − parcjalny molekularny tensor napr e cinaj cych składnika i, N m-2

partial molecular shear stress tensor of component i
D
i − parcjalny dyfuzyjny molekularny tensor napr e cinaj cych składnika i, N m-2

partial diffusive molecular shear stress tensor of component i
t
i − całkowity parcjalny tensor napr e cinaj cych składnika i, N m-2

total partial shear stress tensor of component i
t − całkowity tensor napr e cinaj cych mieszaniny, N m-2

total shear stress tensor of the mixture 

i − współczynnik fugatywno ci 

fugacity coefficient 
Φ − potencjał elektryczny, V

electric potential 

iΦ − udział obj to ciowy składnika i
volume fraction of component i

− pr dko  k towa wirowania, radian s-1

angular velocity of rotation 

i − udział masowy składnika i
mass fraction of component i

i − uogólniony udział składu składnika i
generalized composition fraction of component i

ij − współczynnik oporu lub impedancji, interakcji mi dzy składnikiem i oraz j,  
J s m-5 (m3/kmol)-2

frictional, or impedance, coefficient for interaction between species i end j
el
i − elektryczna podatno  składnika i  

electric susceptibility of component i  
mag
i − magnetyczna podatno  składnika i  

magnetic susceptibility of component i

INDEKSY DOLNE I GÓRNE − SUBSCRIPTS AND SUPERSCRIPTS 

 i, j, k  − składnik 
component 

 T, P − przy stałej temperaturze i ci nieniu 
at constant temperature and pressure 

 s − wielko  u redniona po rozkładzie pr dko ci składnika 
quantity averaged over the velocity distribution of the species 
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− rodzaj siły masowej 
type of body force 

 o − substancja czysta 
pure species 

∧ − wielko  na jednostk  masy  
quantity per unit mass 
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OPERACJE WEKTOROWE I TENSOROWE 
VECTOR AND TENSOR OPERATIONS 
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ANDRZEJ BURGHARDT

THEORY OF MULTICOMPONENT DIFFUSION IN FLUID SYSTEMS 

In order to formulate the constitutive equations of multicomponent diffusion in fluid mixtures the 
fundamentals and laws of one of the following theories are usually exploited: of the kinetic theory 
of gases (statistical mechanics), the thermodynamics of irreversible processes (non-equilibrium thermo-
dynamics) or the theory of mixtures called also the continuum mechanical theory of multicomponent 
diffusion.  

Analysing the methods of derivation of the diffusion equations which are basing on the theories men-
tioned above leads to the conclusion that the mechanical theory of multicomponent diffusion is character-
ized by clearly defined fundamentals and assumptions as well as a comprehensive derivation method in 
comparison to the other two theories.  

Therefore the purpose of this paper is to provide a complete and very detailed derivation of the multi-
component diffusion equations based on mechanical theory of multicomponent diffusion, to this end the 
publications [22, 29-34] have been exploited. 

The basis of this theory constitutes the principle of momentum conservation of the diffusing species 
the translation velocity of which is the averaged value of the distribution function of molecular velocities 
of the species in the mixture moving with mass-average velocity. 

The accumulation of momentum in a control volume is caused by the following phenomena: the sur-
face forces acting on the component within the control volume defined by the partial molecular stress 
tensor, the external body forces (i.e. gravity, electrostatic and magnetic etc.) acting on the component, the 
internal forces of interaction between component i and all other components of the mixture and the net 
production of the species momentum by means of chemical reactions taking place in the control volume. 
From the momentum balance derived results, after some transformations, the generalized driving force of 
diffusion, which determines the concentration diffusion defined by the gradient of chemical potential, the 
pressure diffusion and thermal diffusion, the forced diffusion (caused by external body forces), as well as 
the coupling between diffusion flux and the shear stress tensor. 

The interaction force between components i and j called the diffusional drag force is assumed to be 
proportional to the difference of velocites of two species. At the molecular level it represents the 
momentum transfer between i and j due to molecular collsions. 

Connecting this drag force with the generalized driving force of diffusion leads directly to 
the generalized diffusion equations in the formulations of Maxwell-Stefan and Fick-Onsager, mutually 
transformable by methods of linear algebra. An alternative form of the general driving force allows us to 
draw very interesting conclusions. It shows that the pressure diffusion takes place only in these cases 
where the partial specific volumes of species are different. Similarly, it states that the forced diffusion can 
proceed only in that case when the specific body forces of the individual species are different. Thus, the 
gravity and centrifugal forces do not generate diffusion in a direct manner.  

Depending on the research goal and physicochemical properties of the system investigated, various 
forms of the average mixture velocity (mass, molar and volume) are used. In order to generalize and unify 
the dependences determining the average values of the mixture velocities a relationship has been derived 
between the average, centered mixture velocity and the parameter λ, which defines the physicochemical 
properties of the system. 

In this way the general diffusion velocity and diffusion flux have been formulated and subsequently 
introduced into the Maxwell-Stefan and Fick-Onsager equations. 

The diffusion equations derived can be applied to any isotropic liquid mixture like gases under high 
pressure, liquids, solutions of electrolytes, polymers and plasma. 

The basis of the analysis which applies the principles and postulates of the nonequilibrium thermo-
dynamic in the method of formulation of constitutive diffusion equations is the differential entropy 
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balance of the mixture moving with the mass average velocity into which the balances of mass, energy 
and components of the mixture have been incorporated. In order to express the quantities appearing 
in this balance by means of fluxes and gradients of the state variables it was necessary to apply the 
Gibbs equation which is valid only for systems in thermodynamic equilibrium. So, the postulate of the 
quasi-equilibrium of the system has been assumed considering that locally the system is not for from 
equilibrium because the gradients of velocity and state variables are small.  

The term of entropy production in the entropy balance which is a sum of the products of fluxes and 
driving forces forms the basis for the description of the molecular diffusion in multicomponent mixtures.  

Next, the linearity postulate is used which states that the flux of a species is a linear combination 
of all the driving forces appearing in the system. The mass-transfer driving force obtained as a result of 
these considerations contained the gradient of chemical potential (concentration diffusion) the gradient 
of pressure (pressure diffusion) and the body force (forced diffusion). 

To the driving force derived in this way a term is arbitrarily added (for “convenience”) which results 
from the momentum balance of the mixture and concerns the mechanical equilibrium of the mixture, 
excluding the shear stress tensor as a partial driving force of diffusion. According to Kerkhof and 
Geboers [10] this arbitrary addition of a term is probably made to obtain the analog of the driving force as 
developed in the kinetic theory of dilute gases. 

Cussler [4] stated that the derivation procedure based on the principles of nonequilibrium thermody-
namic is “intimidating”. 

The main criticism with respect to the diffusion theory resulting from the nonequilibrium thermody-
namics concerns the lack of coupling between the shear stress tensor and the diffusion flux, resulting 
from their different tensorial rank according to the postulate of Curie, though this phenomenon has been 
observed experimentally in polymer solutions, as well as unjustified transformations in the derivation 
procedure of the diffusion equations.  

The fundamental relationship in the kinetic theory of low-density, nonreacting mixtures of monoa-
tomic gases is the Boltzmann equation for the velocity distribution function ( )t,,i rvif . This equation can 

be treated as a continuity equation of the molecular velocity distribution function ( )t,,i rvif . The quantity 

( ) rvrv ddt,, .i iif  is the probable number of molecules of species i which at time t are located within the 

volume element rd  at position r  and have velocities within ivd  around iv .  

The classical diffusion equations which are the result of approximate solutions of the Boltzmann 
equations by Capman and Cowling [12], Hirschfelder, Curtiss and Bird [13] and Zhdanov, Kagan and 
Sazykin [24] can be applied only for systems with low shear stress, because of the lack of the dependency 
between diffusion flux and the divergence of shear stress tensor. 

In the studies cited above the fundamental assumption is that the molecular transport phenomena are 
the result of small velocity fluctuations around the mass average velocity of the mixture. The effect of this 
assumption leads to the introduction into the Boltzmann equation as an independent variable “the peculi-
ar velocity” of the molecule referred to the mass average of the mixture. This caused the appearance of 

the derivative 
Dt

vD
 in the momentum balance of the species, what complicated considerably the diffusion 

driving force.  
In an alternative solution of the Boltzmann equation, Kerkhof and Geboers [10] exploited in princi-

ple the method of solution of Chapman and Cowling. The main difference consisted in applying as the 
reference velocity the averaged value of the distribution function of molecular velocities instead of the 
mass average velocity of the mixture. In the momentum balance of the species derived appeared the 
divergence of the shear stress tensor as an additional driving force besides the driving forces of the classi-
cal solutions. 

The diffusion equation derived on the basis of the kinetic theory of gases is valid only for systems 
of diluted monoatomic gases. 
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In order to enlarge its applicability on gases under high pressure and liquids it was necessary to 
introduce quantities which take into account the nonideal state of the system i.e. the gradient of the chem-
ical potential instead of the partial pressure of the species. 

It has to be stressed that the theoretical relationships determining the binary diffusion coefficients 
have been developed only applying the principles of the statistical mechanics.  
In the remaining two theoretic they are treated as phenomenological coefficients and have to be estimated 
either experimentally or from correlations of the molecular theory of mixtures. From the description of 
the three most important theories of diffusion, the aim of which was to present their advantages and 
shortcomings, results that the mechanical theory of multicomponent diffusion gives the best possibilities 
for its application in the problems of chemical engineering connected with diffusion and offers a logic 
and clear method of analysis. 
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