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Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie szczegétowych réwnan dyfuzji wielosktadniko-
wej, wyprowadzonych w oparciu o mechaniczng teori¢ dyfuzji wielosktadnikowej. Poréwnano rézne
postacie réwnan definiujacych sily napedowe dyfuzji wieloskladnikowej (uogdlnione réwnania
Maxwella-Stefana i Ficka-Onsagera). Przedstawiono réwniez inne teorie dyfuzji (termodynamika nieréw-
nowagowa, mechanika statystyczna).
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The aim of the study is to present in detail the constitutive equations of multicomponent diffusion
derived on the basis of the mechanical theory of multicomponent diffusion. Various formulations of the
diffusion driving force have been compared (generalized Maxwell-Stefan, generalized Fick-Onsager
equations). Other theories of the multicomponent diffusion (nonequilibrium thermodynamics, statistical
mechanics) have been also discussed.

Keywords: mechanical theory of multicomponent diffusion, generalized Maxwell-Stefan equation,

generalized Fick-Onsager equation, nonequilibrium thermodynamics, statistical mechanics

1. WPROWADZENIE

Teoria dyfuzji wielosktadnikowej i wynikajace z niej rézne postacie dyfuzyjnych
sit napedowych omawiana jest w wielu ksiazkach jak i artykutach przegladowych
z inzynierii chemicznej, by przytoczy¢ jedynie te najbardziej reprezentatywne [1-11].

Niemniej analiza tych prac prowadzi do wniosku, iz prawie wszystkie opieraja si¢
na dwoéch fundamentalnych teoriach, a mianowicie: teorii Chapmana i Cowlinga [12]
oraz Hirschfeldera, Curtissa i Birda [13].
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Pierwsza z nich wykorzystujac podstawy mechaniki statystycznej (kinetycznej
teorii gazow) prowadzi do przyblizonego rozwiazania rdwnania Boltzmanna, w opar-
ciu o ktére definiowane sg konstytutywne réwnania dyfuzji dla rozrzedzonych gazéw
jednoatomowych.

W drugiej za§ w oparciu o zasady termodynamiki proceséw nieodwracalnych
(termodynamika nierownowagowa) uzyskano zalezno$ci okreslajace zjawiska trans-
portu molekularnego dla gazéw pod wysokimi ci$nieniami oraz dla cieczy.

Proces dyfuzji w ptynnych mieszaninach wielosktadnikowych opisywany jest
zazwyczaj za pomoca jednego z dwdch alternatywnych sformutowan.

W pierwszym tzw. uogdlnionym sformutowaniu Ficka-Onsagera [14, 15],
strumien sktadnika dyfundujacego przedstawiany jest jako liniowa kombinacja dyfu-
zyjnych sit napedowych (dj) wszystkich zjawisk wystgpujacych w ciagtym o$rodku
izotropowym. W drugim natomiast zwanym uogdélnionym réwnaniem Maxwella-
Stefana [16-18], dyfuzyjna sita napgdowa sktadnika jest liniowa kombinacja wszyst-
kich strumieni. Dzigki liniowej zaleznos$ci migdzy strumieniami i sitami napgdowymi
sformutowania te s3 wzajemnie przeksztalcalne przy zastosowaniu metod algebry
liniowej. Obydwa sformutowania prezentuja ogdlne formy zaleznosci okreslajacych
zjawiska transportu molekularnego w ciagtych uktadach izotropowych.

W trakcie rozwazan zwiazanych z wyprowadzeniem wspomnianych powyzej
zaleznos$ci wprowadzono pewne zatozenia aproksymacyjne, z ktérych najistotniejsze
polega na pominigciu zjawisk zwiazanych z tarciem lepkosciowym (naprezeniami
$cinajacymi) w bilansach pedu sktadnikéw dyfundujacych. Tym samym te klasyczne
zalezno$ci nie sa w stanie opisa¢ zjawisk zachodzacych w procesach, w ktérych sity
$cinajace odgrywajq istotng rol¢ jak np. w procesach dyfuzji w kapilarach, czy porach
katalizatoréw i adsorbentdw, ogélnie w ciatach porowatych. Moga one by¢ stosowane
jedynie w uktadach, w ktérych sily te nie odgrywaja istotnej roli.

W tym miejscu nalezy zwrdci¢ uwage na do$¢ paradoksalng histori¢ badan nad
dyfuzja wynikajaca z faktu, iz w zaleznos$ciach przedstawionych przez Maxwella [16]
1 Stefana [18] definiujacych dyfuzyjny transport sktadnikéw mieszaniny wystgpuja
czlony charakteryzujace naprezenia Scinajace, ktore zostaly pominigte w prawie
wszystkich pézniejszych rozwazaniach.

Podstawa analizy wykorzystujacej zasady termodynamiki proceséw nieodwracal-
nych, dla ustanowienia konstytutywnych réwnan dyfuzji, jest bilans entropii dla ptynu
poruszajacego si¢ ze $rednig predkoscia masowa. Dla sporzadzenia tego bilansu wy-
korzystywane sa réwnania ciagtosci sktadnikéw mieszaniny oraz réwnanie bilansu
energii wewngtrznej, podstawiajac je do réwnania Gibbsa [5, 19-21]. Wynikiem tej
analizy jest jednoznaczne okreslenie czionu bilansu entropii definiujacego Zrédta
produkcji entropii. Czlon ten bedacy suma iloczynéw strumieni dyfuzyjnych i ich sit
napedowych definiuje rézne sily napgdowe wchodzace w sktad uogdlnionej sily na-
pedowej (d;). Uogdlniona sita napgdowa zawiera zatem jak zwykle gradient stgzenia
(dyfuzja stezeniowa), ale réwniez gradient ci$nienia calkowitego (dyfuzja ci$nienio-
wa), gradient temperatury (dyfuzja termiczna), jak i zewnetrzne sily oddziatywujace
na mas¢ skladnika (dyfuzja wymuszona). Dla uzyskania przytoczonego powyzej
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sformutowania zalezno$ci strumienia od sit napedowych wykorzystano postulat
liniowosci, uzalezniajac strumien sktadnika od liniowej kombinacji wszystkich sit
napedowych wystepujacych w cztonie produkcji entropii.

Glowne zastrzezenia dotyczace teorii dyfuzji wynikajacej z nieréwnowagowej
termodynamiki dotycza [22] braku sprzezenia miedzy dywergencja tensora naprezen
$cinajacych, jako sily napedowej dyfuzji, a strumieniem dyfuzji masowej, co wynika
z postulatu Curie niedopuszczajacego zwiazku migdzy strumieniami a sitami napgdo-
wymi w réoznym rzgdzie tensorowym.

Uzyskane w oparciu o tg teori¢ rownania dyfuzji wielosktadnikowej moga by¢ sto-
sowane do dowolnej izotropowej mieszaniny ptynnej, niemniej wspotczynniki trans-
portowe traktowane sa jako wielkosci fenomenologiczne i musza by¢ wyznaczone
eksperymentalnie, wzglednie z zalezno$ci ustanowionych w oparciu o molekularna
teori¢ mieszanin.

Wigkszos¢ prac, ktérych celem bylo ujednolicenie i uscislenie zalezno$ci konsty-
tutywnych dyfuzji molekularnej, wykorzystywata podstawy kinetycznej teorii gazéw
(mechaniki statystycznej) dla uzyskania przyblizonego rozwiazania réwnania Bolt-
zmanna, w oparciu o ktére zdefiniowano réwnania dyfuzji dla mieszanin rozrzedzo-
nych gazéw jednoatomowych [12, 13]. Uogdlniona sita napedowa wystgpujaca w tych
réwnaniach zawiera gradient ci$nienia czastkowego, ci$nienia catkowitego oraz sity
masowe, definiujac dyfuzje¢ stgzeniowa, ci§nieniowa i wymuszona. Nie zawiera nato-
miast, podobnie jak w poprzednim sformulowaniu, sity napedowej dyfuzji wynikaja-
cej ze sprzezenia z tensorem naprezen Scinajacych.

Dlatego juz uprzednio, w nielicznych pracach starano si¢ zaradzi¢ temu niedostat-
kowi zalezno$ci klasycznych poprzez uwzglednienie réwniez zjawisk tarcia lepko-
Sciowego.

Grad [23] i Zhdanov i wsp. [24] stosujac w rozwigzywaniu rownania Boltzmanna
alternatywna metodg aproksymacji (tzw. metod¢ momentéw) funkcji rozktadu pred-
ko$ci molekularnych sktadnika wprowadzili do uogdlnionej sity napedowej dyfuzji
dywergencje tensora naprezen $cinajacych.

Kerkhof i wsp. [10, 11] stosujac metod¢ Chapmana i Cowlinga [12], przy sukce-
sywnym poprawianiu zalozonej funkcji prébnej rozktadu predkosci molekularnych
sktadnika, rozwiazali r6wnanie Boltzmanna uzyskujac bilans pedu skfadnika, w kt6-
rym wystepuje dywergencja tensora naprezen. W rozwazaniach swych zatozyli, ze
fluktuacje molekularne zachodza wokot usrednionej predkosci sktadnika, a nie wokét
$redniej masowej predkosci mieszaniny.

W tym miejscu nalezy podkresli¢, iz wptyw sit $cinajacych na strumien dyfuzji
uwydatnia si¢ w roztworach polimeréow [3, 25], jak réwniez w procesach dyfuzji
w kapilarach czy porach katalizatoréw i adsorbentéw; ogdlnie w ciatach porowatych.
Teoria Grada-Zhdanova stanowila zatem podstawe dla opracowania tzw. Dusty Gas
Model dla transportu gazu w mediach porowatych [26-28].

Teoria z zakresu mechaniki okre$lana jako ,,Teoria Mieszanin” stanowifa podsta-
we dla opracowania mechanicznej teorii dyfuzji wielosktadnikowej w osrodkach cia-
glych, ktérej podstawg stanowi bilans pedu dyfundujacego sktadnika [22, 29-34].
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Teoria ta charakteryzuje sig jasno sprecyzowanymi podstawami i zalozeniami, jak
i przejrzysta metodyka rozwigzywania probleméw z zakresu dyfuzji.

Mimo iz podstawy mechanicznego formalizmu dyfuzji wielosktadnikowej zostaly
w zasadzie stworzone przez Maxwella [16, 17] i Stefana [18], znalazly one raczej
skromne zainteresowanie w literaturze inzynierii chemicznej [2, 9, 35].

Podstawe swych rozwazan Stefan [18] wyrazil we wstegpie do jednego z opraco-
wan: ,,Aby wyznaczy¢ rzeczywisty przebieg zjawisk zachodzgcych w mieszaninie, nie
wystarcza traktowaé jq jako jednorodne ciato jednolite, jak to zazwyczaj czyni sie
w mechanice, lecz nalezy wyprowadzi¢ rownania, ktore bedq opisywaty warunki row-
nowagi i prawa ruchu dla kazdego pojedynczego sktadnika mieszaniny”.

Zalezno$cia stanowiaca w tej teorii podstawg rozwazan i obliczen jest zasada za-
chowania pedu, wyrazona w bilansie pedu sktadnika o predkosci translacji Vis, bedace;j
wypadkowa funkcji rozktadu predkosci molekularnych sktadnika w mieszaninie,

n

zpivis
poruszajacej si¢ ze $rednig predkoscia v = =

p
Uwzgledniajac w bilansie pedu tzw. sile ciagnienia (drag force), wynikajaca

z oddziatywaf migdzy sktadnikami o réznych predkosciach Vjs (przekazywanie pedu
miedzy sktadnikami), uzyskano wewnetrznie spéjny opis dyfuzji wielosktadnikowe;j
w osrodku ciagltym, definiujacy uogélniong sit¢ napedowa. Uogdlniona sita napgdowa
zawiera zatem gradient potencjalu chemicznego (dyfuzja stezeniowa), gradient
ci$nienia catkowitego (dyfuzja ci$nieniowa), gradient temperatury (dyfuzja termicz-
na), oddziatywanie réznych sit masowych (dyfuzja wymuszona) oraz dywergencj¢
tensora naprezen $cinajacych. Tego ostatniego wplywu na dyfuzje nie przewidziano w
nieréwnowagowej termodynamice i kinetycznej teorii gazéw [13]. Niestety wspol-
czynniki transportu, jak binarne wspéiczynniki dyfuzji czy parcjalna lepko$¢ sktadni-
ka nie mogly by¢ w tej teorii przewidziane (podobnie jak w nieréwnowagowej
termodynamice) w sposéb $cisty i musza by¢ wyznaczone w oparciu teorie moleku-
larne [50] lub eksperymentalnie.

2. MECHANICZNA TEORIA DYFUZJI WIELOSKEADNIKOWE]
W OSRODKACH PLYNNYCH

2.1. BILANS PEDU SKEADNIKA

Wezmy pod uwage uktad stanowiacy homogeniczna mieszaning wieloskiadnikowa
o stezeniu sktadnikéw zmieniajacych si¢ z potozeniem i czasem. Oczywistym jest, ze
pod wplywem zaistnialych gradientéw st¢zen powstana strumienie masowe sktadni-
kéw mieszaniny zwane strumieniami dyfuzyjnymi. Nie wnikajac na razie w istote
mechanizmu tych strumieni, mozemy przypisa¢ kazdemu sktadnikowi odpowiednia
predkos¢ Vis odniesiona do ukladu wspdtrzednych umiejscowionego w przestrzeni.
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Predkos¢ ta oczywiscie nie jest predkoscia indywidualnej czastki sktadnika i, ale
pewna $rednia statystyczna predkoscia przemieszczania si¢ czastek sktadnika i w sto-
sunku do obranego i umiejscowionego w przestrzeni uktadu wspétrzednych. Scisle
biorac, jest to predkos$¢ sktadnika i usredniona w oparciu o jego rozktad predkosci
molekularnych dla ptynu w ruchu. Na bazie wprowadzonego pojgcia predkosci sktad-
nika | mozemy zdefiniowa¢ strumien masy sktadnika i jako wielko$¢ wektorowsa okre-
Slajaca mase sktadnika i, ktora przeptywa przez jednostke powierzchni w jednostce
czasu. W stosunku do umiejscowionego w przestrzeni uktadu wspéirzednych strumien
masowy przedstawia si¢ nastgpujaco:

n=pv, [kgim?’s'] (2.1)
N;=C,v, [kmolim?s"] (2.2)

171s

Sumujac po wszystkich skfadnikach mieszaniny zalezno$ci (2.1) lub (2.2) otrzy-
mujemy wypadkowa mas¢ mieszaniny wyrazona w kg lub kmolach, ktéra przemiesz-
cza si¢ w jednostce czasu, w okreslonym kierunku przez jednostkowa powierzchnig
umiejscowiong w okre§lonym punkcie przestrzeni:

N =) piVis =N (2.3)
i=1 i=1
lub N; =Zcivis =N (2.4)

i=1 i=1

Wielko$¢ ta stanowi podstaweg dla zdefiniowania lokalnej $redniej predkosci
masowej lub molowej dla mieszaniny jako:

n
i=1

n
VIC=N=>"Cv, (2.6)

i=1

Maxwell [16] interpretuje tg predko$¢ w nastepujacy sposéb:

Jezeli w ukladzie stanowiacym mieszaning wielosktadnikowa wyobrazimy sobie
wyimaginowang plaszczyzng, to trajektorie bardzo duzej liczby czastek przemieszcza-
jacych si¢ w okre$lonych kierunkach beda przecinaly t¢ ptaszczyzng. Nadmiarowa
masa tych czastek, ktére przecinaja plaszczyzng w kierunku dodatnim jest miara
przeptywu mieszaniny przez t¢ plaszczyzng w kierunku dodatnim. Jezeli ptaszczyzna
poruszataby si¢ z taka predkoscia, ze nie byloby nadmiaru przeptywu czastek
w okreslonym kierunku przez tg plaszczyzng, to pregdkos$¢ poruszania si¢ tej ptaszczy-
zny bylaby $rednig predkoscia mieszaniny w kierunku prostopadlym do ptaszczyzny.
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Na podstawie zaleznos$ci (2.5) i (2.6) otrzymuje si¢ nastgpujace zwiazki definiuja-

ce:
n

Zpivis
_ i

p

Y 2.7)

jako predkos¢ s$rednia masowa, czgsto nazywana predkoscia przemieszczania si¢
srodka masy lub krétko barycentryczna, oraz:

n
ZCiVis
m _ i1

C

% (2.8)
jako predko$¢ srednia molowa, okreslajaca predkos$¢ przemieszczania si¢ sSrodka masy
mieszaniny wyrazonego w molach.

Bilans pedu sktadnika i w mieszaninie wielosktadnikowej, to znaczy wielko$ci
piVis W objetosci kontrolnej Vi(t) i otaczajacej ja powierzchni Si(t), sporzadzony
w oparciu o zasad¢ zachowania pedu ma postac:

%jpivisdv= [z -nds+Y [pf,dv+ [CRAV+ [Miv,dv (29

i'iVip
Vi(t) Si() @ V() Vi(t) Vi(t)

gdzie Vis(r,t) jest predkoscia sktadnika usredniona po jego rozkladzie predkosci

molekularnych dla ptynu w ruchu.

e Pierwszy czlon prawej strony reprezentuje sily powierzchniowe dziatajace na
sktadnik i wewnatrz elementu kontrolnego, gdzie sr; jest parcjalnym moleku-
larnym tensorem naprgzen oddzialywujacym na sktadnik i (wielko$¢ podobna
do parcjalnej objetosci sktadnika).

e Drugi czlon to sity masowe, (gdzie o to grawitacja, sita odsrodkowa lub elek-
tromagnetyczna), czyli rodzaj sity dziatajacej na jednostkg¢ masy sktadnika i.

e Trzeci czton stanowi site wewnetrzna F," oddziatywujaca na kazdy mol sktad-
nika i przez wszystkie inne sktadniki w elemencie kontrolnym.

e Ostatni czlon przedstawia szybkos¢ produkcji netto pedu skladnika, gdzie r; to
efekt produkcji sktadnika i w chemicznych reakcjach zachodzacych w elemen-

p
cie, czyli r, :ZUpi T,
p=1
Ponadto zakfada sig, ze predkos¢ translacji wyprodukowanego sktadnika i v;, jest

taka sama jak predkos¢ sktadnika w mieszaninie czyli V;, =V, bazujac na lokalnej

réwnowadze termodynamicznej.
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Stosujac ogdlne teorematy transportu do strony lewej, ktéra zawiera akumulacje
pedu w objetosci kontrolnej oraz przyrost netto pedu w wyniku transportu konwek-
cyjnego, jak i teoremat Gaussa do strony prawej otrzymuje si¢ w rezultacie bilans
pedu sktadnika i w osrodku ciagtym:

d
E(Pivis)"'V'(PiVisVis):V'”i +z,0i fi. +CiF +Minv (2.10)
a
W réwnaniu (2.10) z; jest parcjalnym molekularnym tensorem naprgzen skladni-
ka i zwigzanym z tensorem naprg¢zen mieszaniny zaleznoscia:
m=n=—-Pl+7 (2.11)

i=1

gdzie pierwszy czton przedstawia tzw. napr¢zenia rOwnowagowe zwane tez tensorem
izotropowym, P (ci$nienie), gdzie | to tensor jednostkowy, podczas gdy drugi czton to
nierdwnowagowy anizotropowy tensor naprezen $cinajacych 7. Stad dywergencja
molekularnego tensora naprezen mieszaniny jest nastgpujaca:

n
Vog=)V.m=-VP+V.r (2.12)

i-1
n
z ktérej wynika réwniez: T= Z T (2.13)
i=1
Przy wykorzystaniu rownania Gibbsa-Duhema:
n
SAT -VdP + ) ndy; =0 (2.14)

i=1

dla warunkéw izotermicznych oraz przy zalozeniu réwnowagi termodynamicznej
w nieskonczenie malym elemencie, otrzymujemy:

n
VP=>CViy (2.15)

i=l

gdzie jto potencjat chemiczny sktadnika i. Stad dywergencja parcjalnego molekular-
nego tensora naprgzen przyjmuje postac:

Vo, =—CV,;u +V-1 (2.16)

Wprowadzajac t¢ zalezno$¢ do réwnania (2.10) i rozwijajac lewa stron¢ tego
rOwnania przy wykorzystaniu réwnania ciaglos$ci:
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%+V'(pivis):Mir'

o , (2.17)

otrzymujemy:

Pidi = p; %Zpi(i\;—:"‘vis 'Vvist_CiVT W +V-r, +2Pi f, +CF (2.18)
a

. D
gdzie & jest parcjalnym przyspieszeniem sktadnika I, a Eit :%+Vis -V (gdzie V jest

operatorem nabla) jest pochodna substancjalna sktadnika i, ktdra przemieszcza si¢

z ruchem sktadnika i, a nie jak % :i+v~ V, ktéra podaza za ruchem mieszaniny.

ot
Ponadto nalezy zaznaczy¢, ze czion reakcyjny nie wystgpuje w réwnaniu (2.18) ze
wzgledu na wprowadzenie do niego rdwnania ciagtosci (2.17).

Sumujac to réwnanie bilansu pedu sktadnika po wszystkich sktadnikach, otrzymu-
je sie rownanie bilansu pedu mieszaniny, ktére posiada konwencjonalna posta¢ bilan-
su pedu pojedynczego sktadnika, za wyjatkiem jednego czionu zawierajacego sume
piU;u; po wszystkich skfadnikach, gdzie u; =V, —V jest predkoscia dyfuzji w sto-
sunku do $redniej predkos$ci masowej mieszaniny V.

Czlon ten jest nastgpnie wykorzystany do zdefiniowania catkowitego parcjalnego
tensora naprezen T, =1, +riD, ktéry zawiera zaréwno parcjalny molekularny tensor
naprezen t;, jak i parcjalny dyfuzyjny tensor naprgzen riD, to znaczy diadg ze
wzgledu na szybkosci dyfuzji:

TiD =—piuiy; (2.19)

Jest to pozorne napre¢zenie powstajace w wyniku dyfuzji, podobnie jak naprezenie
Reynoldsa w przeptywie turbulentnym.

Analogia do procedury stosowanej w analizie ruchu turbulentnego wynika z defi-
nicji predkosci dyfuzji, w oparciu o ktérg ciagla predkos¢ sktadnika v, jest suma
sredniej predkosci mieszaniny V i predkosci dyfuzji u;, traktowanej jako zmienne
odstepstwo (fluktuacja) od $redniej predkosci V. Srednia masowa fluktuaciji dyfuzyj-
nych u; jest rowna zero. Stad catkowity parcjalny tensor przyjmuje postac:

T, =1, — p;U;y; (2.20)
W zwiazku z tym do lewej strony réwnania (2.18) dodano czlon — p;u;u; , uzysku-
jac nastepujaca postac bilansu pedu sktadnika:
DV
Dt

Pidi = p; —piut; ==CiVy 4 +V - 7| +zpi fi +CiFy (2.21)
a
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gdzie po prawej stronie wystapit catkowity tensor naprezen parcjalnych (2.20).
W dalszych rozwazaniach, w wyniku wytacznie matematycznych operacji, zasta-

D.v.
piono czton # przez czion %, przeksztatcajac rownanie (2.21) do postaci:

a

1 stwarzajac w ten sposéb inny ukiad odniesienia. W réwnaniu (2.22) — jest

pochodna substancjalna podazajaca za ruchem s$rednim mieszaniny V, a nie
predkoscia Srednia sktadnika v, a & przedstawia nastgpujacy zbidr wyrazen:

Dy,
& =P ﬁ"'pi U - Vi = V- pily (2.23)

Otrzymujemy zatem réwnanie, w ktérym przyspieszenie odnosi si¢ do $redniej
masowej predkosci mieszaniny V, a nie do Vi .

Wielko$¢ ¢, przedstawiajaca przyspieszenie dyfuzyjne, czton konwekcyjny
i czton napre¢zen, wynika z dazenia do wyrazenia czlonu przyspieszenia wystgpujace-
go w réwnaniu bilansu pedu sktadnika, przez $rednia predko$¢ masowa mieszaniny,
jako ramy referencyjnej, a nie przez predkos¢ sktadnika Vi, jak w réwnaniu (2.21).
Zostalo to uczynione w tym celu, aby przy zsumowaniu bilansu sktadnika po wszyst-
kich sktadnikach uzyskac¢ bilans pedu mieszaniny w zazwyczaj stosowanej postaci.

Wielko$¢ & moze by¢ przeksztalcona do alternatywnej postaci:

g =%+jiV~vis+ji Vv, =M1y (2.24)
w ktérej j; = p;U;, jest strumieniem dyfuzyjnym sktadnika.

Mozna bowiem sprawdzi¢, ze suma bilanséw pedu (Réwn. 2.22) po wszystkich
n-sktadnikach daje catkowity bilans pedu mieszaniny w zazwyczaj stosowanej postaci
jak dla sktadnika pojedynczego:

n
p%z—VP+V-Tt+Z S ot (2.25)
i=1 a

n
Przy sumowaniu wykorzystano relacjg (2.15) VP = ZCiVT L , jak rowniez wynik
i=1

n n
sumowania ZSi =0, co wynika z réwnania (2.24), poniewaz z Ji =0, oraz

i=1 i=1
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n

Zn:(Miri)ui :Zp:quvqiMiui =0 (2.26)

i=1 q=l1 i=1

stosujac zasadg zachowania, tak masy, jak i pedu w zjawiskach dyfuzyjnych i reak-
cyjnych wewnatrz elementu kontrolnego.
Oddziatywanie (n-1) sktadnikéw j na sktadnik i wywiera na ten sktadnik site:

F'=)CF (i=12,...n) (2.27)
-
gdzie Fij jest sita oddziatywania na jeden mol sktadnika i przez sktadnik j, ktory

wystepuje w mieszaninie o jednostkowej koncentracji (C]—’ =1kmol m?). Jest to

molarny analog sity wzajemnego oddzialywania miedzy czastka sktadnika i a czastka
sktadnika j. Na poziomie molekularnym Fij reprezentuje przekazywanie pgdu migdzy

i a j w wyniku molekularnych zderzen.

Poniewaz F; =—F;

stad: Y CR =Y > CCF= (2.28)

co jest zgodne z zasada zachowania p¢du w indywidualnych oddziatywaniach mole-
kularnych, to znaczy zgodne z trzecim prawem Newtona.

Ponadto zalezno$ci (2.26) 1 (2.28) wyrazaja zasadg, ze na ped mieszaniny (R6éwn.
2.25) nie maja wpltywu wewngtrzne wymiany oddzialywan chemicznych lub fizycz-
nych.

OczywiScie obowiazuje zaleznos¢:

Tl = Z‘r.t = Zn:(‘ri — piuiu;) (2.29)

i=1 i=1

to znaczy catkowity tensor naprgzen w mieszaninie wynika ze wszystkich oddziaty-

wan pomigdzy czasteczkami. Nalezy podkresli¢, ze tensor ten jest symetryczny [35].
W tej sytuacji jedynie (n-1) bilanséw pedu sktadnikéw (2.22) jest liniowo nieza-

leznych i stad n-ta wartos¢ V., musi by¢ wyznaczona z relacji migdzy $rednia predko-

n
$cig mieszanin a predkosciami n sktadnikéw pv = Zpivis , przy czym V wyznacza
i=1
si¢ z bilansu pedu mieszaniny. Kerkhof i wsp. [10] sugeruja, aby alternatywnie,
zamiast stosowac¢ bilans pedu mieszaniny, rozwigzywac n-bilanséw pedu sktadnikéw
wyznaczajac N-wartosci translacji sktadnikéw v (i =12,....n).
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2.2. SIEA NAPEDOWA DYFUZII

Tak zwana uogélniona ,,sita napedowa dyfuzji” d;, a w rzeczywistosci ,,dyfuzyjna

sita ciagnienia (diffusion drag force)” zwiazana jest z Fi* nastgpujaca zaleznoscia:

CRTd, =C,F’ (2.30)
W zwiazku z tym, z réwnania (2.22) wynika nastepujaca relacja definiujaca d;:

xF 1 Dv
i=ﬁ=ﬁ[CiVTﬂi_V'Tit_zpifia+pia+si] (2.31)

ktéra zawiera potencjat chemiczny, catkowity parcjalny tensor naprezen $cinajacych,
zewnetrzne sity masowe, jak réwniez czlon przyspieszenia oraz czlony bezwtadno-
$ciowe reprezentowane przez & . Czlon Vi jest zazwyczaj przedstawiany w po-

staci alternatywnej przy uzyciu zaleznos$ci termodynamiczne;j
Vo=V, VP +V1 o i (2.32)

oraz wykorzystaniu definicji parcjalnej objgtosci molowej sktadnika \7, = % definiu-

jac site napgdowa w postaci:

xF 1 . Dv
= =[OV oy + O VP -V 1] = pf, +p— g 2.33
i RT CRT i T,P/ul i T ~ Pi o Pi Dt i ( )

Jest to posta¢ sity napedowej dyfuzji wyprowadzona w oparciu o mechaniczna
teori¢ dyfuzji dla ptynnego continuum, zazwyczaj przedstawiana w literaturze [32].
Aby otrzyma¢ bardziej znang posta¢ wyprowadzona w oparciu o nierdwnowagowa

Dv
termodynamike, czlon przyspieszenia ot w réwnaniu (2.33) wyznaczany jest z bi-

lansu pedu mieszaniny (Réwn. 2.25), prowadzac do zaleznoSci:

xF’ 1 )
== IC V. ou+ (Di—a)i)VP— V-ri-oV- 1 _z [pifia_a)iE P'f',,]+£i
RT CRT{ TP ( ( ) a = nr

(2.34)

. s . Dv L .
w ktdrej dodatkowe czlony wspdlnie reprezentuja czton p; o W stanie rownowagi

. . Dv L . L
mechanicznej piE:O cztony zawierajace w; moga by¢ opuszczone, poniewaz

wowczas suma tych dodatkowych cztonéw réwna si¢ zero. Moga by¢ rdwniez zosta-
wione, gdyz nie powoduja zmiany warto$ci wyrazenia (2.34).
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Jest to zalezno$¢ zazwyczaj podawana w literaturze, wyznaczana jednak znacznie
bardziej skomplikowanymi i mniej przejrzystymi metodami.

Uogo6lniona sita napgdowa dyfuzji reprezentuje zatem dyfuzje zwyczajna (steze-
niowa, pierwszy czlon), dyfuzj¢ ci$nieniowa (drugi czion), dyfuzj¢ wywolang gra-
dientem napr¢zenia Scinajacego (trzeci czion) oraz dyfuzj¢ wymuszona (czwarty
czlon). Ostatni czlon & jest zbiorem wyrazeh skladajacych si¢ z dyfuzyjnego
przyspieszenia i czionéw bezwladno$ciowych, czgsto pomijanych, za wyjatkiem
szybko oscylujacych pdl elektrycznych i ci§nieniowych.

Godnym podkre$lenia jest rowniez fakt, iz wyprowadzajac uogdlniong site napg-
dowa dyfuzji bezposrednio z bilansu pedu sktadnika, nie uczyniono zadnych zatozen
co do stanu osrodka ptynnego. Moga to by¢ zatem gazy, plazma, ciecze, roztwory
polimeréw i mieszaniny plyndw sprezystych i lepkosprezystych. Ponadto, ze wzgledu
na rownos¢ (2.28) jedynie (n-1) sit napedowych jest niezaleznych.

Zn:di =0 (2.35)
i=1

2.3. STRUMIENIE I PREDKOSCI DYFUZII

W zaleznosci od celu badan i wtasnosci fizykochemicznych badanego uktadu sto-
sowane sa rézne postacie $redniej predkosci mieszaniny, zwanej réwniez predkoscia
centrowana, dla zdefiniowania predko$ci dyfuz;i.

Celem uogdlnienia i ujednolicenia zaleznos$ci okre$lajacych te $rednie wyprowa-
dzono relacjg, ktéra uzaleznia §rednia predko$¢ centrowana mieszaniny od parame-

trow A:
n
N 2V
V= (2.36)
2
j=1
i stad uogdlniona predkos¢ dyfuzji:
u' =v, —v* (2.37)
oraz strumien dyfuzji:
n
D AV i
j=1
j=1

2

=1
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24
j=1

jest uogdlnionym stgzeniem skladnika dla warto$ci 4, charakteryzujacej przyjgta

(2.39)

centrowana warto$¢ predkosci mieszaniny.

Przyktadowo:
% = p; — predkos¢ Srednia masowa

1
n
2PV R )
j=1 . .
v o=- n ’ Ji :PiVis—n—'zijjs =n —a)iznj (2.40)

2.0 NI =
j=1

ymods J, =Cv — nC ZCV =N, —XZN (2.41)

2.6 2.6 "

j=1 i=

A= Ci\7i =@, — predko$¢ Srednia objgtosciowa

n
i Zcijjs =n’ —@iZnJY (2.42)

2.4. ZALEZNOSCI KONSTYTUTYWNE

Aby méc analizowad i rozwiazywac wyprowadzone zaleznosci definiujace proces
dyfuzji wielosktadnikowej, konieczne jest uzupelnienie tych zaleznosci o tzw. relacje
konstytutywne. Relacje te uzalezniaja, wystepujace w wyprowadzonych uprzednio
rOwnaniach, strumienie i cztony zrédtowe od ich sit napedowych, sktadajacych si¢ ze
zmiennych stanu i wiasno$ci fizykochemicznych ukladu. W zwiazku z tym sa to
zwykle zalezno$ci empiryczne uzyskane w oparciu o eksperymenty lub przyblizone
przy wykorzystaniu teoretycznych modeli mieszanin.

Wystepujacy w wyprowadzonych zaleznosciach potencjal chemiczny ; okreslany
jest zazwyczaj za pomoca nastgpujacego rownania:
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w =1’ (T,P)+RT Ina (2.43)

gdzie dla cieczy @; =y;X;, przy czym dla mieszanin gazowych o niskich ci$nie-
niach i dla idealnych cieczy a, = ;. Alternatywnie potencjat chemiczny uzalezniony
jest dla mieszanin gazowych od fugatywnosci, ktéra definiuje nastgpujace rownanie:

fi=0y; P (2.44)

@; — jest wspotczynnikiem fugatywnodci i zalezy od cis$nienia, temperatury i sktadu
mieszaniny. Dla gazéw doskonatych ¢;=1. Podobnie wspéiczynnik aktywnosci jest

okre$lany przez nastepujaca funkcje ¥, = (T,P,X,..... X, ),

n-1

i =l

gdzie tzw. wspdlczynnik termodynamiczny dany jest zalezno$cia:

X

Iy=5,+x {a Inj J (2.46)
0
Fre

d; — delta Kroneckera

Dla idealnych mieszanin cieczy lub gazéw y, =11

i
Niezmiernie istotna jest zalezno$¢ definiujaca parcjalny tensor napre¢zen sktadnika
i w mieszaninie 7| =7, — p;u;u;, ktéra zaproponowali Bearman i Kirkwood [36],
w postaci analogicznej do rownania dla pojedynczego skiadnika [1]:

!l = (Vv+ W )—@m ) jV-vI (2.48)

gdzie n; i 4; sa parcjalnymi wspétczynnikami lepkosci $Scinajacej i rozciagajacej, to
n n

znaczy dla mieszaniny # = Zni iA= Z/li prowadzac przy sumowaniu po wszyst-
i=1 i=1

kich sktadnikach do standardowej postaci fenomenologicznego réwnania konstytu-

tywnego dla pojedynczego sktadnika:

=y (VV+VVT)—(§r]—/1jV-VI (2.49)
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Oczywiscie nie ma jednoznacznego dowodu, dlaczego rownanie konstytutywne
tensora naprgzen w mieszaninie winno by¢ identyczne jak dla sktadnika czystego.
W zwiazku z tym inni autorzy proponuja alternatywne wyrazenia okreslajace napre-
zenia skiadnikéw w mieszaninie [32, 37]. Kerkhof i wsp. [10] zaproponowali zalez-

nos¢ konstytutywna parcjalnego tensora naprezen jako funkcjg gradientu Vv, czyli

predkosci translacji sktadnika, a nie gradientu Sredniej predkosci masowej mieszaniny
Vv, jak w réwnaniu (2.48). Stad rownanie Kerkhofa i wsp. [10] dla parcjalnego
tensora naprgzen przyjmuje postac:

ot = (v + V)=S0 - 4)(V v, ) 250)

n
tacznie z réwnaniem 7' = er .
i=1
Dla wyznaczenia lepkosci parcjalnej 7; wykorzystali rownanie Wilkego dla mie-

szanin gazowych, ktére prowadzi do nastgpujacych relacji definiujacych #; :

g =2 2.51)

H[nrfm%
77(1) M,

gdzie: &= (2.52)

]

w ktérym wielkosci 77 sa lepkosciami czystych sktadnikw.

Jak wynika z przytoczonych wzoréw, lepkos¢ parcjalna 7; jest silnie zalezna od

sktadu mieszaniny, osiagajac warto$¢ rowna zero dla stezenia sktadnika zblizajacego
si¢ do zera. Nalezy sobie bowiem uzmystowi¢, ze dla stgzen skiadnika bliskich zero,
moze co prawda istnie¢ gradient predkosci sktadnika, niemniej przy silnym rozcien-
czeniu czastki skfadnika beda tak dalece rozproszone w przestrzeni, ze spotkanie ich
dla wymiany pedu bedzie mato prawdopodobne.

Pytanie o wlasciwa forme¢ réwnania konstytutywnego dla parcjalnego tensora
napr¢zen pozostaje nadal otwarte i jest szeroko dyskutowane w literaturze inzynierii
mechaniczne;j.
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Podobne kontrowersje wysuwane sa w literaturze w stosunku do wewngtrznych sit
oddziatywan miedzy sktadnikami F;". Sugerowane jest wlaczenie réznorodnych sit
oddzialywan migdzy sktadnikami, jak sity ciagnienia wynikajacej z r6znicy predkosci
sktadnikéw, czy sily termicznej [38], wynikajacej z gradientu temperatury lub sily
wyporu powodowanej gradientem ggstosci i kilku innych sil, uznanych raczej za
kontrowersyjne i dziwaczne. W wigkszosci studiéw brane sa pod uwagg jedynie dwie
sily, ktére sa dobrze udowodnione i znaczace dla dyfuzji, a mianowicie: sita wynika-
jaca z relatywnego ruchu skiadnikéw zwana sila ciagnienia oraz sila termiczna spo-
wodowana istniejacym w mieszaninie gradientem temperatury.

Ostatecznie, zaktadane jest [39, 40], Ze:

F =Fp+Fq (2.53)

Wewngtrzna sita dzialajaca na sktadnik i jako wynik interakcji ze wszystkimi
sktadnikami (innymi niz i) moze by¢ przedstawiona nastgpujaco:

F' =Y CiFy (i=12,..n) (2.54)

gdzie Fjj jest sila interakcji (zawierajacq sitg ciagnienia i sil¢ termiczng) dziatajaca na
mol sktadnika i, jako wynik jego interakcji ze sktadnikiem j, obecnym w jednostkowej
koncentracji w mieszaninie; jest to molarny analog interakcji miedzy czasteczkami i
oraz j. Na poziomie molekularnym Fj; reprezentuje przekazywanie pgdu migdzy i oraz
J w wyniku molekularnych kolizji.

Hydrodynamiczna sila ciagnienia Fj;p [36, 41-44], zaktadana jest jako proporcjo-
nalna do réznicy predkosci dwéch sktadnikéw i oraz j i skierowana tak, aby przeciw-
stawi¢ si¢ ruchowi sktadnika i:

Fio =—<jj (Vis _Vjs) (2.55)

gdzie &;; to fenomenologiczny wspéiczynnik oporu ciagnienia lub impedancji &;)0.

Podobnie zatozono, ze sita termiczna jest proporcjonalna do relatywnej termicznej
predkosci dyfuzji dwéch sktadnikéw [36, 37, 39, 40]:

T

SR T e 2.56

ir = Cij n (2.56)
Pi Pj

Wynika to z faktu, Zze strumien dyfuzji termicznej dany jest fenomenologiczna
: D/

zaleznoS$cia jiT :—DiTVIHT i stad ———VInT =uiT jest predkoscia sktadnika
Pi
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spowodowana dyfuzja termiczna, gdzie D, jest wielosktadnikowym wspétczynni-
kiem dyfuzji termicznej spetniajacym rownos¢:

i D =0 (2.57)
i=1

W wyniku otrzymujemy:

D' DI
—Fyj =g (vi —Vjs)+ & L—'——JJVInT (2.58)
Pi Pj

W stosunku do Fy istnieje rowna i przeciwnie skierowana sita oddziatywania
sktadnika j na i Fj; = — Fj;, wynikajaca z bilansu pgdu lub trzeciego prawa Newtona
jako wynik zderzen molekut, prowadzac do relacji ﬁij =§ ji » to znaczy wspétczynniki

oporu sg symetryczne.

Nalezy réwniez zaznaczy¢, ze wspolczynniki dyfuzji termicznej moga by¢ dodat-
nie lub ujemne i sa silnie zalezne od skfadu mieszaniny. Bardziej ogélne zaleznosci
okres$lajace termiczne wspdtczynniki dyfuzji dla gazéw przedstawiaja: Chapman
i Cowling [12], Hirschfelder i wsp. [13], Eu [45], Ferziger i Kaper [46], a dla mono-
atomowych cieczy Bearman i Kirkwood [36].

W oparciu o zalezno$¢ (2.54) otrzymujemy ostatecznie:

. n DI DI
~F =8 v )+ Y ey - ——- WinT (2.59)
j=1 j=1 Pi Pj
do sumowania wtaczono rowniez j = i, poniewaz F; = 0.

Nastepnie definiowany jest wspétczynnik dyfuzji Maxwella-Stefana Zblj jako:

% RT

=— 2.
e (2.60)

i ze wzgledu na symetryczno$¢ wspétczynnika oporu ¢ wsp6tczynniki dyfuzji

Maxwella-Stefana sa réwniez symetryczne 2; = ;.

2.5. UOGOLNIONE ROWNANIE MAXWELLA-STEFANA (GMS)

Uogo6lnione réwnanie Maxwella-Stefana (nazywane tak, poniewaz oryginalne
réwnania Maxwella-Stefana byly ograniczone jedynie do gazéw) otrzymuje si¢ przez

potaczenie zaleznosci (2.59) i (2.60) oraz zastosowanie relacji CRTd; =C, Fi* :
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1j j=1 1j Pi pj

nox.X- T
g =N _Z:Z) (v - -)+Z%[D—‘T—D—’JVInT 2.61)

ktére moze by¢ rowniez alternatywnie zapisywane jako:
N XX " xx: (DI DI
—d; =) “Huf—ut)+ Y 2L S L VT (2.62)
1 z ) ( 1 ] ) Z i _

poniewaz Vg — Vs = uii —uj.
W réwnaniach tych stosowana jest réwniez alternatywna definicja wspétczynnika
dyfuzji termicznej:

T
_b’_ b
Pi Pij

Dy (2.63)

Innymi zazwyczaj stosowanymi wspoéiczynnikami transportu termicznego sa:

:
b’ _bj
T DJ P Pj

aj = ——=-——-—"" zwane dzielnikiem dyfuzji termicznej, a kT —ocu X X;
D 2
stosunkiem dyfuzji termiczne;j.
Réwnania GMS moga by¢ rowniez przedstawione przy wykorzystaniu definicji

strumieni catkowitych N; i dyfuzyjnych J; np. dla procesu izotermicznego:

=Zn: ! (xjNi—xiNj):Zn: ! (%97 =%37) (2.64)
j ] j

=1 C j=1 C:bll

i procesu nieizotermicznego:

n 1 B n
—d, :ZC,‘ZS-. (xj.]i —xiJf)+inxja£ VinT (2.65)
j=1 ij i=1

n
Ze wzgledu na réwnos¢ Zdi =0 jedynie (n-1) réwnan GMS jest liniowo nieza-
j=1
leznych dla catkowitych strumieni N, , lub dyfuzyjnych strumieni J;, jak i predkosci
dyfuzyjnych u sktadnikéw.

Dlatego, celem rozwiazania tego uktadu réwnan i wyznaczenia wszystkich
strumieni, konieczna jest dodatkowa zaleznos¢ migdzy strumieniami sktadnikéw
nazywana ,,sznurowadtem” (boot strap). Ta relacja jest zazwyczaj przyjmowana
W postaci:



Teoria dyfuzji wielosktadnikowej ... 35

n
D a;N;=0 (2.66)

j=1
gdzie a; jest nazywany wspofczynnikiem determinacji. Na przyktad, gdy a; = const
n

(niezalezne od ]) otrzymujemy zaleznos$¢ z N; =0, czyli tzw. dyfuzjg ekwimolarna.
j=1

Jesli natomiast o; =V; (gdzie V; to wspolczynnik stechiometryczny reakeji), stru-

mienie sa okreS§lane przez stechiometri¢ reakcji zachodzacej w ziarnie katalizatora.

Zatozenie a; =V; okresla zerowa Srednig predkosc objgtosciowa mieszaniny vl =0,
a a;=0;, reprezentuje proces dyfuzji przez sktadnik referencyjny a; =4, (inert)
W stagnacji.

Jesli nie dysponujemy zalezno$cia typu (2.66), moga by¢ wyznaczone jedynie
strumienie dyfuzyjne lub réznice predkosci z réwnan GMS.

W oparciu o réwnanie (2.38) uogdlnione strumienie dyfuzyjne, scharakteryzowane
parametrem /, spelniajg zalezno$¢:

DA =0 (2.67)
j=1

Poniewaz strumienie dyfuzyjne wystepujace w rownaniach GMS sa strumieniami

molowymi Ji)' , zalezno$¢ (2.67) musi by¢ przeksztalcona do postaci:

ZC_J - (2.68)

j=1
aby mogta odpowiadac relacji (2.66).
A
Wspdlczynniki zalezno$ci (2.68) okreslaja odpowiednio: C—J =1 dla s$redniej
j
predkos$ci molowej odniesienia V™, M; dla $redniej predko$ci masowej V. oraz \7j
dla éredniej predkosci objetosciowej V°. W zwiazku z tym dla wyznaczenia strumieni

dyfuzyjnych nie sa wymagane zadne dodatkowe informacje. Innymi stowy, (n-1)
niezaleznych strumieni dyfuzyjnych moze by¢ wyznaczonych z (n-1) niezaleznych
réwnan GMS, przy wykorzystaniu zaleznosci (2.68).

Potaczenie réwnan (2.61, 2.62, 2.64 i 2.65) z sita napedowa:
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di CRT CVTPlul (q)i_wi)vp_(v'rit_wiv'r) ;{pl ia wzpm ja] ]

(2.69)

prowadzi do kompletnych uogélnionych réwnan (GMS).

Sa to najbardziej ogdlne postacie réwnan dyfuzji wielosktadnikowej, ktére moga
by¢ stosowane do szerokiej réznorodnos$ci mieszanin gazowych i cieklych, roztworéw
polimerdéw, cieczy koloidalnych i mieszanin aerozolowych.

Dla cieczy réwnanie (2.69) moze by¢ stosowane przy wykorzystaniu zalezno$ci
(2.45) dla okres$lenia pierwszego czlonu w nawiasie kwadratowym tego réwnania,

natomiast dla idealnych mieszanin gazowych, poniewaz @; = X; oraz ®; = X; prowa-

dzi do zaleznoSci:

d :%{V of —a)iVP—(V-‘rit —in-rt)—Z(pi fi, —a)izn:pjafja}+si}
a j=1

(2.70)

Alternatywna posta¢ tych réwnan, ktéra odkrywa nieco wigcej ich wtasciwosci,
wynika z algebraicznych przeksztalcen drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu
réwnania (2.69) dajac:

d, =xVing +L
CRT

e

(2.71)

gdzie masowa parcjalna objgto$¢ wiasciwa sktadnika i jest V, :V— Ta forma sity
1

napedowej wykazuje wyraznie, ze dyfuzja ci$nieniowa zachodzi jedynie woéwczas,
gdy masowe (a nie molowe) parcjalne objetosci wlasciwe dwodch sktadnikdw sa rézne.
Podobnie dyfuzja wymuszona mozliwa jest jedynie woéwczas, gdy wilasciwe sily
masowe indywidualnych sktadnikéw sa rézne. W zwiazku z tym sity grawitacyjne
i od$rodkowe nie generuja dyfuzji w sposéb bezposredni.

Opierajac si¢ na przeprowadzonych rozwazaniach i uzyskanych zalezno$ciach,
mozna zestawi¢ nastgpujace postacie uogélnionych réwnan GMS:

n n T
i Vi =V )+ D_T_& ViInT
i) B/ 4 ;23.

Pi Pj
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1 Dv
~TCRT CiVT,Pﬂi"‘(DiVP_V‘Tit—ZPi fia+pia+8ii| (2.72)

Dv
a po wyeliminowaniu pochodnej p; Ft 1 skorzystaniu ze wzoru (2.45):

n n T
3 3 i

j=1 = i=1 4 | Pi Pj

=-%Ving, _$|:((Di _a’i)vp_(v""it _in'Tt)_Z(pi fio +a)izn:pj fjaJ"'gi :l

a j=1

(2.73)
oraz w postaci alternatywnej:
nX X xx: (DI DT
Zj(vis—vjsﬁj B 5y
=1 <4 i\ Pi P

t
=-xVing _C% piwiwj!(vi _\7j )VP_(V‘T: _uJ_Z(fia _ fja):|+gi
i=1

Pi Pj

2.6. UOGOLNIONE ROWNANIE FICKA-ONSAGERA
DLA PROCESU IZOTERMICZNEGO (GFO)

Jak wspomniano we wstepie, proces dyfuzji wieloskladnikowej opisywany jest za
pomoca dwdch alternatywnych sformutowan.

W pierwszym, oméwionym w poprzednim rozdziale sformutowaniu GMS, sita
napgdowa dyfuzji sktadnika d; jest liniowa funkcja strumieni dyfuzyjnych. W drugim,
zwanym sformulowaniem Ficka-Onsagera [1, 8], strumien dyfuzyjny jest kombinacja
liniowa sit napedowych dyfuzji.

Podczas gdy forma réwnan GMS jest wygodna dla wielu rodzajéw obliczen,
w wielu innych przypadkach pozadane jest takie przeksztatcenie tych zaleznosci, aby
uzyskac funkcje, ktéra uzaleznia strumien dyfuzyjny sktadnika od kombinacji linio-
wej sit napedowych.

Ze wzgledu na liniowa zalezno$¢ migdzy strumieniami a sifami napgdowymi
w rownaniach GMS, mozliwe jest ich odwrdcenie przy zastosowaniu metod algebry
liniowe;j.
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Dla procesu izotermicznego rownanie (2.64) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

n
~Cd; = > B;J; (2.75)
j=1
gdzie wspotczynniki:
X X
Bl =0, Y2k |+(g, 1) (2.76)
i~ % EZ::; D j A
#l

5ij — delta Kroneckera

sa elementami macierzy kwadratowe] [B]A prowadzac do zapisu macierzowego:

(~cd)=[B](37) 2.77)
Niestety, odwrdcenie réwnania macierzowego (2.77) celem uzyskania zaleznosci,
w ktérej strumienie bylyby funkcjami sit napgdowych jest niemozliwe, bowiem
macierz [B]A jest macierza osobliwa. Aby usunaé t¢ osobliwo$¢, konieczne jest
skorzystanie ze zwiazku (2.68), aby wyeliminowa¢ n-ty strumien dyfuzyjny:
N O
Ji=—"0 1g¢ 2.78
= JZ c (2.78)
uzyskujac w ten sposéb nieosobliwa macierz [B]l oraz przeksztalcona zalezno$¢
(2.75):

n-1
—Cd; :ZB;J; (2.79)
j=1
o elementach macierzy [B]A‘ :
; Sx, A4 CooX X, 4 C, X
R e e vl I
t;} ik i “n in 1j i M in

prowadzac do réwnania macierzowego:
~c(d)=[*](s%) (2.81)
Odwrdécenie tego rownania daje zadang zalezno$¢ GFO:

3y =—c[B*['(d)=—c[p*] () (2.82)
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W réwnaniu tym elementy macierzy Di? sa to tzw. wspodlczynniki dyfuzji
w mieszaninie wielosktadnikowej dla uogdlnionego réwnania Ficka-Onsagera i nie

nalezy ich utozsamia¢ z binarnym wspélczynnikami dyfuzji ;. Nie maja one tego

znaczenia co 2, albowiem nie odzwierciedlajg interakcji migdzy sktadnikami i oraz

J- Wspétczynniki Djj moga przyjmowaé wartosci dodatnie i ujemne, co dodatkowo
utrudnia nadanie im odpowiedniego sensu fizycznego, sprowadzajac do roli parame-

trow. Ponadto wspéiczynniki Dii nie maja wlasciwosci symetrii, to znaczy Dij' # Dfi .

Najwigkszym utrudnieniem w stosowaniu uogélnionego prawa Ficka-Onsagera
jest fakt, iz w ukladach wielosktadnikowych wspéiczynniki dyfuzji Dj zaleza od
obranej predkos$ci odniesienia — odmiennie, niz w uktadach dwusktadnikowych, gdzie

2 jest identyczny we wszystkich uktadach odniesienia.

Warto przypomnie¢, iz Fick [14] sformutowal swoje réwnanie dyfuzji w postaci:

dc,

N, :_:bnE

(2.83)

w oparciu o eksperymenty dyfuzji soli w wodzie. Ciekawe jest wyprowadzenie tego
réwnania, przy wykorzystaniu podstawowego rownania dyfuzji dwuskladnikowe;j:

dx
N, = Nx, _C:b”d_gl (2.84)

gdzie: N=N,+N, (2.85)

Zazwyczaj zaklada sig, iz przeksztalcenie rownania (2.84) w rownanie (2.83)
wymaga zalozenia stalej gestosci molowej mieszaniny (zerowy sumaryczny strumien
molowy N). Mniej znane jest zalozenie o minimalnej zmianie objgto$ci mieszaniny, to
jest zalozenie zerowej wartos$ci $redniej predkosci objetosciowej mieszaniny, czyli:

N,V, +N,V, =0 (2.86)

CV,+C\V,=®, +®, =1 (2.87)

Druga zaleznos¢ stwierdza, iz suma udziatéw objetosciowych sktadnikéw miesza-

niny réwna si¢ jednosci.
Wyznaczmy zatem pochodna:
2)
e _ \CJ_[, G dC dC, (2.88)
dé dé C dC, ) d¢
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Rézniczkujac zaleznos¢ (2.87) po C, przy wykorzystaniu zwiazku:

C,+C,=C (2.89)
otrzymujemy: :TC = l—i (2.90)
1 2
czylic W | _Cify Vi) 19C, 2.91)
dé C Vv, || d&

Stosunek % wyznaczamy z rownania (2.87) i zwiazku (2.89):

G_1-V (2.92)
C V-V,
ktéry podstawiony do (2.91) prowadzi ostatecznie do zalezno$ci:
c O _ 1dC, (2.93)
d¢ Vv, d¢

Stad dla $redniej predkos$ci objetosciowej rownej zero, réwnanie (2.84) przyjmie
postac:
b,, dC
N, =(N, + N, )x, - =2 —L (2.94)
vV, dé

Z réwnania (2.86) sumaryczny strumien N, wyrazony przez N, wynosi:

v,
N =N, [1—\7—1J (2.95)

2

Po podstawieniu zaleznosci (2.95) do (2.94) i przeksztalceniach algebraicznych
otrzymujemy ostatecznie:

dc,

N, :_$12E

(2.96)
czyli réwnanie wyprowadzone przez Ficka, z ktérego wynika, iz u jego podstaw lezy
zalozenie o zerowaniu si¢ $redniej predkosci objetosciowej mieszaniny. Oczywistym
jest, iz przy powyzszym zatozeniu $rednia predko$¢ masowa bedzie rézna od zera,
ze wzgledu na zmiang gesto$ci mieszaniny.
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3. POROWNANIE Z INNYMI TEORIAMI DYFUZJI

3.1. TERMODYNAMIKA NIEROWNOWAGOWA JAKO PODSTAWA TEORII
DYFUZJI WIELOSKEADNIKOWE]J

Termodynamika nieréwnowagowa wykorzystuje w toku postgpowania dazacego
do uzyskania réwnania konstytutywnego wielosktadnikowej dyfuzji molekularne;j
cztery postulaty:

1. Zalezno$ci termodynamiki réwnowagowej moga by¢ stosowane w badaniu
systemOw, ktére co prawda nie sa w stanie rOwnowagi termodynamicznej,
lecz charakteryzuja si¢ niezbyt duzymi gradientami zmiennych stanu (postulat
quasi—réwnowagi).

2. Kazdy niezalezny strumien J; systemu moze by¢ przedstawiony jako liniowa

kombinacja wszystkich niezaleznych sit napgdowych X;, a wspétczynnikami

proporcjonalno$ci sa tzw. wspétczynniki fenomenologiczne (postulat linio-
wosci):

n
j=1

3. Zasada Curie, wedtug ktérej strumien i zwiazane z nim sily napgdowe musza
mie¢ ten sam rzad tensorowy. Zasada ta wyklucza zatem zwiazek miedzy
strumieniami masowym i cieplnym a tensorem napre¢zen $cinajacych ;.

4. Macierz wspotczynnikéw fenomenologicznych w relacjach strumien — sily
nap¢dowe jest symetryczna (relacje odwrotno$ci Onsagera).

Podstawa analizy, wykorzystujacej zasady i postulaty termodynamiki nieréwno-
wagowej, dla ustanowienia konstytutywnych réwnan dyfuzji wielosktadnikowej, jest
rézniczkowy bilans entropii mieszaniny wielosktadnikowej przemieszczajacej si¢ ze
$rednig predkoscia masowa. Jak kazdy bilans zawiera on czlony okre$lajace akumula-
cj¢ entropii w badanym systemie, czlony transportu entropii oraz zrédta entropii
wewnatrz uktadu, generowane przebiegajacymi procesami nieodwracalnymi:

DS
p Ot V-S+o (3.2)

gdzie S to entropia na jednostke masy badanego uktadu, S — strumief entropii,
a ¢ — szybkos$¢ produkcji entropii na jednostke objetosci. Aby wielkosci wystepujace
w réwnaniu (3.2) wyrazi¢ przez strumienie i gradienty zmiennych stanu, konieczne

jest zalozenie, ze rOwnania termodynamiki réwnowagowej sa wazne lokalnie (postulat
quasi—-rownowagi). Oznacza to, ze réwnanie Gibbsa:

~ ~ n -
d0 =TdS — Pdv+2|€|—Jda)j (3.3)
R
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moze by¢ zastosowane dla uktadu niezbyt odleglego od stanu réwnowagi. W réwna-
niu tym ; to potencjat chemiczny sktadnika i.

Poniewaz mieszanina ta przemieszcza sig ze $rednia predkoscia masowa, rézniczki

S D
w réwnaniu Gibbsa moga by¢ wyrazone przez pochodne DF?’ % 1 FC:’ co pro-

wadzi do zastosowania rownan zachowania (bilanséw) energii wewngtrznej i réwnan
ciaglosci sktadnikéw mieszaniny w bilansie entropii (3.2).

Po skomplikowanych przeksztatceniach wielkos$ci wystgpujace w réwnaniu (3.2)
przyjmuja nastgpujaca postac:

1 N
s=L gy 3.4
- (q Zim, ka (3.4)
oraz To=-q-VInT —Z(jk - CRTko—r:Vv —Zﬂrk (3.5)
k=1 Pk o My

Czton produkcji entropii, ktéry jak wynika z réwnania (3.5), jest suma iloczynéw
strumieni i sil napedowych, stanowi podstawg opisu procesu dyfuzji molekularnej
w uktadach mieszanin wielosktadnikowych.

Wynikajaca z réwnania (3.5) sita napedowa dyfuzji jest nastepujaca:

CRTd; =C,V; p 14 + @, VP — p; f; (3.6)
Nastepnie do tej sily napedowej dodano w sposoéb zupeinie dowolny, czton

n
l[— VP + Zp i fi |, (rzekomo ,.dla wygody”), prowadzac ostatecznie do nastgpuja-
p

cej postaci sity napedowej [1]:

j=1

i=1

Ta  dowolno$¢, spowodowana  nieuzasadnionym  dodaniem  czlonu

1

p
termodynamiki nier6wnowagowej niezbyt wiarygodna.

Dodany czton, jak wynika z bilansu pedu mieszaniny (2.25) dotyczy réwnowagi

n
(—VP+Z Pj fJ}, czyni wedlug Cusslera [4] procedur¢ bazujaca na zasadach
j=1

. . . Dv . .
mechanicznej uktadu, czyli pa—V-rzo, przy wykluczeniu tensora naprezen

(gradienty predkosci mieszaniny réwne zero). Najprawdopodobniej, dodanie tego
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cztonu miato na celu stworzenie analogii do sity napedowej wyprowadzonej w teorii
kinetycznej rozrzedzonych gazéw jednoatomowych.
Réwnanie (3.7) przyjmuje dla gazéw doskonatych nastgpujaca postac:

n T

_ X — o 1 : XX;( D D;
d, =Vx + 5 VP—E{pifi—wi;pjfjJ+zj(——— VinT (3.8)

=1 =\ Pi Pj

Gloéwne zastrzezenia w stosunku do teorii dyfuzji wynikajacej z termodynamiki
nieréwnowagowej [22] dotycza braku sprzezenia mi¢dzy tensorem napre¢zen Scinaja-
cych a strumieniem dyfuzji. Tym bardziej, ze wedlug Truesdella, w pracach Curie
trudno doszukac¢ si¢ ,,zasady symetrii Curie” (Postulat 3).

Potaczenie réwnan (2.61), (2.62), (2.64) i (2.65) z sita napedowa (3.7) prowadzi
do réznych postaci uogdlnionych réwnan (GMS) wyprowadzonych w oparciu o zasa-
dy termodynamiki nieréwnowagowej.

Zalezno$¢ definiujaca masowy strumien dyfuzji sktadnika i w postaci sformuto-
wania Ficka-Onsagera, w ktérym strumien jest kombinacja liniowa sit napgdowych
wyraza si¢ nastgpujaco:

n-1
ji=-p)_Dyd; D] VInT (3.9)

=

Dj jest wspoétczynnikiem dyfuzji w mieszaninie wielosktadnikowej, zwanym
wsp6tczynnikiem Ficka (Patrz Rozdz. 2.6.) réznym od wspéiczynnika Maxwella 22 .

Reasumujac, konstytutywne réwnania dyfuzji wyprowadzone w ramach termody-
namiki nieréwnowagowej nie zawieraja sprz¢zenia migdzy strumieniem dyfuzji
a dywergencja tensora naprezen $cinajacych, mimo eksperymentalnego uzasadnienia
takiej zaleznosci [25].

3.2. ROWNANIA DYFUZJI WYNIKAJACE Z KINETYCZNEJ TEORII GAZOW
(MECHANIKI STATYSTYCZNEJ)

Podstawe dla wyprowadzenia konstytutywnych réwnan dyfuzji w ramach kine-
tycznej teorii rozrzedzonych, niereagujacych gazéw jednoatomowych stanowi réwna-
nie Boltzmanna definiujace funkcje rozktadu predkosci czastek f,(v;,r t). Wielkosé

f; (v,r ,'[) dv; -dr jest prawdopodobna liczba czastek substancji i, ktére w momencie
czasu t zlokalizowane sa w elemencie dr w pozycji r i posiadaja predkosci we-
wnatrz zakresu dv; wokét predkosci v; .

Roéwnanie to, opisujace zmiany funkcji rozktadu predkosei f; z czasem i potoze-

niem, przedstawia si¢ nastgpujaco:

o v v+ tfx il .
ol Vfi+m[xi E)Vij Zj:J(fwf,) (3.10)
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Dwa pierwsze czlony lewej strony réwnania sa pochodna substancjalng funkcji fi,
kolejny natomiast ujmuje dziatanie sily zewngtrznej na czastke substancji i, gdzie:

i:eX o, +e, o, +e, o (3.11)
v, v, v, ov

X iz

ZJ (fi j) jest bardzo skomplikowanym cztonem zawierajacym sumg¢ catek potrdj-
i

nych i opisuje czestotliwos$¢ zderzen miedzy czastka i oraz wszystkimi czastkami j.
W rezultacie czton ten okresla szybko$¢ zmian funkcji fi w wyniku zderzen czastki i
z czastkami j. Rownanie Boltzmanna moze by¢ zatem traktowane jako réwnanie
ciagtosci funkcji rozktadu predkosci czastek fi w przestrzeni szesciowymiarowej

o trzech wspolrzednych polozenia i trzech predkos$ciach, a ZJ (fi  f j) w tym réwna-
j

niu stanowi czton zrédlowy.

Jedno z klasycznych réwnan dyfuzji wielosktadnikowej jest wynikiem przyblizo-
nych rozwiagzan réwnania Boltzmanna uzyskanych przez Chapmana i Cowlinga [12]
oraz Hirschfeldera i wsp. [13].

Nie jest celem niniejszego opracowania przedstawienie bardzo zmudnego i nie-
zmiernie skomplikowanego toku wyprowadzania rownan dyfuzji ta metoda, a jedynie
przytoczenie podstawowych zatozen i jako$ciowego oméwienia metodyki rozwiazy-
wania, dla poréwnania wynikéw z mechaniczna teoria dyfuzji wielosktadnikowe;.

W metodzie rozwigzywania rownania Boltzmanna wspominani autorzy zastosowali
sukcesywng aproksymacj¢ rozktadu predkosci czastek, stosujac funkcje perturbacyjne
okreslajace odstgpstwa od rozktadu réwnowagowego.

Funkcja rozktadu predkosci zostala zatem rozwinigta w szereg kolejnych przybli-
zen:

f=fO+fP+ P+ (3.12)

Jako aproksymacje zerowego rzedu przyjeto rozkiad okre$lony przez funkcje
Maxwella-Boltzmanna, wynikajaca z rtéwnowagowej mechaniki statystyczne;j:

o [ﬂjw exp{_ M} (3.13)

2kT 2KT

Wystepujaca w réwnaniu tym temperatur¢ autorzy definiowali jako usredniony
kwadrat predkosci fluktuacji w odniesieniu do $redniej predkosci masowej (Patrz
Réwn. 3.17), czyli jako réznice migdzy ,.totalng” energia kinetyczna i ,.translacyjng”
energia kinetyczna mieszaniny.

Zatozono zatem lokalng rownowage wokoét predkosci $redniej masowej mieszani-
ny v. W tym przypadku strumienie masy, pgdu i energii substancji i sa réwne zero.

W wyniku pojawienia si¢ w mieszaninie gazowej gradientéw koncentracji, pred-
koSci i temperatury rownowagowa funkcja rozktadu Maxwella-Boltzmanna musi by¢
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skorygowana poprzez uzupelnienie jej funkcjami perturbacyjnymi, aby mogta opisac
rozktad predkosci molekularnych w zmienionych warunkach.

f.(v,,rt)=f° [l+CI>i“)(vi )PP (v, r )+ ] (3.14)

gdzie Oj<<]1 jest funkcja perturbacyjna.

Wprowadzajac nast¢pnie do tak przeksztalconego réwnania Boltzmanna pewna
molekularng wielko$¢ fizyczng ; (Vi) 1 nastegpnie catkujac to rownanie po wszystkich
predkosciach rozktadu (f; = 0 dla predkosci nieskonczenie wielkich), uzyskuje sie¢
uog6lnione i usrednione po rozktadzie predkosci rdwnanie okreslajace bilans tej
wielkosci (rownanie zachowania).

Obierajac jako y; (Vi) mase¢ czastki m;, jej ped m;Vv;, czy energig lmi (vi -vi),
2
wielkos$ci podlegajace zasadzie zachowania dla gazéw jednoatomowych, otrzymuje

si¢ po scalkowaniu rownania Boltzmanna, usrednione bilanse masy, pedu i energii dla

sktadnika i mieszaniny gazowej, w ktérym suma catek cztonu réwnania ZJ (fi , fj)
j
przedstawia usrednione po predkos$ciach oddzialywania miedzy sktadnikiem i
a wszystkimi sktadnikami j, co w przypadku bilansu pedu definiuje sit¢ ciagnienia
(drag force).
Zsumowanie dwoch ostatnich zaleznos$ci po wszystkich sktadnikach mieszaniny
prowadzi do nastgpujacych réwnan zachowania:

Roéwnanie ciagtosci sktadnika i:

0 .

=0 =-V-(pv)-V-j (3.15)
ot

Bilans pedu mieszaniny:

a n
gpv:—V-(pvv)+V-n+ijfj (3.16)

j=t

Bilans energii mieszaniny:

a 1 2 ~ 1 2 ~ 4 .
g[apv +pUj:—V(5pv +pUjv—V-q+V.(n~v)+JZ=;(Jj+pjv)- f, 317

gdzie: plj =%nkT = Z%nimij(vj —V)ij dv, = Z%njmjvfs _%pvz
j i

Jak wida¢, energia wewngtrzna jest definiowana jako réznica migdzy ,,catkowita”
energig kinetyczna, a ,,translacyjna” energia kinetyczna mieszaniny.
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Czton reprezentujacy oddzialywania migdzy sktadnikiem i a wszystkimi
sktadnikami j, ulega zerowaniu przy zsumowaniu po sktadnikach zgodnie z trzecia
zasada Newtona, iz kazdej akcji odpowiada réwna co do wielko$ci i przeciwnie
skierowana reakcja (np. Fjj = — Fj; w bilansie pedu, Patrz Rozdz. 2.1).

Istotne jest przeanalizowanie dokonanego przez autor6w wyboru predkosci
odniesienia w rownaniu Boltzmanna, wokdt ktérej okreslona jest funkcja rozktadu
predkosci, to jest Sredniej masowej predkosci mieszaniny V.

Wedtug Kerkhofa i Geboersa [10] zatozZenie to prowadzi do definicji do$¢ dziwne;j
(peculiar) predkosci stosowanej jako zmienna niezalezna w réwnaniu Boltzmanna:

V,=v, -V (3.18)
podczas gdy predkos¢ dyfuzji wyraza si¢ nastepujaco:
U =V —V (3.19)

gdzie v jest predkoScia sktadnika usredniona po rozktadzie predkosci moleku-

larnych.

Definicja powyzszej predkosci wynika z podstawowego zalozenia autoréw
omawianych opracowan, ktérzy uznali, Ze molekularne zjawiska transportowe mozna
traktowa¢ jako mate perturbacje predkosci mieszaniny wokdt $redniej predkosci
masowej. W konsekwencji powyzszego zalozenia stwierdzili, ze przyspieszenie

kazdego ze sktadnikéw Vis

moze by¢ w pierwszym przyblizeniu réwne przyspie-

L . Dv
szeniu mieszaniny — .
Dt
Efektem tych zatozen bylo wprowadzenie ,,dziwnej predkosci” (3.18) i pojawienia
si¢ w bilansie pedu sktadnika i wielkosci % prowadzacej do nastgpujacej postaci

sity napedowej dyfuzji jako wyniku przyblizonego rozwigzania rdwnania

Boltzmanna:
1 Dv
d=—|Vp —p| f. — 3.20
1 P{ pl pl( I DtJ:l ( )

Dv
Dla wyeliminowania pochodne;j D_t zastosowano bilans pedu mieszaniny przy

pominigciu tensora napre¢zen $cinajacych:

Dv 1 1 <
—=——VP+—> p.f. (3.21)
Dt p p; 1]
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i wprowadzeniu go do réwnania (3.20), uzyskujac sitg¢ napedowa dyfuzji w postaci:

1 . n
di =—|Vp, —p; i_& VP—ijfj (3.22)
P p j=1
1 ostatecznie bilans pedu sktadnika w postaci:

N X X:
d==> by —v, (3.23)

1j
Ta posta¢ sity napgdowej dyfuzji (3.22) jest wynikiem eliminacji pochodnej

., . o . Dv . o .
predkosci $redniej masowej mieszaniny Y z rOwnania bilansu pedu skfadnika,

gdzie zostata wprowadzona jako konsekwencja zatozenia ,,dziwnej predkosci”
okreslajacej zmienna niezalezng w réwnaniu Boltzmanna.

Wedlug Ketkhofa i Geboersa [10], aby zgodnie z ta metoda opisaé zjawiska
transportu molekularnego, konieczna jest a priori znajomo$¢ S$redniej predkosci
masowej mieszaniny. W ten sposéb wielko$¢ ta traktowana jest jako wielkos$¢
niezalezna od transportu molekularnego skladnikéw. Ponadto z eksperymentow
Remicka i Geankoplisa [48] wynika, ze predkosci skiadnikéw nie sa male
w poréwnaniu do $redniej masowej predkosci mieszaniny.

Powyzsze rozwazania pozwolily na przedstawienie przyczyn réznic w sitach
napedowych dyfuzji w omawianych opracowaniach w stosunku do mechanicznej
teorii dyfuzji.

Pominigte w rozwazaniach sprzg¢zenie mig¢dzy strumieniem dyfuzji a tensorem
naprezen $cinajacych odgrywa istotna rolg¢ w roztworach polimeréw [3, 25], jak
rowniez w procesach dyfuzji w kapilarach czy porach katalizatoréw, ogdlnie
w ciatach porowatych.

Grad [23] opracowal alternatywna metod¢ wyznaczania funkcji rozkladu
predkosci molekularnych, a mianowicie tzw. metod¢ momentéw funkcji rozktadu
predkosci, ktéra Zhdanov i wsp. [24] wykorzystali dla wyprowadzenia bilansu pedu
sktadnika w postaci:

5 nin kT
z 2 (Vjs_Vis):Vpi_V'”i_nixi (3.24)
i

j=1

gdzie 7r; dane jest zaleznoScia:
T =7 [V(v)+ V(v)' —%V-vl} (3.25)

wilaczajac do sily napedowej dyfuzji dywergencj¢ naprezen m; jako dodatkowy
sktadnik tej sity.
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Zaleznos$¢ (3.24) zostala wykorzystana przez Masona i wsp. [47] oraz Zhdanova
i Roldughina [49] do wyprowadzenia rdwnania transportu molekularnego w ciatach
porowatych tzw. Dusty Gas Model.

Kerkhof i Geboers [10], wyprowadzajac bilans pedu sktadnika dla rozrzedzonych
gazow jednoatomowych, wykorzystali w zasadzie metodyke rozwiazywania rdwnania
Boltzmanna stosowana w pracach Chapmana i Cowlinga [12] oraz Hirschfeldera
i wsp. [13].

Zasadnicza rdznica polegata na zastosowaniu jako predkosci odniesienia nie
sredniej masowej predkosci mieszaniny, a usrednionej po rozkladzie predkosci v .

W zwiazku z tym w pierwszym przyblizeniu funkcji rozktadu f© wystapila
zmienna V; —V;; W rownaniu Boltzmanna.

Ostatecznie bilans pedu sktadnika wyprowadzony przez tych autoréw przedstawia
si¢ nastgpujaco:

v, . 0 XX " xx;( D] Df
Di =-Vp.+V-7; +p; T, —pvis Vv, — P (v- —V; )+ — ——= \VInT
I at I I (| 171s IS ; mj IS Js ; Q}J pi pi

(3.26)

Celem rozszerzenia wyprowadzonego bilansu pedu sktadnika, obowiazujacego
rozcienczone gazy jednoatomowe, na mieszaniny gazéw o wysokich ci$nieniach
i ciecze, konieczne bylo wprowadzenie wielkosci uwzgledniajacych odstgpstwa od
stanu idealnego.

W zwiazku z tym:

e cis$nienie calkowite zastapiono przez CRT

e gradient ciSnienia czastkowego przez gradient potencjatu chemicznego

CiVrty =CVipp + Ci\ZVP

otrzymujac nast¢pujaca posta¢ réwnania (3.26):

v, ~
a_ts =—pi (Vi ‘VVis)_CiVT,P#i ~CV,VP+p fi+ V-1

n n H
—CRT Z%(Vis —Vis )+ Z%[D_IT B &J]VIHT (.27

j=1 =i =S\ P P

Pi

Réwnanie to jest identyczne z réwnaniem (2.18) wyprowadzonym w oparciu
o zasady mechanicznej teorii dyfuzji, przy uwzglednieniu zaleznosci (2.61)

definiujacej site napedowa Fi*.



Teoria dyfuzji wielosktadnikowej ... 49

WNIOSKI

Znaczna czg$C  niniejszego  opracowania  poswigcono  szczegblowemu
przedstawieniu teorii dyfuzji wielosktadnikowej wykorzystujacej zasady mechaniki
osrodkéw ciaglych. Uczyniono tak dlatego, iz ta teoria dyfuzji wieloskladnikowe;j
charakteryzuje si¢ wyjatkowa przejrzystoscia i prostota, prezentujac podstawowe
zatlozenia oraz opis metodyki wyprowadzania konstytutywnych réwnan dyfuzji
w poréwnaniu do dwo6ch pozostatych teorii omawianych w tym opracowaniu,
wynikajacych z podstaw nieréwnowagowej termodynamiki i kinetycznej teorii gazéw.

Podstawe rozwazan w tej teorii stanowi zasada zachowania pedu dyfundujacego
sktadnika mieszaniny o pre¢dko$ci translacji bedacej usredniona wartoscia funkcji
rozktadu predkosci molekularnych sktadnika w mieszaninie przeptywajacej ze Srednia
masowa predkoscia. Wyprowadzony bilans pedu skiadnika, jak i wynikajaca z niego
uog6lniona sita napedowa dyfuzji definiuja dyfuzj¢ stezeniowa, dyfuzje¢ ciSnieniowa
itermiczna, jak rowniez oddzialywanie réznych sit masowych na sktadnik (dyfuzja
wymuszona) oraz sprzgzenie strumienia dyfuzji z tensorem naprgzen $cinajacych.
Uzyskane w oparciu o t¢ teori¢ réwnania dyfuzji wielosktadnikowej moga by¢
stosowane do dowolnej, izotropowej mieszaniny plynnej, jak gazy pod wysokim
ci$nieniem, ciecze, roztwory elektrolitéw i polimeréw oraz plazma.

W wyniku potaczenia bilansu pedu sktadnika ze sformutowanag uogdlniong sila
napedowa dyfuzji uzyskuje si¢ w prosty sposdb uogdlnione réwnania dyfuzji
w sformutowaniach Maxwella-Stefana oraz Ficka-Onsagera, wzajemnie przeksztatca-
nych przy wykorzystaniu metod algebry liniowej. Alternatywna posta¢ uogélnione;j
sity napgdowej dyfuzji pozwala na wyciagnigcie cieckawych wnioskow. Wynika z niej,
iz dyfuzja ci$nieniowa zachodzi jedynie wéwczas, gdy masowe parcjalne objgtosci
wlasciwe sktadnikow sa rézne. Podobnie, wskazuje wyraznie, iz dyfuzja wymuszona
moze zachodzi¢ jedynie wowczas, gdy wlasciwe sily masowe sktadnikéw
indywidualnych sa rézne. W zwiazku z tym sily grawitacyjne i od$rodkowe nie
generuja dyfuzji w sposéb bezposredni.

Podstawa analizy wykorzystujacej zasady 1 postulaty termodynamiki
nierdwnowagowej, dla ustalenia konstytutywnych réwnan dyfuzji, jest r6zniczkowy
bilans entropii mieszaniny wielosktadnikowej przemieszczajacej si¢ ze S$rednia
masowa predkoscia.

Aby wielkosci wystepujace w tym rownaniu wyrazi¢ przez strumienie i gradienty
predkosci oraz zmiennych stanu, konieczne jest zastosowanie rownania Gibbsa, ktére
obwiazuje uktady w réwnowadze termodynamicznej. Zalozono zatem postulat
quasi—réwnowagi uznajac, ze lokalnie uktad nie jest zbytnio odlegty od stanu réwno-
wagi, charakteryzujac si¢ malymi gradientami predkos$ci i zmiennych stanu.

Czton produkcji entropii w bilansie entropii, ktéry jest sumg iloczynéw strumieni
i sit napgdowych stanowit podstawe opisu dyfuzji molekularnej w uktadach mieszanin
wielosktadnikowych.
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Uzyskana w wyniku tych rozwazan sila napedowa dyfuzji zawierata gradient
potencjatu chemicznego (dyfuzja stgzeniowa), gradient cisnienia (dyfuzja ci$nienio-
wa) i site masowgq okreslajaca dyfuzje wymuszona. Do tak wyprowadzonej sity nape-
dowej dodano, w sposéb zupelnie dowolny, czton, ktéry wynika z bilansu pedu
mieszaniny i dotyczy réwnowagi mechanicznej uktadu, przy wykluczeniu tensora
napr¢zen $cinajacych, jako czastkowej sity napedowej dyfuzji. Ta dowolno$¢ czyni
wedtug Cusslera [4] procedur¢ bazujaca na zasadach termodynamiki nier6wnowago-
wej niezbyt wiarygodna.

Gléwne zastrzezenia w stosunku do teorii dyfuzji, wynikajacej z termodynamiki
nieréwnowagowej, dotycza braku sprz¢zenia migdzy tensorem naprezen $cinajacych,
a strumieniem dyfuzji, jak réwniez nieuzasadnionych przeksztalcen w procedurze
wyprowadzania réwnan dyfuz;ji.

Podstawg dla wyprowadzenia réwnan dyfuzji wielosktadnikowej w oparciu o ki-
netyczna teori¢ rozrzedzonych gazéw jednoatomowych (mechanik¢ statystyczna)
stanowi rownanie Boltzmanna, ktére mozna traktowa¢ jako réwnanie ciagto$ci funkcji
rozktadu predkosci czastek sktadnika mieszaniny gazowej. Klasyczne réwnanie
dyfuzji, bedace wynikiem przyblizonych rozwiazan réwnania Boltzmanna przez
Chapmana i Cowlinga [12]; Hirschfeldera, Curtissa i Birda [13] oraz Zhdanova,
Kagana i Sazykina [24], moze by¢ stosowane jedynie dla uktadéw o niskich napr¢ze-
niach $cinajacych, ze wzgledu na brak zalezno$ci migdzy strumieniem dyfuzji, a dy-
wergencja tensora naprezen.

W wymienionych wyzej opracowaniach przyjeto, jako podstawowe zatozenie, iz
molekularne zjawiska transportu sa wynikiem matych fluktuacji predkosci wokot
$redniej masowej predkos$ci mieszaniny.

Efektem tego zatozenia byto wprowadzenie do réwnania Boltzmanna jako zmien-
nej niezaleznej ,,dziwnej predkosci” czastki odniesionej do $redniej masowej predko-
$ci mieszaniny. Spowodowalo to wystapienie w bilansie pgdu sktadnika pochodnej

Dt 1 konieczno$¢ wyeliminowania jej w wyniku zastosowania bilansu pedu miesza-

niny, co skomplikowato znacznie site napedowa dyfuzji.

W alternatywnym rozwigzaniu réwnania Boltzmanna, Kerkhof i Geboers [10]
wykorzystali w zasadzie metodyke rozwiazywania Chapmana i Cowlinga. Zasadnicza
réznica polegata na zastosowaniu jako predkosci odniesienia nie $redniej masowe;j
predkosci mieszaniny, a usrednionej po rozkladzie predkosci molekularnych predko-
$ci czasteczki.

W wyprowadzonym bilansie pedu sktadnika obok sil napgdowych rozwiazan kla-
sycznych wystapita rowniez dywergencja tensora naprezen Scinajacych jako dodat-
kowa sita napedowa.

Réwnanie to, wynikajace z podstaw kinetycznej teorii gazow, obowiazuje jedynie
uktady o rozrzedzonych gazach jednoatomowych. Celem rozszerzenia jego stosowal-
no$ci na gazy pod wysokim ci$nieniem i ciecze, konieczne byto wprowadzenie wiel-



Teoria dyfuzji wielosktadnikowej ... 51

kosci uwzgledniajacych odstgpstwa od stanu idealnego, to jest gradientu potencjatu
chemicznego w miejsce ci$nienia czastkowego sktadnika.

Nalezy jednak zaznaczyC, ze zaleznosci teoretyczne okreslajace binarne wspot-
czynniki dyfuzji - jako wielkosci fizykochemiczne wyprowadzono jedynie stosujac

zasady mechaniki statystycznej. W pozostatych dwdch teoriach sa one traktowane
jako wspdlczynniki fenomenologiczne i musza by¢ wyznaczane eksperymentalnie,
wzglednie na podstawie dostgpnych wzoréw molekularnych teorii mieszanin.
Przedstawiony opis metod wyprowadzania réwnan dyfuzji wielosktadnikowe;j
w oparciu o trzy najwazniejsze teorie dyfuzji pozwala na wyciagnigcie wniosku, iz
mechaniczna teoria dyfuzji wielosktadnikowej stwarza najkorzystniejsze warunki
stosowania jej w problematyce inzynierii chemicznej i procesowej. Dlatego
zdecydowano przedstawi¢ mozliwie doktadnie i szczegétowo metodyke¢ formutowania
konstytutywnych réwnan dyfuzji wielosktadnikowej w oparciu o tg teorig,
wykorzystujac w tym celu publikacje [22,29-34], aby w ten spos6b przyblizy¢
irozszerzy¢ mozliwosci stosowania podstaw tej teorii w problematyce inzynierii
chemicznej i procesowej, oferujac logiczna i przejrzysta metodyke analizy.

OZNACZENIA — SYMBOLS

a; — aktywno$¢ sktadnika i
activity of component i
q — przyspieszenie sktadnika i, m s
acceleration of component i
B — indukcja magnetyczna, kg s*A”!
magnetic induction
C — gestos¢ molowa mieszaniny, kmol m™
mixture molar density
Ci — gesto$¢ molowa sktadnika i, kmol m
molar density of component i
d; — sita napedowa dyfuzji sktadnika i, m™
diffusion driving force of component i
Z}j — binarny wspétczynnik dyfuzji Maxwella, m” s™!
Maxwell binary diffusion coefficient
Djj — wielosktadnikowy wspétczynnik dyfuzji, m*s™
multicomponent diffusion coefficient
DiT — wielosktadnikowy termiczny wspétczynnik dyfuzji, kg m™ s
multicomponent thermal diffusion coefficient
E — pole magnetyczne, —V®, V m’!
electric field
F — stata Faradaya, 96487 C mol™'
Faraday constant
f — funkcja rozktadu predkosci czastek
molecular velocity distribution function
fia — sita masowa rodzaju a na jednostke masy skfadnika i, N kg™

body force of type a per unit mass of component i
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Fij — sita oporu wywierana na mol sktadnika i przez sktadnik j o jednostkowej koncentracji,
N kmol™!(kmol m)!
frictional force exerted per mol of component i via its interaction with component j,
present at unit concentration

F — sita interakcji wywierana na mol sktadnika i przez wszystkie pozostate sktadniki, N kmol™
the force of interaction exerted on mol i by all other components

Fib — sita ciagnienia wywierana na sktadnik i przez wszystkie pozostate sktadniki, N kmol™
drag force exerted on component i by all other components

Fi — sifa termoforetyczna dzialajaca na sktadnik i w wyniku istnienia gradientu temperatury,
N kmol™
thermophoretic force acting on i due to temperature gradient

g — przyspieszenie grawitacyjne
gravitational acceleration

| — tensor jednostkowy
unit tensor

Ji — dyfuzyjny strumien molowy sktadnika i w odniesieniu do predkosci $redniej masowe;j,
kmol m? 5!
diffusive molar flux of species i with respect to mass average velocity

Ji — dyfuzyjny strumien masowy sktadnika i w odniesieniu do predkosci $redniej masowej,
kgm?s’!
diffusive mass flux of species i with respect to mass average velocity

Jii — dyfuzyjny strumien molowy sktadnika i w odniesieniu do A-centrowanej predkosci
mieszaniny, kmol m™ s™!
diffusive molar flux of component i with respect to A-centred velocity of the mixture

ji’1 — dyfuzyjny strumien masowy sktadnika i w stosunku do A-centrowanej predkosci
mieszaniny, kg m?2s!
diffusive mass flux of species i with respect to A-centred velocity of the mixture

k — stata Boltzmanna
Boltzmann constant

T . . T

ij — termiczny stosunek dyfuzyjny, ojj XiX;
thermal diffusion ratio

M; — masa molowa sktadnika i, kg mol™!
molar mass of component i

m; — masa czastki, kg (czastka)™!
molecular mass

n — wektor normalny do powierzchni
unit vector perpendicular to the surface

n — catkowita liczba sktadnikéw
total number of components

n; — gestos¢ czastkowa (liczba czastek) m?
molecular density

N; — catkowity strumien skfadnika i, kmol/m™ s
absolute flux of component i

P — ci$nienie, N m~

Pi

pressure
— ciénienie czastkowe sktadnika i, N m™
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partial pressure of component i

q — liczba reakcji chemicznych w systemie
number of chemical reactions in the system
q — strumien ciepta, J m>s™!
heat flux
r — wektor pozycji, m
position vector
r, — szybkos¢ reakcji, kmol m™ s™!
reaction rate
ri — szybkos¢ produkcji netto sktadnika i w reakcjach chemicznych, kmol m™ s™!
net molar rate of production of species i in chemical reactions
R — stata gazowa, J kmol ™' K!
gas constant
S — entropia na jednostke masy, J K™ kg™
entropy per unit mass
S — strumien entropii, J K'm?s!
entropy flux
Si(t) — powierzchnia ograniczajaca element kontrolny, m*
bounding surface of control element
t —czas, s
time
T — temperatura, K
temperature
V) — energia wewnetrzna na jednostke masy, J kg

internal energy per unit mass

y; — predko$¢ dyfuzyjna sktadnika i w odniesieniu do predkosci sredniej masowej, Vig—V , m s
diffusive velocity of component i with respect to mass average velocity, Vis —V
ui’1 — predko$¢ dyfuzyjna sktadnika i w odniesieniu do A-centrowanej predkosci mieszaniny
Vis — v ,ms’
diffusion velocity of component i with respect to A-centered velocity of mixture Vg v’
% — érednia masowa predko$é mieszaniny, m s
mass average convective velocity of mixture
v’ — A-centrowana predko$¢ mieszaniny, m s
A-centered velocity of the mixture
v — érednia molowa predko$¢ mieszaniny, m s™'
molar average velocity of the mixture
ve — $rednia objetosciowa predko$é mieszaniny, m s™
volume average velocity of the mixture
Vis — usredniona predko$é sktadnika i po rozktadzie predkosci, m s
averaged velocity of component i over the velocity distribution
Vi — predko$¢ czastki, m st

particle velocity
Vi(t) — objetos¢ elementu kontrolnego, m’
control element volume
Vi — parcjalna specyficzna objetos¢ sktadnika i, m® kg™’
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partial specific volume of component i
Vi — parcjalna molowa objeto$¢ sktadnika i, m® kmol™!
partial molar volume of component i
Xi — sita dzialajaca na czastke, N(czastka)™
force per particle
Xi — udziat molowy
mole fraction
Zi — tadunek sktadnika i
charge number of component i
LITERY GRECKIE — GREEK LETTERS
T o 3 .. Gy
%jj — dzielnik dyfuzji termicznej oW
)
D
. . ij
thermal diffusion factor ——
j
Yi — wspolczynnik aktywnosci
activity coefficient
T — wspoélczynnik termodynamiczny
thermodynamic factor
i — delta Kroneckera, dj; =0 dla i# j, ;=1 dla i=]
Kronecker delta function, d;; =0 for i# j, d; =1 for i=]
& — zbidr cztonéw przyspieszenia i bezwladnosci (Réwn. 2.23)
collection of acceleration and inertial terms (Eq. 2.23)
n — wspoélczynnik lepkosci mieszaniny, Pa s
mixture viscosity coefficient
7 — parcjalny wspotczynnik lepkosci sktadnika i, Pas
partial viscosity coefficient of component i
A — wsp6lczynnik lepkosci objgtosciowej mieszaniny, Pa s
mixture coefficient of bulk viscosity
A — parcjalny wspétczynnik lepkos$ci objgtosciowej, Pa s
partial coefficient of bulk viscosity
A i — parametr okreslajacy ramy odniesienia dyfuzji
parameter of reference frame for diffusion
Aj — uog6lniony strumien dyfuzji
generalized diffusion flux
Ui — potencjat chemiczny, J kmol™!
chemical potential
Vyi — wspétezynnik stechiometryczny sktadnika i w reakcji p
stoichiometric coefficient of component i in reaction p
p — gestosé, kg m™

Pi

density
— parcjalna gestoéé masowa sktadnika i, kg m™
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S

el

ma
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partial mass density of component i

— produkcja entropii, J m? 1 K!
rate of entropy production

— molekularny tensor naprezen mieszaniny, N m™
molecular stress tensor of the mixture

— parcjalny molekularny tensor naprezen sktadnika i, N m™
partial molecular stress tensor of component i

— molekularny tensor naprezen $cinajacych mieszaniny, N m™
molecular shear stress tensor of the mixture

— parcjalny molekularny tensor naprezen $cinajacych sktadnika i, N m™
partial molecular shear stress tensor of component i

— parcjalny dyfuzyjny molekularny tensor naprezen $cinajacych sktadnika i, N m™
partial diffusive molecular shear stress tensor of component i

— catkowity parcjalny tensor naprezen scinajacych sktadnika i, N m™
total partial shear stress tensor of component i

— calkowity tensor naprezen $cinajacych mieszaniny, N m™

total shear stress tensor of the mixture
— wspolczynnik fugatywnosci
fugacity coefficient
— potencjat elektryczny, V
electric potential
— udziat obj¢tosciowy sktadnika i
volume fraction of component i
— predko$é katowa wirowania, radian s
angular velocity of rotation
— udzial masowy sktadnika i
mass fraction of component i
— uog6lniony udziat sktadu sktadnika i
generalized composition fraction of component i
— wspétczynnik oporu lub impedancji, interakcji migdzy sktadnikiem i oraz j,
Js m” (m*/kmol)™
frictional, or impedance, coefficient for interaction between species i end j
— elektryczna podatno$¢ sktadnika i
electric susceptibility of component i
— magnetyczna podatno$¢ sktadnika i

magnetic susceptibility of component i

INDEKSY DOLNE I GORNE — SUBSCRIPTS AND SUPERSCRIPTS

— sktadnik
component

— przy stalej temperaturze i ci$nieniu
at constant temperature and pressure

— wielko$¢ usredniona po rozktadzie predkosci sktadnika
quantity averaged over the velocity distribution of the species



56

A.BURGHARDT
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[10].
[11].
[12].
[13].
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[19].
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— rodzaj sity masowej
type of body force

— substancja czysta
pure species

— wielko$¢ na jednostke masy
quantity per unit mass
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OPERACJE WEKTOROWE I TENSOROWE
VECTOR AND TENSOR OPERATIONS

wektor 1
vector

tensor drugiego rzedu 11
seecond order tensor

diada — tensor drugiego rzedu  III
dyad — second order tensor

operator wektorowy (nabla) v
vector operator (nabla)

gradient skalara — wektor \Y
gradient of a scalar — vector

gradient wektora — tensor VI
gradient of a vector — tensor
dywergencja wektora — skalar ~ VII
divergence of a vector — scalar
dywergencja tensora — wektor ~ VIII
divergence of a tensor — vector
dywergencja diady — wektor IX
divergence of a dyad — vector
wektor X

vector
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ANDRZEJ BURGHARDT

THEORY OF MULTICOMPONENT DIFFUSION IN FLUID SYSTEMS

In order to formulate the constitutive equations of multicomponent diffusion in fluid mixtures the
fundamentals and laws of one of the following theories are usually exploited: of the kinetic theory
of gases (statistical mechanics), the thermodynamics of irreversible processes (non-equilibrium thermo-
dynamics) or the theory of mixtures called also the continuum mechanical theory of multicomponent
diffusion.

Analysing the methods of derivation of the diffusion equations which are basing on the theories men-
tioned above leads to the conclusion that the mechanical theory of multicomponent diffusion is character-
ized by clearly defined fundamentals and assumptions as well as a comprehensive derivation method in
comparison to the other two theories.

Therefore the purpose of this paper is to provide a complete and very detailed derivation of the multi-
component diffusion equations based on mechanical theory of multicomponent diffusion, to this end the
publications [22, 29-34] have been exploited.

The basis of this theory constitutes the principle of momentum conservation of the diffusing species
the translation velocity of which is the averaged value of the distribution function of molecular velocities
of the species in the mixture moving with mass-average velocity.

The accumulation of momentum in a control volume is caused by the following phenomena: the sur-
face forces acting on the component within the control volume defined by the partial molecular stress
tensor, the external body forces (i.e. gravity, electrostatic and magnetic etc.) acting on the component, the
internal forces of interaction between component i and all other components of the mixture and the net
production of the species momentum by means of chemical reactions taking place in the control volume.
From the momentum balance derived results, after some transformations, the generalized driving force of
diffusion, which determines the concentration diffusion defined by the gradient of chemical potential, the
pressure diffusion and thermal diffusion, the forced diffusion (caused by external body forces), as well as
the coupling between diffusion flux and the shear stress tensor.

The interaction force between components i and j called the diffusional drag force is assumed to be
proportional to the difference of velocites of two species. At the molecular level it represents the
momentum transfer between i and j due to molecular collsions.

Connecting this drag force with the generalized driving force of diffusion leads directly to
the generalized diffusion equations in the formulations of Maxwell-Stefan and Fick-Onsager, mutually
transformable by methods of linear algebra. An alternative form of the general driving force allows us to
draw very interesting conclusions. It shows that the pressure diffusion takes place only in these cases
where the partial specific volumes of species are different. Similarly, it states that the forced diffusion can
proceed only in that case when the specific body forces of the individual species are different. Thus, the
gravity and centrifugal forces do not generate diffusion in a direct manner.

Depending on the research goal and physicochemical properties of the system investigated, various
forms of the average mixture velocity (mass, molar and volume) are used. In order to generalize and unify
the dependences determining the average values of the mixture velocities a relationship has been derived
between the average, centered mixture velocity and the parameter A, which defines the physicochemical
properties of the system.

In this way the general diffusion velocity and diffusion flux have been formulated and subsequently
introduced into the Maxwell-Stefan and Fick-Onsager equations.

The diffusion equations derived can be applied to any isotropic liquid mixture like gases under high
pressure, liquids, solutions of electrolytes, polymers and plasma.

The basis of the analysis which applies the principles and postulates of the nonequilibrium thermo-
dynamic in the method of formulation of constitutive diffusion equations is the differential entropy
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balance of the mixture moving with the mass average velocity into which the balances of mass, energy
and components of the mixture have been incorporated. In order to express the quantities appearing
in this balance by means of fluxes and gradients of the state variables it was necessary to apply the
Gibbs equation which is valid only for systems in thermodynamic equilibrium. So, the postulate of the
quasi-equilibrium of the system has been assumed considering that locally the system is not for from
equilibrium because the gradients of velocity and state variables are small.

The term of entropy production in the entropy balance which is a sum of the products of fluxes and
driving forces forms the basis for the description of the molecular diffusion in multicomponent mixtures.

Next, the linearity postulate is used which states that the flux of a species is a linear combination
of all the driving forces appearing in the system. The mass-transfer driving force obtained as a result of
these considerations contained the gradient of chemical potential (concentration diffusion) the gradient
of pressure (pressure diffusion) and the body force (forced diffusion).

To the driving force derived in this way a term is arbitrarily added (for “convenience”) which results
from the momentum balance of the mixture and concerns the mechanical equilibrium of the mixture,
excluding the shear stress tensor as a partial driving force of diffusion. According to Kerkhof and
Geboers [10] this arbitrary addition of a term is probably made to obtain the analog of the driving force as
developed in the kinetic theory of dilute gases.

Cussler [4] stated that the derivation procedure based on the principles of nonequilibrium thermody-
namic is “intimidating”.

The main criticism with respect to the diffusion theory resulting from the nonequilibrium thermody-
namics concerns the lack of coupling between the shear stress tensor and the diffusion flux, resulting
from their different tensorial rank according to the postulate of Curie, though this phenomenon has been
observed experimentally in polymer solutions, as well as unjustified transformations in the derivation
procedure of the diffusion equations.

The fundamental relationship in the kinetic theory of low-density, nonreacting mixtures of monoa-
tomic gases is the Boltzmann equation for the velocity distribution function f;(vj,r t). This equation can

be treated as a continuity equation of the molecular velocity distribution function f; (Vi Ny ,t) . The quantity
fi (Vi N ,t)dvi .dr is the probable number of molecules of species i which at time t are located within the
volume element dr at position r and have velocities within dv; around v; .

The classical diffusion equations which are the result of approximate solutions of the Boltzmann
equations by Capman and Cowling [12], Hirschfelder, Curtiss and Bird [13] and Zhdanov, Kagan and
Sazykin [24] can be applied only for systems with low shear stress, because of the lack of the dependency
between diffusion flux and the divergence of shear stress tensor.

In the studies cited above the fundamental assumption is that the molecular transport phenomena are
the result of small velocity fluctuations around the mass average velocity of the mixture. The effect of this
assumption leads to the introduction into the Boltzmann equation as an independent variable “the peculi-
ar velocity” of the molecule referred to the mass average of the mixture. This caused the appearance of

.. Dv. . . . e
the derivative ot in the momentum balance of the species, what complicated considerably the diffusion

driving force.

In an alternative solution of the Boltzmann equation, Kerkhof and Geboers [10] exploited in princi-
ple the method of solution of Chapman and Cowling. The main difference consisted in applying as the
reference velocity the averaged value of the distribution function of molecular velocities instead of the
mass average velocity of the mixture. In the momentum balance of the species derived appeared the
divergence of the shear stress tensor as an additional driving force besides the driving forces of the classi-
cal solutions.

The diffusion equation derived on the basis of the kinetic theory of gases is valid only for systems
of diluted monoatomic gases.
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In order to enlarge its applicability on gases under high pressure and liquids it was necessary to
introduce quantities which take into account the nonideal state of the system i.e. the gradient of the chem-
ical potential instead of the partial pressure of the species.

It has to be stressed that the theoretical relationships determining the binary diffusion coefficients

have been developed only applying the principles of the statistical mechanics.
In the remaining two theoretic they are treated as phenomenological coefficients and have to be estimated
either experimentally or from correlations of the molecular theory of mixtures. From the description of
the three most important theories of diffusion, the aim of which was to present their advantages and
shortcomings, results that the mechanical theory of multicomponent diffusion gives the best possibilities
for its application in the problems of chemical engineering connected with diffusion and offers a logic
and clear method of analysis.
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