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MODELOWANIE | SYMULACJA CEWKI
NIELINIOWEJ ZE STRATAMI W ZELAZIE

STRESZCZENIE Praca dotyczy badania dynamiki obwodu
z cewkq nieliniowq z uwzglednieniem strat w zelazie. W pracy zostal przedsta-
wiony model cewki oraz opis za pomocg zmiennych stanu. Przedstawiono
rowniez program do badania dynamiki cewki opracowany w srodowisku C#,
w ktérym do rozwigzania ukladu réwnan rézniczkowych nieliniowych
modelujgcych cewke nieliniowg ze stratami w Zelazie zastosowano metodg
niejawng RADAU A réznych rzedow.

Stowa Kluczowe: Metoda RADAU IIA, cewka nieliniowa, rownania
rozniczkowe nieliniowe sztywne

1. CEWKA NIELINIOWA

Cewka z rdzeniem ferromagnetycznym ma indukcyjno$¢, ktora zalezy od pradu
ptynacego w cewce, co powoduje, ze badana cewka jest nicliniowa. Obwdd zawierajacy
taka cewke nie spetnia zasady superpozycji, stuszne sg oba prawa Kirchhoffa dla
warto$ci chwilowych. Schemat zastgpczy takiej cewki podano na rysunku 1.
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Rys. 1. Schemat cewki nieliniowej ze stratami w zelazie

Dr inz. Joanna KOLANSKA-PLUSKA, dr inz. Barbara GROCHOWICZ
e-mail: [j.kolanska-pluska; b.grochowicz]@po.opole.pl

Politechnika Opolska, Wydziat Elektrotechniki, Automatyki i Informatyki
ul. Proszkowska 76, 45-358 Opole

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 272, 2016



218 J. Kolanska-Ptuska, B. Grochowicz

Dla modelu cewki z rysunku 1 przyjeto nastepujgce oznaczenia:
Un —amplituda napigcia zasilania cewki,

f — czestotliwo$¢ napigcia zasilania,

T  — okres napigcia zasilania,

®  —pulsacja napigcia zasilania w = 27 f,
f  —faza poczatkowa napiecia zasilania,

lre — $Srednia dtugos¢ obwodu magnetycznego,
Sre  — $redni przekrdj obwodu magnetycznego,

w  —liczba zwojow cewki,

Ree — zastgpcza rezystancja rownowaznego obwodu dla strat w zelazie,
R —rezystancja cewki,

Lr - indukcyjno$¢ rozproszenia cewki.

Oprocz wyzej wymienionych parametrow, zadana jest charakterystyka obwodu
magnetycznego cewki w postaci funkcji:

B(H) = a, arcsh(a,H)

H(B) = %sh (a%) (1.3)

State a,,a, mozna estymowac¢ majac co najmniej dwa punkty charakterystyki
magnesowania {B;, H;} (i = 1,2,..). W tym celu bierze si¢ pod uwagg uktad réwnan
nieliniowych:

Fi(a;,a;) = B; —ajarcsh(a,H) =0 (i = 1,2,..,Np) (1.2)

Jezeli N, = 2 otrzymuje si¢ uklad dwoch rownan nieliniowych ze wzglgdu na
aq,a, , ktéry mozna rozwigza¢ np. metodg Newtona. Jezeli N, > 2 otrzymuje si¢ uktad
nieliniowy nadokreslony, dla ktérego mozna otrzymaé pseudorozwigzanie wybrang

metodg minimalizacji normy wektora [Fl(al ,a3),.., F Ny (a;,a, )]

Majac na uwadze formowanie rownan stanu ukltadu cewki jako zmienne stanu
przyjmuje sie prad zasilania i(t) i strumien magnetyczny glowny cewki ¢ (t).

(0] _ [i(t)

xo=[25]= o0

(1.3)

Srednig indukcje magnetyczng B w rdzeniu cewki mozna wyrazi¢ poprzez
zmienng stanu ¢ (t):

¢

B=— 1.4
See (1.4)

Zgodnie z charakterystyka magnesowania (1.1) przyjmuje si¢, ze S$rednie
natezenie pola magnetycznego w rdzeniu cewki wynosi:
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H=H (5%) (15)

Na mocy prawa przeptywu obwodu magnetycznego cewki:
@ .
H (—) liype = Wi, =0 (1.6)
SFe

Na mocy Il prawa Kirchhoffa:

() = Reyi(t) +w dd;ct(t) L7)

gdzie:
¢ (6) = Lyi(0) + ¢(0) (1.8)

jest catkowitym strumieniem magnetycznym cewki bedacy sumg strumienia gtéwnego
¢(t) oraz strumienia rozproszenia ¢, (t) = L,i(t). Po podstawieniu wzoru (1.2) do
rownania (1.1) otrzymuje sie:

di(t) de(t)

u(t) = Reyi(t) + L, T +w T

(1.9)

Na mocy I prawa Kirchhoffa oraz prawa przeptywu w postaci (1.6) otrzymuje si¢:

ire(0) = (D) = () = 1) — - H (q;(”) Lirre (110)

Zgodnie ze schematem modelu cewki (rys. 1) oraz na mocy Il prawa Kirchhoffa:

de(t)
W

wu(8) = dt

= Rpelpe(t) (1.11)

Podstawiajac rownanie (1.11) do réwnania (1.9) otrzymuje si¢:

di(t)

() = Reui(0) + Ly~

———+ Rrelpe() (1.12)

Podstawiajac wzor (1.10) na prad ig,(t) do rownan (1.11) i (1.12) otrzymuje sie:

d;(t‘t) : {E(t) Reyi(t) — Rpe [l(t) ——H (iﬁz)) ls’rFe]}

dp(t) _ Rre o(t) (1.13)
dt [ ( ) __H< SFe )ls'rFe]
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Przyjmujac oznaczenie wektora stanu (1.3) réwnania rézniczkowe (1.13) mozna
zapisa¢ w postaci:

dx,(t) 1 1 x5 (t)
T L {e(t) Reyx1(8) — Rpe [xl ) - _H( S )ls’rFe]}
Fe (1.14)
dx,(t) (t) _ Rpe % (£) — —H xz(t) I
. w ™ SFe irFe

Do badania dynamiki opracowano program w jezyku C#, ktory wykorzystuje
autorska bibliotek¢ do rozwigzywania uktadéw réwnan rozniczko-wych metodami
niejawnymi IRK. Biblioteka zawiera podstawowe metody niejawne jak RADAU IlIA,
Gaussa-Legendre’a [2] i Lobatto IIIC. Strong czotowa aplikacji pokazano na rysunku 2.
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Rys. 2. Interfejs projektu do badania dynamiki obwodu

2. METODY NIEJAWNE IRK (RADAU I1A)

Dla dowolnego uktadu réwnan rézniczkowych wraz z warunkami poczatkowymi:

d’;—(tt) FIX(0),t], X(t) =X (2.1)

gdzie X(t) jest N wymiarowym wektorem w chwili ¢, natomiast F[X(¢t), t] jest funkcja
wektorowa zmiennej wektorowej X(t) i parametru t. Metody niejawne typu Rungego-
-Kutty [3] majg ogolnie postac:
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m
X = X; + Z wK? 2.2)
=

gdzie w; sa statymi, natomiast wektory KJ@ wyrazaja si¢ wzorami:

m
K](l) = th Xi + Zalel(i) 'ti + thi B dla ] = 1,..,m (23)
=1
przy czym h; = t;.4 — t;,
m
C = alj (24)
j=1

Tabela wspotczynnikow Butchera dla metody niejawnej ma postac:

TABELA 1

Tabela Butchera dla metody niejawnej
C1 aj;; Az ... Am1 Qm
C2 dp1 A ... A2m1 dm
C3 dz1 4z ... A3m1  A3m
Cm am1 am2 a-m,m—l amm
w”olwg Wy Wmi  Wp

Proces obliczeniowy realizuje si¢ w konstruktorach klas bazowych autorskiego
oprogramowania zorientowanego obiektowo.

W przypadku metod niejawnych wektory wspotczynnikow tworza nieliniowy
uktad réwnan algebraicznych. Przy rozwigzywaniu uktadu N réwnan rézniczkowych
wektory te maja N sktadowych wigc dla metody m etapowej otrzymujemy uktad Nm
réwnan nieliniowych. Fakt rozwigzywania w kazdym kroku catkowania uktadu réwnan
nieliniowych oznacza stosunkowo duzy koszt obliczen numerycznych.

Do rozwigzywania uktadu réwnan (1.14) zastosowano metod¢ Newtona [4].
Rozwigzywanie w procesie iteracyjnym Newtona ukladu réwnan liniowych spowalnia
niewatpliwie proces catkowania w metodach niejawnych Rungego-Kutty. Dzieje si¢ tak
tym bardziej, im wigkszy jest uktad rownan rézniczkowych. W praktyce modelowania
dynamiki roznych uktadow jest bardzo czesto tak, ze im wigkszy uktad rownan
rézniczkowych, tym rzadsza jest macierz Jacobiego J ) (X, t) prawej strony rownaniu
(2.1), tj. funkcji F(X, t).
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Dla niejawnych m-etapowych metod Rungego-Kutty istnieja pewne wybory
wezlow ¢4, €, . ., i, dla ktorych mozna otrzymac¢ wysokie rzedy metody. Jak wiadomo,
kwadraturg o maksymalnym rzedzie aproksymacji jest kwadratura Gaussa. Dlatego
celowym jest taki wybor weztdw ¢y, ¢, . ., ¢y, ktOre stanowig zera kwadratowej formuty
wysokiego rzedu. Kwadratury Gaussa-Legendrea, Radau i Lobatto pozwalaja na
otrzymanie rzedow metody odpowiednio 2m, 2m-1 i 2m-2.

W algorytmie RADAU ITA wezly ¢q,cy,.., ¢y, Stanowig zera wiclomianu
Legendre’a z podstawieniem 1 — 2x, co gwarantuje ze ostatni wezel jest koncem
przedziatu catkowania (¢, = 1).

PP & Py(1—26) + Py (1—-2x), m=1,2,..,s (2.5)
Wezty czasowe ¢; zadaje sig¢ rOwnaniem:
P(g)=0, j=12..,m (2.6)

co gwarantuje, ze ¢,, = 1, a wigc ostatnim weztem czasowym jest wezel odpowia-
dajacy prawemu koncowi przedziatu catkowania.
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Rys. 3. Wielomiany Legendre’a w przedziele [0, 1]

Zera wielomianéw wyznacza si¢ metoda potawiania przedziatow. Macierz
Vandermonde'a dla tych wspotczynnikéw ma postac:

1 1 1 1
Cq Cy C3 Cm
U= (c%)2 (c%)2 ((:?)2 = (c,?)2 (2.7)

leom™t emt @™ . el
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Wyznaczajac jej macierz odwrotng otrzymuje si¢ macierz V postaci:

V11 V12 Vim
v v . U
-1 | V21 22 2m
V=U—"=1: + - (2.8)
Umi VUmz -« VUmm

Znajomo$¢ macierzy odwrotnej: V=1 pozwala zgodnie z teorig metod niejaw-
nych Rungego-Kutty na mocy warunku uproszczonego B(m) wyznaczy¢ wspotczynniki
w; tablicy Butchera:

m
1
Wizzviq . i=12,..,m (2.9)

Wykazuje si¢, ze m-etapowej metody Radau IIA osigga si¢ rzad 2m-1. Niech
zadana jest m-etapowa formuta Radau IIA o wspoétczynnikach ¢y, ¢y, .., ¢, Spetniajacych
rownanie (2.4). Tablica Butchera [5] metody Radau IIA dla 3-etapow 5-go rzedu ma
postac:

TABELA 2
Tabela dla 3-etapowej metody Radau IIA rzedu 5
4-J6 88 — 76 296 —169V6 -2+ 3V6
10 360 1800 225
4+6 296 + 169v6 88 — 7v/6 -2-3v6
10 1800 360 225
1 16 -6 16 +6 1
36 36 9
16 -6 16 +6 1
36 36 9

3. PODSUMOWANIE

Metody niejawne IRK sa implementowane dla wysokich rzedow, jednak koszt obliczen
gwaltownie ro$nie, co skutecznie ogranicza zastosowania. W metodach niejawnych (RADAU
1A, Gaussa-Legendre’a, Lobatto) koszt obliczen jest mniejszy, jednak dla duzego uktadu
rébwnan rozniczkowych bariera staje si¢ czas obliczen. Jak pokazano na przyktadzie
zastosowania metody RADAU IIA do rozwigzywania rzadkiego uktadu réwnan cewki
nieliniowej, ograniczenie sie tylko do niezerowych elementow macierzy Jacobiego
w procesie iteracyjnym calkowania, skutecznie skraca czas catkowania. Jest to mozliwe jezeli
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W procesie tym zastosujemy metode rozktadu LU z minimalng iloscia dodatkowych
niezerowych elementoéw jakie powstang w procesie rozktadu.
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MODELING AND SIMULATIONS OF
A NON-LINEAR COIL

Joanna KOLANSKA-PY.USKA, Barbara GROCHOWICZ

ABSTRACT Solving rigid differential equations systems should be
performed with the application of implicit or semi-explicit methods. As
proven in the example given in this paper — the implicit RADAU I1A methods
can be successfully applied for the purpose of solving the rigid non-linear
systems. The high-order methods up to 11 cause that the application
performs relatively large integration steps in pursuit of the steady state that
is comparable with the explicit methods. Furthermore, the number of
iterations and computation time for a sample non-linear equations
formulated for a coil with iron losses is comparable to other methods such
as, e.g., multistep Gear method. Also a sample test has proved that the
implicit Runge-Kutta methods can be competitive for the purpose of research
regarding electrical systems described with the rigid differential equations
compared to the multistep Gear method.

Keywords: implicit Runge-Kutta methods, nonlinear coil
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