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MODELOWANIE PARAMETROW PRACY BELKI WSPORNIKOWEJ ~ OBCIAZONE]
Sit A CIAGEA | SIt A SKUPIONA Z ZASTOSOWANIEM PROGRAMU MATHEMATICA

Streszczenie

Wstep i cel: W pracy pokazano modelowanie analityczno-numerychatki jednostronnie
utwierdzonej o przekroju prostgia i obcizonej rownomiernie sit ciagta na catej jej dtugeci
oraz sih skupiory na jej kaxcu. W pracy pokazano wyprowadzenie réwnanigaigibelki oraz
wzoroéw na lgt ugiecia i strzatle ugiccia belki. Celem pracy jest analiza numerycznoaiffigena
funkciji kata ugkecia belki i funkcji strzatki ugicia belki.

Materiat i metody: Wykorzystano model mechaniczny belki bazupa literaturze z wytrzyma-
losci materiatéw. Zastosowano metaoanalityczm i numeryczg z programenMathematica.
Wyniki: Wyprowadzone wzory analityczne uitiviaja przeprowadzenie analizy numerycz-
nej funkcji opisugcych kat i strzatle ugiecia belki dla parametrow: sitaagta, sita skupiona,
diugci¢ belki, modut Younga materiatu belki zestawionycimazliwe pary.

Whiosek: Przeprowadzona analiza numeryczna w progrifathematicgpozwala na obserwacj
przebiegu zmienrioi kata i strzatki uggcia belki w zalenosci od obserwowanych parametréw.

Stowa kluczowe:Belka wspornikowa, jednostronnie utwierdzona, kr@geprostolgtny, obchze-
nie rownomierne sit ciagta, obcizenie sih skupiory, model teoretyczny, analiza numeryczna,
Mathematica

(Otrzymano: 01.06.2016; Zrecenzowano: 05.06.2046kZeptowano: 10.06.2016)

MODELLING OF WORKING PARAMETRESFOR ONE-SIDEDLY FIXED CANTILEVERED BEAM LOADED WITH
A CONTINUOUSFORCE AND CONCETRATED FORCE WITH INTERPRETATION N MATHEMATICA PROGRAM

Abstract

Introduction and aim: The study shows the analytical and numerical madetif cantilevered
beam with a rectangular cross section and loadetth wicontinuous force evenly in along beam
length and a concentrated force placed on its 8ite study shows the derivation of equations
and formulas for beam deflection angle and deftecof the beam. The aim of the study is to
numerical and graphical analysis for function ofldetion angle of the beam and function of the
beam deflection.

Material and methods: In this paper has been shown a beam mechanical Inbiaded on the
literature of the strength of materials. The analgt and numerical method by using Mathe-
matica program has been described in the paper.

Results: The derived analytical formulas allow to performrms® numerical analysis of functions
describing the angle and arrow of beam deflection garameters: the continuous force, and
concentrated, length of the beam, Young’'s modulbs@m material stacked in possible pairs.
Conclusion: Numerical analysis made in Mathematica programwafido observe the variability
progress of the angle and arrow of beam defleatiepending on of used parameters.

Keywords: Cantilevered beam, one-sidedly fixed, rectangularss-section, loaded evenly by
a continuous force and concentrated force on itd, éheoretical model, numerical analysis,
Mathematica.
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1. Model analityczny belki wspornikowej

Belka wspornikowa o diugoi L i o statym przekroju w ksztalcie prostgél 0 szerokeci
b i wysokdaci h jest obcizona sih ciagla q roztazong rownomiernie na catej diugoi belki
oraz sih skupiory P na jej kacu (Rys. 1) [2]-[6].

P
M = ;
X ﬁ\A A E o
RA L :%
Y

Rys. 1. Belka wspornikowa ola¢ona rownomiernie sitciagta g na catej dtuggei i na kaicu sib skupiory P
Zrédto: Opracowanie wiasne Autoréw

Fig. 1. The cantilevered beam loaded by a contiadorce g on the full length and on the end byreceatrated force P
Source: Elaboration of the Authors

Przy obcizeniu belki wspornikowej sitciagta q roztazong rownomiernie na catej dtugo-
sci belki oraz s skupiory P dziatagca na kacu belki, moment M w przekroju o odtej x
wyraza st w postaci skalarnej wzorem [4], [9], [11]:

M = —Px-Jx2, @
2
Zatem rownanie tniczkowe linii ugecia belki wspornikowej ma post@li]:
d’y q..
EJ— =Px+—=x7,
dx? 2 (2)
gdzie EJ to sztywnig belki na zginanie. ROwnanie (2) obustronnie cagkuy wzgédem x:
d’y . - qq,2
EJdex—ijdx+§jx dx. (3)
Po wykonaniu catkowania otrzymujemy:
dy_P >,9.
EJ—=—x"+=-x"+C,, C/OR. 4
x 2576 v G (4)

Stah C; wyznaczymy z warunku doskonatego utwierdzeniaib&lbunkcie A. Warunek
ten wyraa fakt,ze przekroj belki w tym miejscu nie obraca.stakt ten oznaczae zgeta &
belki pozostanie styczna do osi adgch w punkcie A. Zatem warunek brzegowy ma pasta

dy
—Z =0. 5
dx|x =L ®)

Wykorzystupc warunek brzegowy (5) w rownaniu (4) i po uppiizowaniu mamy:

P> qL°
C =- - 6
) > 6 (6)
Podstawiajc wyznaczon stah C; do rownania (4) i po podzieleniu obu jego stronegr
stah EJ dostajemy nagiujaca jego posté&

2 3
ﬂ: P X2 + q.Xg_PL-_CIL.' (7)
dx 2E! 6E. 2E. 6E.
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Modelowanie parametrow pracy belki wspornikowejigbanej sit; ciggly i sity skupiom z zastosowaniem programiu Mathematica

Podstawiajic x = 0 w réwnaniu (7) znajdziemy waftokata % nachylenia stycznej na
koncu belki (gt ugiecia belki):

2 3 2
=M S Pt At L [p+q_Lj. ®)
dx|x =0 XEJ 6EJ 2EJ 3

Rownanie raniczkowe (7) obustronnie catkujemy wzdém zmiennej X:

dy . _ 2 3
J-&dx 2EJJ-X dx + '[x dx - '[ '[dx 9)
Po wykonaniu catkowania otrzymujemy:

2 3
y(X) = I:>x3+ q ‘x“—PL x—qL_
6E. 24E. 2E.] 6E.

Stah C, wyznaczymy z drugiego warunku brzegowego, ktérata, ze ugkcie belki
W miejscu utwierdzenia jest rowne zeru. Zatem wekuen ma posta

y(x=L)=0. (11)

Wykorzystupc warunek brzegowy (11) w rownaniu (10) i po updkowaniu mamy:
_PC qL4
=

Podstawiajc wyznaczon stah C, do rownania (10) dostajemy n&3ljaca jego posté:

2 3 4

y(X)= P_X3+ q IX4_PL-X_qL.X+ qL

6E. 24E. 2EC  6E.  3EJ 8EJ

Réwnanie (13) jest réwnaniem linii wgia belki wspornikowej o diugoi L oraz sztyw-
nosci EJ obcizonej sik ciagla q roztazona rownomiernie na catej diugo belki oraz na ko-
cu sita skupiog P. Najwtksze ugicie belki czyli warté¢ strzatki ugécia f jaka powstaje na
swobodnym kacu belki wspornikowej otrzymamy, gdy w réwnaniu Y pdtazymy x = O:

x+C,, C,0OR. (10)

(12)

(13)

P qL4
f=yx=0)=—+—"—— 14
yx=0)= 3EJ 8EJ 4
Rozwigzujac rownanie (14) wzghem EJ otrzymujemy:
3 4
EJ:i ﬂ.;ﬁ . (15)
fl 3 8

Zaleznos¢ (15) oznaczaze sztywndé¢ zginania belki przy tych samych warunkach gbci
zenia i podparcia jest odwrotnie proporcjonalna tipadki ugiecia spezystego. Po wprowa-
dzeniu momentu bezwtadém do wzoréw (8) i (14) otrzymujemy wygodny w atdeniach
numerycznych wzoér nagk ugiccia belki

6L2 qL
290 == (P"‘—j (16)
E [bh® 3
I strzatke ugiccia belki:
3
_ 4P ( j 3gL ( j (17)
" Elh 2E[b\ h
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2. Analiza numeryczna belki wspornikowej w programe
Do analizy numerycznej przyjmujecsiastpujace wartdci parametrow :

Oznaczenie: Parametr: Wagé
P Sita skupiona 0,5-4,0kg 4,9 -39,2
q Sita cagta 2—4N
L Diugos¢ belki wspornikowej 50-100cm 0,5-1,0n
b Szerokéc¢ belki wspornikowej 4,0cm 0,04 m
h Wysokda¢ belki wspornikowej 0,6 cm 0,006 m
E Modut Younga(stal weglowa pospolita]10] 2,1x10°— 2,2x10° MPa

 Algorytmy numeryczne dla wyznaczania kta ugiecia belki

Obliczenia numeryczne wykonano w programiathematicd1], [7], [8]

Algorytm 1. E: =2. 1*1075; b: 40; h:=6; q:=2
Pl ot 3D[ ((-6*L"2)*(P+q*L/3))/ (E*b*h"3),
{P, 4,20}, {L, 0.5, 1}, Col or Functi on - Hue]
Algorytm 2. E: =2. 1*1075; b:40; h:=6; P:=4
Pl ot3D[ ((-6*L"2)*(P+q*L/3))/ (E*b*h"3),
{q,2,4},{L,0.5, 1}, Col or Functi on - Hue]
Algorytm 3. E: =2. 1*1075; b: 40; h: =6; L: =0. 5;
Pl ot 3D[ ((-6*L"2)*(P+q*L/3))/ (E*b*h"3),
{q, 2, 4},{P, 4, 20}, Col or Functi on - Hue]
Algorytm 4.L: =0, 5; b:40; h:=6; q:=2

Pl ot 3D[ ((-6*L"2)*(P+q*L/ 3))/ (E*b*h"3),

{E, 2.1*10"5, 2. 51075}, { P, 4, 20}, Col or Funct i on - Hue]
Algorytm 5 L: =0,5; b:40; h:=6; P:.=4

Pl ot 3D ((-6*L"2)*(P+qg*L/ 3))/(E*b*h"3),

{E, 2. 1*10"5, 2. 5* 105}, {q, 2, 4}, Col or Funct i on - Hue]
Algorytm 6.b: 40; h:=6; P:=4; q:=2

Plot 3D[ ((-6*L"2) *(P+g*L/3))/ (E*b*h"3),

{E 2.1*¥10"5, 2. 5*10"5},{L, 0.5, 1}, Col or Functi on-Hue]
Algorytm 7. E: =2. 1*1075; b:40; h:=6; q:=2
Pl ot 3D[ (4*P*L"3))/ (E*b*h"3) +(3*q*L"4)/ ( 2* EE*b*
h~3), {P, 4, 20}, {L, 0.5, 1}, Col or Functi on - Hue]
Algorytm 8. E: =2. 1*1075; b:40; h:=6; P:=4
Pl ot 3D[ (4*P*L"3))/ (E*b*h"3) +(3*q*L"4)/ ( 2* EE*b*
h*3),{q, 2, 4},{L, 0.5, 1}, Col or Functi on-Hue]
Algorytm 9. E: =2. 1*1075; b: 40; h: =6; L: =0. 5
Pl ot 3D[ (4*P*L"3))/ (E*b*h"3) +(3*q*L"4)/ ( 2* EE* b*
h*3),{q, 2, 4}, {P, 4, 20}, Col or Functi on - Hue]
Algorytm 10.L: =0, 5; b:40; h:=6; q:=2

Pl ot 30 (4*P*L"3) )/ (E*b*h"3) +(3*q*L"4)/ ( 2* EE*b*h"3),
{E, 2.1*¥10"5, 2. 51075}, { P, 4, 20}, Col or Funct i on - Hue]
Algorytm 11 L: =0, 5; b:40; h:=6; P:.=4

Pl ot 30[ (4*P*L"3))/ (E*b*h"3) +(3*q*L"4)/ ( 2* EE*b*h"3),
{E, 2.1*10"5, 2. 5*10"5}, {q, 2, 4}, Col or Funct i on - Hue]
Algorytm 12.b: 40; h:=6; P.=4; q:=2

Pl ot 30 (4*P*L"3) )/ (E*b*h"3) +(3*q*L"4)/ ( 2* EE*b*h"3),
{E, 2.1*10"5, 2. 5* 1075}, {L, 0. 5, 1}, Col or Functi on - Hue]
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Modut, szeroké i wysokacé belki, sita ciggta
Wykres przestrzenny 3D funkcji
8,=9,(PL), (Rys. 2)

Modut, szerokér i wysokdcé belki, sita skupiona
Wykres przestrzenny 3D funkcji
9,=9,@,L), (Rys. 3)

Modut, dtuga¢, szerokeé i wysokaé belki
Wykres przestrzenny 3D funkcji

9, =9, (@P), (Rys. 4)

Dlugas¢, szerokec i wysokdc belki, sita cygta
Wykres przestrzenny 3D funkcji
8,=9, PE), (Rys.5)

Dtugasc, szerokec i wysokdc belki, sita skupiona
Wykres przestrzenny 3D funkcji
9,=9,(@E), (Rys. 6)

Szerokec i wysokdé belki, sity skupiona i gigta
Wykres przestrzenny 3D funkcji
9,=9,(L,E), (Rys. 7)

Modut, szerokér i wysokaé belki, sita ciygta
Wykres przestrzenny 3D funkcji
f=f(P,L), (Rys.8)

Modut, szerokér i wysokdcé belki, sita skupiona
Wykres przestrzenny 3D funkcji
f=f(qL), (Rys.9)

Modut, dtuga¢, szerokeé i wysokaé belki
Wykres przestrzenny 3D funkcji
f=1f@P), (Rys.10)

Dlugasé, szerokeéé i wysokaé belki, sita cigta
Wykres przestrzenny 3D funkcji
f=f(PE), (Rys.11)

Dtugasc, szerokec i wysokdc belki, sita skupiona
Wykres przestrzenny 3D funkcji

f =f(q,E), (Rys. 12)

Szeroke¢ i wysokac belki, sity skupiona i gigta
Wykres przestrzenny 3D funkcji

f =f(L,E), (Rys. 13)
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 Analiza numeryczna funkcji %y =9y (P,L) i Iy =J(q,L) dlakata ugiecia belki

Kgt Kq't '
ugiecia ugiecla
belki belki
190 190
0 5109
271078 o
110

10

3 .
\ Diugas¢ . . \ ' Dlugosé
- Sita ciggta q 4 belkiL

2 belkiL

Sita
skupion

Rys. 2. Wykres przestrzenny 3D funkcgitk Rys. 3. Wykres przestrzenny 3D funkcjitk
ugiecia belkiJy =39, (P,L) zaleznej od sity sku- ugiecia belki gy =9, (q,L) zaleznej od sity
pionej P i dtugéci belki L ciagtej q i dtugdci belki L
Zrodto: Opracowanie wiasne Autora Zr6dio: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 2. The graph 3D of function of deflection Fig. 3. The graph 3D of function of deflection
angle of the beansy =5, (P,L) dependent of  angle of the beanfy =9, (q,L) dependent of

a concentrated force P and beam length L a continuous force q and beam length L
Source: Elaboration of the Authors Source: Elaboration of the Authors

* Analiza numeryczna funkcji 3y =39, (Q,P) i 7o =y (P,E) dlakata ugiecia belki

Kat Kat
udiecia ugleCla
bol belki
S o
0 . -9
-5710°° 20 51,1100 250000
-1710°8
L5 10 15108 240000
L 3.5 : .
Sita ciggla g " skupiona Sita 20 Modut
P skupionaP YoungeE
Rys. 4. Wykres przestrzenny 3D funkcjit& Rys. 5. Wykres przestrzenny 3D funkcjit&k
ugiccia belki gy = (q,P) zalenej od sity ugiecia belki ) =3, (P,E) zaleinej od sity
ciggtej q i sity skupionej P skupionej P i modutu Younga E
Zrédto: Opracowanie wiasne Autora Zr6dto: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 4. The graph 3D of function of deflection  Fig. 5. The graph 3D of function of deflection

angle of the beardy =% (q,P) dependent of  angle of the beard, =, (P,E) dependent of

a continuous force P and concentrated force P concentrated force P and Young modulus E
Source: Elaboration of the Authors Source: Elaboration of the Authors
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e Analiza numeryczna funkcji &y =% (0,E) i Jy = (L,E) dla kata ugiecia belki %

Kgt
ugiecia
belki

Sita ciggta q 421000 Modut

YoungaE

Rys. 6. Wykres przestrzenny 3D funkcgitk
ugiccia belki &y =, (0,E) zaleznej od sity
ciagtej g i modutu Younga E
Zr6dio: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 6. The graph 3D of function of deflection
angle of the beanfy =&, (Q,E) dependent of
a continuous force P and Young modulus E

Source: Elaboration of the Authors

Kgt
ugiecia
belki
P

0.8
Sita ckggm

Rys. 7.Wykres przestrzenny 3D funkajit&

ugiecia belki 5y =9y (L,E) zalenej od dtugéci

belki L i modutu Younga E
Zr6dio: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 7. The graph 3D of function of deflection
angle of the bearnsy =5, (q,L) dependent of
a beam length L and Young modulus E
Source: Elaboration of the Authors

* Analiza numeryczna funkcji f =f (P,L) i f = f(qg,L)dla strzatki ugiecia belki f

Strzatka
ugiecia
belki [ TTTT T 7
f i .
. L7
410
310 1
2°10° L7
11078
227
L7
10 ..
Sita. \ Dlugas¢
skupionaP 20 belkiL

Strzatka
ugiecia
belki

2.5 /7 ...r
\; LTHT
Sita cigglaq Dlugaic

4 belkiL

Rys. 8. Wykres przestrzenny 3D funkcji strzatki Rys. 9. Wykres przestrzenny 3D funkcji strzatki

ugiecia belki f = f (P,L) zalenej od sity sku-
pionej P i diugéci belki L
Zr6dio: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 8. The graph 3D of function of arrow of
beam deflectionf = f (P,L) dependent of

a concentrated force P and beam length L
Source: Elaboration of the Authors
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ugiccia belki f = f (q,L) zalenej od sity
ciggtej q i dugaci belki L
Zrédto: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 9. The graph 3D of function of deflection
angle of the beanf = f (q,L) dependent of a

continuous force q and beam length L
Source: Elaboration of the Authors
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» Analiza numeryczna funkcji f =f (q,P) i f =f (P,E) dlastrzatki ugiecia belki f

Strzatka Strzatka
ugiecia ugiecia
belki belki
f f
LT L
410°° '." "..'..'.' 20 iﬁ% ) 250000
210°° L/ 75 LS AT /75 3.0
5 "'. [ F LTS 110°
ey, M
3 ".." .
\ 35 .’ Sita
Sita ciggta q

\i
3 skupiona

Sita ciggta 20 20 Modut
P grad YoungaE
Rys. 10. Wykres przestrzenny 3D funkcji strzatkRys. 11. Wykres przestrzenny 3D funkcji strzatki
ugiecia belki f = f (,P) zaleznej od sity ugiecia belki f = f (P,E) zaleznej od sity
ciagtej q i sity skupionej P. skupionej P i modutu Younga E.
Zrédto: Opracowanie wlasne Autora Zr6dio: Opracowanie wasne Autora
Fig. 10. The graph 3D of function of beam

Fig. 11. The graph 3D of function of beam
deflection arrowf = f (q,P) dependent of

deflection arrowf = f (P,E) dependent of
a continuous force g and concentrated force P a concentrated force P and Young modulus E
Source: Elaboration of the Authors Source: Elaboration of the Authors
* Analiza numeryczna funkcji f = f (q,E) i f = f(L,E) dlastrzatki ugiecia belki f

Strzatka
Str_za_%ka ugiecia
ugiecia belki
belki
f

LZ
- ~.'. i"'". v
L "5 107 DO o 250000
‘ 240000 2.5710°% L 77 AT 240000
: 0.6
38 0.8
o 2210000 Modut Dlugas¢ 1 210000
Sita ciggta q YoungaE belkiL

Rys. 12. Wykres przestrzenny 3D funkcji strzatkdrys. 13. Wykres przestrzenny 3D funkcji strzafki
ugiccia belki f = f (,E) zaleznej od sity

YoungaE
ugiccia belki f = f (L,E) zaleznej od dtugéci
ciagtej qi modutu Younga E belki L i modutu Younga E
Zrédto: Opracowanie wiasne Autora Zrédto: Opracowanie wiasne Autora
Fig. 12. The graph 3D of function of beam Fig. 14. The graph 3D of function of beam
deflection arrowf = f (q,E) dependent of deflection arrowf = f (L,E) dependent of
a continuous force q and Young modulus E
Source: Elaboration of the Authors

a beam length L and Young modulus E
Source: Elaboration of the Authors
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. Wnioski

Modelowanie analityczne belki o danej didgie jednostronnie utwierdzonej o przekroju
prostokita, obcazonej sih ciggta rownomiernie roztgong na catej jej dtugéci oraz sij
skupiory na dziatagca na jej nieutwierdzonym kmu i danym module Younga pozwala
wyprowadzé nie tylko rownanie ugcia belki, ale rownie wzory na strzaki kat ugiccia
belki. Wyprowadzone wzory analityczne ughwiaja przeprowadzenie analizy numerycz-
nej kilkunastu funkcji opisagych kgt i strzatie ugiecia belki.

Analiza numeryczna w programidathematicabelki o przekroju prostefa i o danej dtu-
gasci, jednostronnie utwierdzonej, obhzonej sih ciagta rownomiernie rozteong na catej
jej dtugcici oraz sih skupiora na dziatajca na jej nieutwierdzonym kmu pozwala na in-
terpretac; numeryczg i graficzrg dla funkcji kgta ugecia belki Jo(P,L), Zo(q,L), Fo(q,P),
(P,E), %(q,E), Jo(L,E) oraz dla funkcji strzatki ugcia belkif(P,L), f(q,L), f(q,P),f(P,E),
f(q,E),f(L,E), gdzie q to sita ggta, P - sita skupiona, L - diugobelki, E - modut Younga
materiatu belki.
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